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PRÉFACE. 


La marche suivie dans la première partie de cet 
ouvrage est fort différente de celle qu'ont adoptée 
les divers auteurs qui ont écrit sur le même sujet. 
Elle ne se rapporte précisément à aucun enseigne- 
ment existant, mais à l’enseignement tel que je crois 
qu'il doit être. 

L'ordre suivant lequel les diverses parties d’une 
science doivent être présentées, du moins quant à 
ce qu’elles ont de général et de caractéristique, est 
presque toujours l’ordre même suivant lequel elles 
ont été découvertes. Les conceptions importantes ne 
sont point dues au hasard; elles se présentent aux 
hommes éminents de chaque époque lorsqu'elles 
sont naturellement amenées par les besoins et l’état 
de la science; et il est convenable de leur donner 
dans l’enseignement de cette science la place qu’elles 
ont occupée dans son développement naturel. | 

La notion des infiniment petits remonte à Archi- 
mède ; elle s’est présentée d'elle-même dans la me- 
sure des grandeurs géométriques, aussitôt qu’on à 
voulu considérer les aires de courbes différentes du 
cercle, ou les volumes de corps terminés par des 
surfaces courbes autres que celles du cylindre, du 
cône et de la sphère. Déjà pour la comparaison des 
volumes de ces derniers corps, ainsi que pour la 
mesure du cercle, on avait été amené à la conception 
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fondamentale des limites. Ainsi les deux idées gé- 
nérales les plus fécondes des sciences mathéma- 
tiques, remontent presque jusqu'à leur berceau, et 
doivent, par conséquent, se présenter presque au 
début de leur enseignement. 

L'objet principal de cet ouvrage est le développe- 
ment de ces deux conceptions, qui sont intimement 
liées l’une à l’autre. Les questions que nous y trai- 
tons font partie de diverses branches des mathéma- 
tiques pures ou appliquées, et se trouveraient autre- 
ment disposées dans un enseignement complet de 
toutes ces branches. Ce sont des extraits que nous 
en faisons, pour faire comprendre l'esprit des mé- 
thodes que nous voulons exposer; mais nous croyons 
que ces méthodes doivent être introduites dans 
chaque branche particulière, à mesure que le besoin 
s’en fait sentir. Nous espérons même le faire un jour 
si le temps nous permet de réaliser le projet, conçu 
depuis bien des années, d’esquisser des éléments de 
mathématiques pures et appliquées. En attendant, 
nous avons constamment cherché à répandre par 
notre enséignement, toutes les améliorations que 
nous avons cru pouvoir apporter aux idées générales 
et aux méthodes scientifiques ; et nous avons eu 
souvent la satisfaction de voir, soit par les ouvrages, 
soit par l’enseignement oral de nos élèves, que nos 
efforts n'avaient pas été tout à fait sans résultat. 
Mais il est nécessaire qu'un cours complet d’élé- 
ments soit conçu et exécuté par un seul; et nous es- 
pérons qu'un Jour nous pourrons en présenter au 
moins un programme développé. Voici maintenant 
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la marche que nous avons cru devoir suivre dans 
l'ouvrage que nous faisons paraitre aujourd’hui, et 
dont l’objet est l’enseignement des méthodes infini- 
tésimales. 

Nous avons commencé par donner une idée géné- 
rale de la méthode des limites; et nous avons fait 
remarquer en quoi elle était plus simple que celle 
qu'employaient les anciens géomètres, en partant de 
la même notion des limites, qui leur était très-fami- 
lière. Nous avons distingué ensuite les différentes 
manières dont les grandeurs à mesurer, ou celles 
auxquelles on les ramène, pouvaient être considérées 
comme limites de variables d’une espèce plus sim- 
ple; et nous avons dit qu’elles pouvaient en général 
se réduire à trois. La premiere, employée dans quel- 
ques cas par Euclide et Archimède, consiste à re- 
garder les grandeurs comme limites de séries; la 
seconde comme limites de sommes de quantités in- 
finiment petites ; la troisième comme limites de rap- 
ports d’infiniment petits. Les deux premières se sont 
présentées à propos de la mesure de la pyramide, 
de la parabole, de la spirale, de la sphère, des vo- 
lumes des corps engendrés par la révolution de sec- 
tions coniques, etc. La troisième s’est présentée à 
l’occasion du problème des tangentes, et s'applique 
à beaucoup d’autres questions. La théorie des sé- 
ries étant en dehors de l’objet de cet ouvrage, nous 
avons dù nous borner à considérer les quantités 
comme limites de sommes ou de rapports d’infini- 
ment petits, ou comme dépendant d’une manière 
quelconque de ces limites. 
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Nous avons cru devoir, contrairement aux précé- 
dents, commencer l'étude du calcul infinitésimal 
par la considération des limites de sommes ; non- 
seulement parce que c’est l’ordre que la science à 
suivi dans sa formation, mais parce que la mesure 
des grandeurs doit naturellement précéder la re- 
cherche des tangentes aux courbes, et qu'en cela 
l'esprit humain a procédé comme la nature des 
choses le demandait. Il nous a semblé que renverser 
cet ordre n'était pas un moyen de rendre la science 
plus claire et plus accessible. 

En conséquence, nous nous sommes occupé d’a- 
bord de la mesure des aires des figures planes ter- 
minées par des courbes, ainsi que des volumes et 
des surfaces des corps qui ne sont pas terminés de 
toute part par des plans. Nous ne nous sommes pas 
borné à montrer comment ces questions se rame- 
naient à des recherches de limites de sommes d’infi- 
niment petits; mais nous avons fait voir, par un 
grand nombre d’exemples, comment ces calculs 
pouvaient être exécutés par des procédés variés, qui 
ont même quelquefois une assez grande généralité. 

Nous avons ainsi fait connaitre quelques-unes des 
méthodes employées par les géomètres qui ont traité 
les premiers ces sortes de questions. Les procédés 
que donnera plus tard le calcul intégral n’en seront 
que mieux appréciés; mais, dans tous les cas, il 
nous à paru qu’il n’était pas convenable de former 
_ toute la science du calcul, avant d’avoir résolu les 
premières questions à l’occasion desquelles elle à 
été faite. | 
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Nous n'avons pas choisi tous nos exemples dans 
la géométrie; la statique nous en a offert quel- 
ques-uns. Nous avons fait voir généralement com- 
ment la détermination des centres de gravité se ra- 
mène à celle de limites de sommes; et nous avons 
effectué les calculs dans un certain nombre de cas 
simples. | 

Dans toutes ces recherches, on fait un fréquent 
usage d’un principe général très-simple, qui consiste 
en ce que la limite d’une somme d’infiniment pe- 
tits n’est pas changée, quand on altére ses éléments 
de quantités infiniment petites par rapport à eux- 
mêmes; ou, en d’autres termes, quand on remplace 
ces éléments par d’autres dont les rapports avec les 
premiers ont respectivement pour limite l'unité. 
Le principe fondamental que nous établissons en 
commençant est la source des plus grands avantages 
que présente l'introduction des infiniment petits. Il 
permet d'en retrancher la partie qui rend le calcul 
difficile, en donnant un moyen sür de reconnaitre 
si cette simplification ne conduit à aucune erreur. 
Par ce moyen, on a toutes les simplifications qu’on 
trouverait dans une approximation, et en même 
temps l'exactitude que l’on n’obtiendrait que par de 
longs et pénibles calculs. 

Nous sommes passé ensuite à la considération des 
limites de rapports d’infiniment petits; le principe 
précédent s’y applique encore, et les limites ne sont 
pas changées quand on altére les termes variables 
des rapports, de quantités infiniment petites par rap- 
port à ces termes. D’ouù résulte encore l'avantage de 

I. b 
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se débarrasser des parties qui font souvent la plus 
orande difficulté de la question. 

Nous avons commencé par faire voir que dans les 
divers systèmes de détermination des points d’un 
lieu, le problème des tangentes se ramène immé- 
diatement à celui de la limite du rapport de deux 
quantités infiniment petites. Ces quantités sont les 
accroissements correspondants des deux variables 
dont les valeurs déterminent les divers points de la 
courbe. De sorte que le problème général des tan- 
gentes revient à ce problème d'analyse: Étant don- 
née une équation entre deux variables, trouver la li- 
mite du rapport des accroissements infiniment petits 
correspondants de ces variables. 

On voit ainsi l'intérêt géométrique qu'offre ce 
problème de calcul; et l’on est naturellement con- 
duit à en chercher la solution générale. Mais nous 
montrons qu'il s'appliquera encore à beaucoup 
d’autres questions intéressantes dans la géomé- 
trie et la mécanique. La nature de ces questions 
peut varier à l'infini. Nous en avons choisi parti- 
culièrement quelques-unes, à cause de leur impor- 
tance dans la science. En géométrie, nous avons 
considéré la courbure des lignes planes, le cercle 
osculateur, les développées, etc.; en mécanique, la 
vitesse, l'accélération, le poids spécifique en un 
point d’une substance non homogène, etc. Nous 
avons étudié aussi la question générale du déplace- 
ment d’une figure sur un plan, et nous avons vu 
comment se résolvent les problemes de tangentes 
auxquels elle donne lieu. 


PRÉFACE. NX 


Toutes les théories dont nous avons parlé jus- 
qu'ici, se ramenant à des limites de sommes ou de 
rapports, nous avons cru convenable de les exposer 
etd’en faire des applications particulières avant d’é- 
tablir les règles du calcul différentiel et du calcul 
intégral, qui donnent plus de simplicité et de géné- 
ralité à l'exécution de tous les calculs auxquels elles 
ramènent. Comme elles sont en elles-mêmes indé- 
pendantes des moyens d'exécution des opérations 
qu’elles indiquent, nous avons cru devoir les pré- 
senter avant les longues et pénibles théories d’ana- 
lyse, qui donnent les meilleures regles pour cette 
exécution. En suivant la marche inverse, on rebute 
l'esprit par des recherches abstraites dont il ne voit 
pas l’objet; et il est même à craindre que les théo- 
ries géométriques que l’on expose ensuite ne soient 
prises pour des dépendances des théories analy- 
tiques avec lesquelles elles n’ont en elles-mêmes 
rien de commun, et qui ne leur servent qu’à l’exé- 
cution du calcul des limites de sommes ou de rap- 
ports, auxquelles ces théories ramènent l’objet de 
leur recherche. | 

Telle est la marche que nous avons suivie dans 
le premier livre de cet ouvrage. 


Dans les livres suivants, nous donnons les règles 
pour trouver les limites des rapports des accroisse- 
ments infiniment petits de variables liées par des 
équations données, ainsi que les limites des sommes 
d'infiniment petits, représentés par une formule gé- 
nérale. 

Nous donnons à ces deux problèmes d'analyse, 
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dont l’un est l'inverse de lPautre, toute l'extension 
dont ils sont susceptibles, en restant dans le cadre 
qui convient à de simples éléments; et nous formons 
ainsi ce que l’on appelle le calcul différentiel et in- 
tégral. 

Ainsi, dans cet essai, que nous espérons rendre 
un jour moins imparfait, notre objet a été l'étude de 
la méthode infinitésimale considérée en elle-même; 
et les procédés si importants du calcul différentiel 
et du calcul inverse, ont été les moyens d'exécution 
des opérations auxquelles cette méthode a ramené la 
solution des questions qu'elle s’est proposées. Cette 
subordination, que nous avons tenu à rendre bien 
explicite et bien sensible, donne la raison de l’ordre 
que nous avons suivi dans cet ouvrage, et du titre 
que nous lui avons donné. 
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DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES. 


CHAPITRE PREMIER. 


DES NOMBRES EN GÉNÉRAL, 


1. La pluralité nous donne la première idée du nom- 
bre; elle constitue ce que l'on appelle le zombre entier. 
Elle se trouve, soit dans la considération simultanée d’ob- 
jets distincts et séparés, soit dans la décomposition d’une 
grandeur en parties égales. Un de ces objets ou une de 
ces parties se nomme unité. Le nombre s'appelle aussi le 
rapport de la grandeur décomposée à une grandeur égale 
à l’une de ses parties. 

Cette notion suppose donc d’abord celle de l'égalité 
pour les grandeurs de l'espèce que l’on considère. Elle 
suppose ensuite que l’on définisse avec précision ce que 
l’on entend par ajouter ces grandeurs entre elles, et, par 
suite, ce que c’est que plus grand et plus petit: 

On appelle somme de plusieurs nombres le nombre 
correspondant à la réunion de tous les objets distincts qui 
avaient donné lieu aux nombres partiels, ou, généra- 
- lement, à l'addition de quantités quelconques qui renfer- 
maient ces nombres d'unités identiques entre elles. 

I. ] 
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Mais si l’on avait à comparer deux grandeurs dont la 
plus petite ne fût pas contenue exactement dans l'autre, 
elles ne présenteraient plus Pidée du rapport tel quil 
vient d’être défini; et comme il est utile dans les sciences 
de généraliser le plus possible, c’est-à-dire de renfermer 
le plus grand nombre possible d'idées particulières sous 
une même dénomination, on a donné de l’extension à la 
signification des mots zombre et rapport. 

On a d’abord. considéré le cas où les deux grandeurs 
ont une mesure commune. Pour fixer les idées, suppo- 
sons que cette mesure soit contenue m fois dans l'une et 
fois dans l’autre : alors la première est égale à m2 fois la 
ne partie de la seconde, et celle-ci à 72 fois la °°° par- 
üe de la première; on est convenu de dire que Île rap- 
port de la première à la seconde est m3 n°"°, et on lPéerit 


SENS : 
ainsi, — Le rapport de la seconde à la première est dit 
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r'éczproque ou znverse du premier, et s’écrira Ru 
mn 


Ces nouveaux rapports ont encore été appelés des nom- 
bres, et pour les distinguer des nombres entiers on les a 
désignés sous le nom de nombres fractionnaires. Sous 
quelque forme qu'ils se présentent, on dit que deux nom- 
bres sont égaux lorsqu'en prenant une même unité ils 
représentent des grandeurs égales. Si l’une des grandeurs 
représentées est égale à l’autre augmentée ou diminuée 
d'une certaine quantité, on dit que le nombre correspon- 
dant est plus grand ou plus petit que Fautre. Enfin on 
dit qu’on ajoute plusieurs nombres quelconques, quand 
on considère celui qui correspondrait à la somme des 
quantités qui comparées à une même unité ont donné lieu 
aux premiers. 

Enfin, si l’on considère deux grandeurs qui n'aïent pas 
de mesure commune, et que l’on appelle à cause de cela 
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incommensurables, elles ne présentent aucune des deux 
idées précédentes, et il faudra, ou dire qu'elles n’ont pas 
de rapport, ou donner à la signification des mots rapport 
et ombre une nouvelle extension. Mais il ne suflira pas 
que l’on convienne de dire que deux grandeurs incom- 
mensurables ont entre elles un rapport et que ce rapport 
sera désigné sous le nom de 70ombre incommensurable, 
il faudra définir rigoureusement l'égalité des rapports ou 
nombres incommensurables. Notre manière de voir à cet 
égard, différente de celle de quelques géomètres, est en- 
tièrement conforme au fond à celle d’Euclide. 

Observons d'abord qu'en partageant lune des grandeurs 
en parties égales suffisamment petites, et les portant dans 
Pautre autant de fois que possible, le reste sera moindre 
que l’une des parties, et par conséquent pourra toujours 
ètre rendu moindre que toute grandeur donnée; de sorte 
qu il existera un rapport commensurable entre l’une quel- 
conque des deux grandeurs et une autre qui différera aussi 
peu qu'on voudra de la seconde. 

Cela posé, considérons deux grandeurs incommensura- 
bles; divisons l’une d'elles, par exemple la plus petite, 
en parties égales dont le nombre croisse indéfiniment; 
portons-les dans la plus grande et négligeons le reste : il 
en résultera une suite de rapports ou de nombres com- 
mensurables correspondants à la plus petite des grandeurs 
et à d’autres grandeurs commensurables avec elle et qui 
diffèrent de la seconde de quantités qui peuvent devenir 
moindres que toute grandeur désignée. Concevons, en 
second lieu, deux autres grandeurs incommensurables de 
même nature l’une que l’autre, mais d’une espèce quel- 
conque, el partageons successivement Ja plus petite dans 
le même nombre de parties égales que la plus petite de la 
première espèce ; on aura de même une nouvelle suite 
de rapports commensurables; et si ceux qui correspon- 


1. 
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dent de part et d'autre au même mode de division de la 
plus petite sont toujours égaux, quelque loin qu’on 
pousse cette division, on dit que les deux premières gran- 
deurs incommensurables ont même rapport ou même rar- 
son que les deux autres. 


2. Mais pour qu'il y ait lieu de définir ainsi légalité 
des rapports incommensurables, il est nécessaire de dé- 
montrer que l'égalité des rapports commensurables res- 
pectifs est indépendante de la loi suivant laquelle les sub- 
divisions décroissent indéfiniment; c’est-à-dire que si cette 
égalité a lieu pour une certaine loi, elle aura lieu pour 
toute autre. Cette proposition peut être démontrée comme 
il suit : 

Soient À et B deux grandeurs incommensurables d'une 
espèce quelconque, et A”, B' deux autres grandeurs in- 
commensurables, soit de [a même espèce que les pre- 
mières, soit de toute autre; admettons que si l’on subdi- 
vise À et A'en un même nombre de parties égales, qui 
croisse indéfiniment suivant une certaine loi déterminée, 
on trouve constamment le même nombre de ces parties 
contenues respectivement dans B et B': il s’agit de dé- 
montrer que si l’on partage À et A’ en un même nombre 
quelconque 1n de parties égales, non renfermé dans la loi 
donnée, il se trouvera toujours un nombre égal de ces 
subdivisions respectives dans B et B”. 

En effet, supposons qu'il y ait un nombre k de parties 
dans B et un nombre différent, par exemple plus grand, 
dans B'. Alors À +. 1 parties de la première espèce sur- 
passeront B d’une certaine quantité que je désignerai 
par E; tandis que À + x parties de la seconde seront 
encore inférieures à B’. Cela posé, décomposons A en 
parties égales moindres que E, et comprises dans la loi 
donnée; décomposons A’ en un nombre égal de parties : 
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d'après l'hypothèse, il devra s’en trouver respectivement 
le mème nombre dans B et dans B’. Mais il est évident 
qu'il y aura moins de parties plus petites que E dans B 
que dans B+ E ou dans À + 1 des subdivisions en ques- 
tion; et il y en aura autant dans ces À + 1 subdivisions 
qu il y aura de parties correspondantes dans les k +1 sub- 
divisions correspondantes de B’, qui sont cependant infé- 
rieures à B’. Donc il y aurait dans B un nombre moindre 
de parties, comprises dans la loi donnée, qu'il n’y aurait 
de leurs correspondantes dans B'; ce qui est contre l'hy- 
pothèse. Il est donc impossible qu’en partageant A et A’en 
un même nombre quelconque de parties égales, ces par- 
ties ne soient pas respectivement comprises dans B et B' 
le même nombre entier de fois. 

La définition de l'inégalité des rapports incommensu- 
rables sera la même que pour les rapports commensura- 
bles. On dira toujours qu’un rapport est plus grand ou 
plus petit qu’un autre lorsqu'il est celui d’une quantité 
plus grande ou plus petite que la première, à la même se- 
conde quantité. Et l’on appellera toujours somme des rap- 
ports de plusieurs quantités à une mème unité, le rapport 
de la somme de ces quantités à la même unité. 


3. C’est au moyen de cette extension qu'Euclide a pu 
établir des théorèmes généraux dans la comparaison des 
surfaces entre élles et des solides entre eux. Il n'aurait 
pas pu dire que deux rectangles de même hauteur sont 
toujours dans le mème rapport que leurs bases, ni que 
deux parallélipipèdes de mème base sont dans le même 
rapport que leurs hauteurs; et tant d’autres propositions 
analogues n'auraient pu être énoncées généralement, s'il 
n'avait défini préalablement, non les rapports, mais l’é- 
galité des rapports, dans tous les cas qui peuvent se pré- 
senter. 
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Ce n’est pas que pour les besoins de la pratique il y ait 
beaucoup d'intérêt à donner ce degré de généralité aux 
théorèmes relatifs à la comparaison, et, par conséquent, 
à la mesure des grandeurs ; car on peut toujours les rendre 
commensurables entre elles en les augmentant ou les di- 
minuant de quantités moindres que toute grandeur dési- 
gnée. Mais au point de vue de la théorie pure, il faudrait 
dire que les propositions ne sont pas générales et n’ont 
de sens que quand toutes les grandeurs ont une mesure 
commune. 
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CHAPITRE I. 


PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE DES LIMITES, 


a 


À. Les anciens géomètres, partant de la définition de l'é- 
galité des quantités géométriques fondée sur la superpo- 
sition, et de la notion de l'addition et de la soustraction de 
ces quantités, sont parvenus facilement à la comparaison 
et à la mesure des polygones plans, des parallélipipèdes 
et des prismes quelconques. Mais quand ïls voulurent 
comparer des figures planes terminées par des courbes, ou. 
des solides terminés par des surfaces courbes, les mêmes 
procédés ne pouvaient plus réussir. 

Ils eurent alors l’idée assez naturelle, mais fondamen- 
tale, de considérer, au lieu des grandeurs elles-mêmes, 
d’autres grandeurs de l’espèce de celles qu'ils savaient 
mesurer, et telles, qu’elles pussent difiérer des premières 
de quantités moindres que toute quantité désignée. Ils 
cherchaient ensuite la relation entre ces grandeurs voi- 
sines des proposées, et dont ils rendaient la comparaison 
aussi facile que la question le permettait, Cette relation 
leur faisait aisément juger celle qui devait avoir lieu entre 
les grandeurs proposées; et ils démontraient cette der- 
mère en prouvant, par la méthode pénible de la réduction 
à l'absurde, que la véritable relation ne pouvait en 
différer. 

Ainsi, pour trouver la relation entre les aires de deux 


cercles quelconques, Euclide commence par démontrer 


qu'en inserivant dans un cerele un polygone régulier, et 
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en doublant successivement le nombre des côtés, la diffé- 
rence de l’aire fixe du cercle et de l’aire variable du po- 
lygone peut devenir moindre que toute surface donnée. 
Cela posé, il inscrit dans les deux cercles des polygones 
réguliers, et pour que la comparaison soit plus facile, 
il leur donne le même nombre de côtés : les aires sont 
alors dans le rapport des carrés des rayons des cercles. 
En doublant le nombre des côtés de ces polygones, 
et répétant cette opération indéfiniment, le rapport des 
aires restera le mème, et Îles polygones pourront dif- 
férer aussi peu que l’on voudra des cercles proposés ; d’a- 
près quoi il est facile de prévoir que l’on trouvera ce 
même rapport pour les cercles eux-mêmes. Mais il se 
garde bien de ürer aussi promptement la conclusion; elle 
aurait été l’objet de trop d’atiaques, surtout de la part 
des sophistes qui niaient des choses beaucoup plus évi- 
dentes. Il prend le détour que nous avons signalé tout à 
l'heure, et emploie la méthode de réduction à l’absurde. 
Il suppose que les deux cercles ne soient pas comme les 
carrés de leurs rayons, et remarque qu’alors le carré du 
premier sera au carré du second, comme le premier 
cercle est à un cercle plus grand ou plus petit que le se- 
cond. Il examine successivement chacune de ces hypo- 
thèses, et démontre, en se fondant sur le lemme cité, 
qu'elles conduisent à des contradictions : d’où il conclut 
que ces hypothèses sont fausses, et que, par conséquent, 
le rapport des carrés des rayons est bien égal à celui des 
deux cercles. C’est en suivant une marche analogue qu'il 
ramène la comparaison des pyramides à celle des prismes, 
le volume du cône à celui du cylindre, etc. , etc. 

Les modernes, en conservant tout ce qu’il y a de fon- 
damental dans cette méthode, l'ont simplifiée sans dimi-. 
nuer sa rigueur. Nous allons faire connaître la méthode 
généralement employée aujourd’hui, et nous commence- 
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rons par poser quelques définitions et Lette principes 
généraux très-simples. 


9. Limite d'une variable. — Lorsqu'une grandeur 
prend successivement des valeurs qui se rapprochent de 
plus en plus de celle d’une grandeur constante, de telle 
sorte que la diflérence avec cette dernière puisse devenir 
et rester moindre que toute grandeur désignée, soit que 
la variable soit toujours au-dessous, ou toujours au-des- 
sus, ou tantôt au-dessous et tantôt au-dessus de la 
constante, on dit que la première approche indéfiniment 
de la seconde, et que celle-ci en est la Zmite. 

Ainsi nous appelons limite d’une variable, une quan- 
tilé constante dont la variable approche indéfiniment 
sans jamais l’atteindre. 


6. Znfiniment petits. — On appelle quantité infini- 
ment petite, ou simplement infiniment petit, toute gran- 
deur variable dont la limite est zéro. 

Par exemple, la différence d’une variable quelconque à 
sa limite sera dite infiniment pete, puisqu'elle tend 
vers zéro. Ainsi la différence de l'aire d’un cercle à celle 
du polygone régulier inscrit, dont on multiplie indéfini- 
ment le nombre des côtés, est infiniment petite. Il en est 
de même de la différence d’un cylindre à un prisme in- 
scrit, d’un cône à la pyramide inscrite, etc. , ete. 

Nous citons ces cas particuliers pour indiquer quelques 
exemples ; mais les infiniment petits peuvent se présenter 
dans une foule de circonstances où ils ne sont pas la dif- 
férence d’une variable à sa limite finie. 


Principe fondamental des limites. 


7. Si deux quantités variables sont constamiment 
égales et tendent chacune vers une limite, ces deux li- 
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miles sont nécessairement égales. — En eflet, deux 
grandeurs toujours égales ne présentent qu’une seule va- 
leur, et il semble inutile de démontrer qu’une valeur 
variable ne peut pas tendre à la fois vers deux limites 
inégales, c'est-à-dire vers deux grandeurs constantes , 
différentes l’une de l'autre. 

Il est; au reste, bien facile d'ajouter quelques dévelop- 
pements qui rendent plus claire encore, s'il est possible, 
cette importante proposition. Supposons, en effet, que 
deux variables toujours égales aient des limites diflé- 
rentes À et B, À étant, par exemple, la plus grande, et 
surpassant B d'une quantité déterminée À. La première 
variable ayant À pour limite, finira par rester constam- 
ment comprise entre deux valeurs, l’une plus grande, 
Pautre plus petite que À, et ayant avec À une différence 
aussi petite qu'on voudra ; bornons-nous à supposer cette 


4. r, . 1 
différence moindre que = À. Semblablement la seconde va- 


L : 


riable finira par rester indéfiniment à une distance de B 
« ] [2 22 LL 
moindre que — À. Or il est évident qu’alors les deux va- 
2 


riables ne pourraient plus être égales; ce qui doit être 
cependant, d’après les données de la question. Ges don- 
nées sont donc incompatibles avec l'existence d'une diflé- 
rence quelconque entre les limites des variables. Done ces 
limites sont égales. 


8. Limites des sommes, produits, quotients où puis- 
sances quelconques de variables. — 1°. La limite de la 
somme de variables x, y, z,..., u en nombre fini quel= 
conque, qui ont respectivement pour limites des quanti- 
tés a, b, c,..., l positives ou négatives, est la somme al- 
gébrique de ces limites. En eflet, les variables x, ÿ,..,, & 
peuvent être représentées respectivement par 4 +; 


PARTS. ot 
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b+6,..., 14, les différences x, 6,..., À ayant toutes 
pour limite zéro. On aura donc 


TH +iz+...+u 
=(a+té+e+...+l)+(a+6+.. +) 


Or a+6+...+ 2 tend vers la limite zéro, puisqu'il en 
est ainsi de chacun des termes, en nombre fini, qui com- 
. posent cette quantité. Donc la limite du second membre, 
ét par conséquent du premier qui lui est toujours égal, 
est a+ b+c...+l; ce qu'il fallait démontrer. 

La limite du produit de plusieurs variables est le 
produit de leurs limites. En eflet, en employant les 
mêmes dénominations que dans le cas précédent, on 
aura 


az. u—(a+a)(b+6)(c+y)...(1 +) = abc... .l+, 


w désignant Ja somme d’un nombre fini de termes ayant 
chacun zér0 pour limite, puisqu'ils renferment comme 
facteurs au moins une des quantités #, 6, 7,...,À, qui 
ont toutes zéro pour limite. On voit donc que le second 
membre, ou le premier xyz...u, a pour limite abe...l; 
comme il fallait le démontrer. 

Dans le cas particulier où le produit xyz...u serait 
invariable, sa valeur ne pourrait différer de abc...ê, 
car w devrait être constante; et comme on a prouvé qu'il 
pouvait être moindre que toute grandeur donnée, il ne 
peut être autre que zéro. 

Si, par exemple, on a xy = 1, il en résultera ab— 17. 
Ainsi deux variables dont les valeurs sont toujours réci- 
proques l’une de l’autre, ont des limites réciproques. 
Cette remarque est d'une application fréquente. 

3°, La limite du quotient de deux variables est le quo- 
tient de leurs limites, quand la limite du diviseur n'est 
pas zéro. 
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En eflet, 
LÉ ER a bar 


7 b+6 6  bb+6) 


Or le dénominateur de la dernière fraction finit par être 
aussi près qu'on voudra de b?, qui est un nombre déter- 
miné différent de zéro; son numérateur tend vers zéro : 


. , . o - . . L 
donc cette fraction a zéro pour limite. La limite de — est 


el 


a à 4 
donc 7’ comme nous l’avions annoncé. 


On voit que le seul cas à excepter est celui où l’on a 


b = 0. 


CT APR s BE a 
Si — était constant, il ne pourrait être que 73 Car 
= # 
: : < ba—a6es ‘ 
il faudrait que la fraction -———: füt aussi constante; et 


b(b+6) 
comme nous avons prouvé qu’elle pouvait différer de zéro 
aussi bee qu'on voudra , il faut qu'elle soit 26CO même. 

. La limite d’une puissance déterminée d’une va- 
me est égale à la limite de cette variable, élevée à cette 
même puissance. Si le degré m de la puissance est entier, 
x" est le produit de m2 facteurs égaux à x; et, d’après le 
premier cas, la limite de x” sera a”. 


D Li ? Ld Ld 
Soit maintenant 71 — = p et q étant deux enuers 


: Æ 
quelconques; x? est la puissance p de x: donc, d’après 
P 
le cas précédent, la limite de x” est la puissance p de la 
L 
limite de x? ou de Ÿx ; reste donc à trouver cette der- 
nière. Mais x, étant le produit de g facteurs égaux à VX, 
doit avoir pour limite la puissance 9 de la limite de Ÿx, 
et comme x a pour limite a, il en résulte que & est la 


puissance 4 de la limite de Ÿx, ou que Vx a pour limite 
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Va. Done x? a pour limite 47, comme nous l’avions 
annoncé. 

Ces principes suffisent pour presque toutes les ques- 
tions que les éléments peuvent présenter. Nous leur 
donnerons plus tard une plus grande généralité; mais 
nous commencerons par faire connaître en quoi consiste 
. la méthode dont ils sont la base , et que nous éclaircirons 
par des äpplications variées, propres à en faire bien 
comprendre l'esprit. 


Méthode des limites. 


9. Quand on veut trouver une relation entre des grau- 
deurs qui ne se prêtent pas facilement aux comparaisons, 
on les considère comme limites de grandeurs d’une espèce 
plus simple, et l’on profite de l’indétermination que cette 
condition laisse subsister, pour choisir ces variables de 
manière à faciliter la recherche d’une relation entre elles. 
Si lon y peut parvenir, le problème est résolu. En effet, 
cette relation est réductible à une équation dont les deux 
membres sont en général des variables constamment 
égales , dont les limites sont par conséquent égales. Maïs 
chacun de ces membres est composé de termes dans les- 
quels il n'y a, en général , que des multiplications , des 
divisions des puissances quelconques des variables intro- 
duites. Or, d'après les principes précédents, on aura la 
limite de chaque terme en y remplaçant les variables par 
leurs limites, et la limite de chaque membre sera la 
somme des limites de ses différents termes. D'où lon voit 
que, quand on a trouvé la relation entre les variables , 
on a immédiatement la relation entre les quantités pro- 
posées qui en sont les limites, en remplaçant toutes les 
variables par leurs limites respectives. 
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10. C’esten cela que consiste la méthode des limites. Elle 
simplifie la question en ce qu’elle ramène à la recherche 
d’une relation entre des quantités plus simples, dont le 
choix est très- indéterminé, et qui ne sont assujelties qu'à 
tendre indéfiniment vers les quantités proposées, sans 
jamais se confondre avec elles. Cette relation étant trou- 
vée, il suffit de remplacer toutes les variables par leurs 
limites pour avoir la relation cherchée. | 

Il peut arriver que la substitution pure et simple des 
limites aux variables conduise à des formes indéterminées, 
comme, par exemple, dans le cas où l’on aura des frac- 
tions dont les deux termes auront zéro pour limite. La 


. . e 0 . e ‘ s… . 
substitution donnerait alors a | expression qui 1 estl indi- 
O 


cation d'aucune véritable opération. On pourrait encore 
obtenir d’autres expressions sans signification ; dans tous 
ces cas il faudrait recourir à des règles qui serontexposées 
plus tard. 

Il est inutile de dire que, pour la commodité des calculs, 
il peut être utile d'introduire de nouvelles variables dé- 
pendantes des premières. Aïnsi, déjà nous avons repré- 
senté les variables x, 7, z, etc., par a+a, bH6, 
c + y, etc.; &, 6, y étaient alors de nouvelles variables 
tendant vers zéro, en même temps que x, y, 3 tendaiïent 
vers a, b, c. Si, dans le courant du caleul, on voulait 
tout réduire aux variables x, y, z, etc., il suflirait de 
remplacer &, 6,7, etc., parx — a, y — b,z— 0, etc. 

Il peut arriver que les deux membres de l'égalité, quoi- 
que composés de quantités variables, restent constants; 
on aura toujours la relation entre les quantités proposées, 
en remplaçant les variables par leurs limites. On remar- 
quera seulement que cette substitution, au lieu de donner 
les limites des deux membres, donne leur valeur con- 
stanie. Au reste, on aurait facilement deux membres va- 


+ Las * « E + FA 
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riables, en faisant passer l’un des termes variables d'un 
membre dans l'autre, ou encore en multipliant par un 
dénominateur variable; mais ce serait une transforma- 
tion inutile, et que, par conséquent, il ne faut jamais 
faire. | 


Application aux cas simples que présente la géométrie 
élémentaire. 


A1. 1°. Trouver le rapport des surfaces de deux 
cercles. — Soient KR, R’ les rayons de ces cercles; S, 
S’ leurs surfaces. On démontrera d’abord, comme Eu- 
clide, que ces surfaces peuvent être considérées comme 
les limites de celles de polygones réguliers inscrits, dont 
on doublerait indéfiniment le nombre des côtés. On 
pourrait bien prendre des polygones non réguliers, mais 
il y aurait plus de difficulté, sans aucun avantage; 
ou bien encore ne pas s’assuiettir à donner le même 
nombre de côtés aux polygones inscrits dans les deux 
cercles, mais leur comparaison serait beaucoup plus 
difficile, et il n’y aurait encore aucun avantage. 

Ainsi d’abord nous regarderons les surfaces des deux 
cercles comme limites de deux polygones réguliers sem- 
blables, dont le nombre des côtés augmente indéfini- 
. ment. 

Or on sait que deux polygones réguliers semblables 
sont entre eux comme les carrés des rayons des cercles 
circonscrits. Si donc on désigne par P, P'les aires des 
polygones variables inscrits dans les deux cereles, on 
aura constamment la proportion 


TE 
HR” 


Ayant ainsi une relation entre les variables, il suflira 
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de les remplacer par leurs limites, pour obtenir celle qui 


a lieu entre ces dernières ; d'où résulte 


CPR: 

CE 

et, par conséquent, les surfaces de deux cercles quelcon- 
ques sont comme les carrés de leurs rayons. 

Le cas que nous venons de traiter est celui où les deux 
membres de l'égalité sont constants. On les aurait eu 
variables, si l’on avait chassé les dénominateurs, et la 
relation aurait été 


PR’? — P'R° 
On en aurait conclu 


CR? — C’R?, 
et, par suite, 
C R° 
CAR 


Mais, comme il n’y a aucun avantage à avoir des mem- 
bres variables plutôt que constants, il ne faut jamais 
faire la moindre transformation pour les avoir tels. 

2°. Deux pyramides triangulaires de bases équiva- 
lentes et de méme hauteur sont équivalentes. — En 
eflet, on peut démontrer, comme Euclide, que toute 
pyramide triangulaire est la limite d’une somme de pris- 
mes triangulaires. Ces prismes, étant construits simulta- 
nément dans deux pyramides qui ont base équivalente et 
même hauteur, sont respectivement équivalents; et, par 
suite, leurs sommes le sont. | 

Cela posé, les deux pyramides proposées sont les 
limites de quantités variables toujours égales en va- 
leur, donc elles le sont elles-mêmes; comme il fallait le 
démontrer. 
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3°, Un cône a pour mesure le tiers du produit de sa 
base par sa hauteur. — En effet, Euclide a démoniré 
qu'un cône est la limite d’une pyramide ayant même 
sommet, et pour base un polygone inscrit dans la base du 
cône, et dont le nombre des côtés croît indéfiniment. 
Cela posé, désignons par V le volume du cône, par B sa 
base et par H sa hauteur. Soient V’, B'le volume et la 
base de la pyramide inscrite, dont la hauteur aura mème 
valeur H. | 
Toute pyramide ayant pour mesure le tiers du produit 
de sa base par sa hauteur, on aura 
VB". H: 
D 
: Remplaçant les variables V’, B'par leurs limites VetB, 
on aura 
I 


V=s 


B.H, 
ce qui prouve la proposition énoncée. 

Les applications aux autres propositions de la géomé- 
trie élémentaire seraient aussi simples, et nous ne nous 
y arrêlerons pas. 
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CHAPITRE TT. 


RÉFLEXIONS AU SUJET DE QUELQUES DÉFINITIONS. 


De l’in fini. 


12. Le mot énfint est employé pour exprimer l'absence 
de limite, de borne quelconque : c'est ainsi que l’espace 
et le temps sont dits infinis. Cette idée exclut évidem- 
ment celle de toute comparaison sous le rapport de Îla 
grandeur. Néanmoins, pour abréger le discours, on parle 
souvent de quantités infinies, on les soumet aux mêmes 
opérations que les quantités finies, et il est très-important 
de ne pas se méprendre sur la manière dont ce langage 
doit être entendu. 

Ces quantités dites infinies ne peuvent se présenter que 
de deux manières: ou comme solutions, ou comme 
données d’une question. 

L'infini peut se présenter comme solution lorsque, 
pour déterminer certaines quantités, on les regarde 
comme dépendantes d'une autre; et que dans le cas par- 
ticulier que l’on à en vue, cette dernière n’existe plus, 
tandis que pour des £as très-voisins elle aurait des valeurs 
qui pourraient dépasser toute grandeur assignée. Aïnsi, 
par exemple, pour déterminer un angle, on peut, en 
général, prendre pour inconnue sa tangente trigono- 
métrique; maisil faut excepter le cas particulier de Pangle 
droit. Les équations qui donneront la valeur de cette: 
tangente devront conduire à une expression qui croîtra 


A 
cafe 
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indéfiniment, à mesure que les données se rapprocheront 
de celles qui conduiraient pour solution à l'angle droit. 
Dans ce dernier cas, l’expression ne doit plus rien repré- 
senter, et apprendra par cela même que la question se 
rapporte à ce cas particulier. La forme qu’elle prendra, 
le plus ordinairement sera celle d’un nombre fini, di- 
visé par zéro. On dit alors que la valeur de l’inconnue 
est infinie, et que l'angle correspondant est droit; de 
sorte que la question proposée est possible, et sa solu- 
tion est déterminée. Mais si la quantité dont la valeur 
générale se présente dans un cas particulier sous la forme 
illusoire d’un nombre divisé par zéro, n’est pas une in- 
connue auxiliaire, mais bien celle que l’on voulait dé- 
terminer, il est clair que la question proposée était ab- 
surde. 


15. L'infini peut encore se présenter autrement que 
comme solution d'équations dans des cas particuliers; il 
peut se trouver dans les données mêmes de la question. 
On peut se proposer de trouver la limite du rapport, de 

+ la différence, ou de toute autre fonction de quantités 
dépendantes les unes des autres , et croissant sans limites. 
Dans ces divers cas, on dit quelquefois que cette li- 
mite est le rapport, ou la différence, ou la fonction 
quelconque de ces quantités infinies; mais il n'y aurait 
aucun sens à aitribuer à la comparaison des deux infinis, 
puisque, comme je l'ai déjà dit, l'infini ne signifie pas 
une grandeur, maïs l’absence de limites : ainsi, si l’on 
mène dans un plan des parallèles équidistantes, il est 

. absurde de dire que les espaces infinis renfermés entre les 
parallèles consécutives sont égaux. Mais si Pon cherche 
les rapports de ces espaces croissant indéfiniment, on 
peut bien se demander quelles sont leurs limites, et l’on 


2 
fn ] 
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trouve alors un résultat complétement indéterminé; car 
on peut faire croître indéfiniment les longueurs de deux 
de ces bandes en établissant entre elles une relation arbi- 
traire; et l’on ne trouverait le rapport de ces bandes 
infinies égal à l'unité que dans des cas très-particu- 
liers. | 

Ce mème langage vicieux est souvent employé quand 
on veut désigner les limites vers lesquelles tendent des 
grandeurs variables, lorsque certaines autres grandeurs, 
dont elles dépendent, croïssent sans limite. Ainsi, par 
exemple, le cercle est la limite vers laquelle tend un poly- 
gone régulier inscrit, dont le nombre de côtés croît indé- 
finiment; et, pour exprimer cette propriété , on dit quel- 
quefois que le cercle est un polygone régulier d’une infi- 
nité de côtés. On dit encore qu’une droite en rencontre 
une autre à l'infini, au lieu de dire qu’elle est la limite 
d’une droite qui rencontre l’autre à une distance qui 
augmente sans limite. 

Toutes ces manières de s’exprimer ont des inconvé- 
nients pour ceux dont les idées ne sont pas encore bien 
faites, et nous ne les emploierons jamais. 


Des nombres incommensurables. 


14. Lorsque nous avons donné la définition, non pas 
des rapports incommensurables, mais de l'égalité de 
rapports de quantités incommensurables entre elles, 
nous avons fait remarquer que ce n'était que par une 
extension donnée au mot nombre que l’on pouvait dire 
que ces quantités ont un rapport qui est un nombre. Il 
n’y avait donc pas lieu de dire qu'on pouvait approcher 
indéfiniment du rapport de deux quantités incommen- 
surables, au moyen de rapports commensurables, ni, 
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par suite, de regarder les nombres incommensurables 
comme limites des nombres commensurables et d'y 
appliquer les principes relatifs aux limites. 

Mais, après avoir fait l’extension du sens du mot 
nombre, et avoir défini avec précision l'égalité et l’iné- 
galité des nombres incommensurables, il est bon de 
remarquer que le rapport de deux quantités incommen- 
surables est la limite de nombres commensurables va- 
riables. En effet, nous avons vu qu'on pouvait approcher 
indéfiniment de la ‘première quantité, au moyen de 
quantités commensurables avec la seconde, plus grandes 
ou plus petites que la première, et différant entre elles 
d’une subdivision de la seconde. Les rapports de ces va- 
riables à cette seconde sont commensurables et croissent 
avec les variables. De plus , pour avoir le rapport incom- 
mensurable lui-même, il faudrait, d’après la définition 
de la somme des nombres, ajouter au rapport variable 
celui du reste, moindre qu'une subdivision de la seconde . 
quantité, à cette quantité constante tendant vers zéro. 
Ce dernier rapport, inférieur à celui d’une subdivision 
qui peut devenir moindre que toute quantité donnée, 
tend donc indéfiniment vers zéro. Donc, d’après le sens 
étendu donné à toutes les expressions, les nombres 
incommensurables sont limites de nombres commensu- 
rables, et tous les principes des limites y sont appli- 
cables. 


15. On peut arriver à l’idée des nombres incommen- 
surables, autrement qu’en comparant deux grandeurs qui 
n'ont pas de commune mesure, et par des considérations 
purement arithmétiques, comme, par exemple, celles des 
racines, des logarithmes, etc. Dans ces cas on trouve des 
nombres commensurables qui satisfont à des conditions 
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de plus en plus voisines des proposées, et qui, en prenant 
une unité de nature quelconque, représenteraient des 
quantités concrètes tendant vers des limites déterminées. 
On convient alors de dire que ces limites incommensu- 
rables avec l'unité, ont avec elle des rapports que l’on 
appellera nombres incommensurables et qui seront dits 
satisfaire aux conditions ou équations proposées. 

Arrivant ainsi à la considération du rapport de deux 
grandeurs qui n’ont pas de commune mesure, on aJjou- 
terait les différents développeménis que nous avons 
donnés précédemment. 


De l’équivalence. 


16. La notion de l’équivalence paraît si naturelle et 
si simple, que les géomètres ont rarement senti la néces- 
sité de la définir. Euclide ne fait aucune différence entre 
 l'équivalence et l'égalité, il se sert du même mot pour 
désigner l’une et l’autre; il dit égaux deux triangles de 
même base et de même hauteur. Mais aujourd’hui que 
l'égalité en géométrie se définit exclusivement par la 
coïncidence, il n’est plus permis de dire égales des figures 
qui ne peuvent coïncider ; et lorsqu'on les appelle équi- 
valentes, il faut dire sans équivoque ce qu’on entend par 
là, et qu'il n’y ait pas plus d’obscurité dans l’équivalence 
d’un cercle avec un carré que dans l'égalité de deux 
triangles. 

Quelques auteurs, voulant faire la distinction des 
deux égalités, ont appelé la seconde égalité en surface, 
mais ils n’ont donné aucun caractère précis pour la re- 
connaître. Ils l’ont admise pour les figures résuliant de 
la réunion ou de la soustraction de figures égales, ou pour 
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les mêmes parties aliquotes d'une mème figure condui- 
sant à des figures non superposables. Aïnsi, par exemple, 
où peut partager un parallélogramme en deux parties 
égales d'une infinité de manières, puisqu'il suflit de le 
couper par une ligne passant par le point de rencontre 
de ses diagonales. Toutes ces moitiés, de formes si di- 
verses, sont dites équivalentes. Mais tous ces cas simples 
seraient insufhsanis, et d’ailleurs auraient besoin d’être 
ramenés à un caractère commun qui servirait alors de 
définition à l’équivalence. Autrement, on pécherait 
contre le principe général que nous avons énoncé au 
commencement de cet ouvrage, et qui consiste en ce 
que l'application des nombres à l'étude des grandeurs 
de toute espèce exige préalablement une définition pré-. 
cise de légalité, c’est-à-dire des conditions sous les- 
quelles le rapport de deux grandeurs sera dit égal à 
l'unité. : 

Cela posé, nous dirons que “deux quantités géomé- 
triques sont équivalentes, lorsqu'elles seront composées 
de parties égales ou seront limites de quantités va- 
riables composées de parties respectivement égales. 


17. On peut remarquer que si l’on conçoit les parties 
correspondantes de ces quantités évaluées par rapport 
à une même unité, on trouvera de part et d'autre les 
mêmes nombres et les mêmes sommes de nombres, de 
sorte que les quantités équivalentes seront exprimées par 
les mêmes nombres ou par les limites de nombres égaux. 
Mais cette propriété ne doit pas être choisie pour servir 
de définition ; elle est immédiatement fondée sur la pré- 
cédente, d’après le sens que nous avons attaché à l’éga- 
lité et à l'addition des nombres. 

Les quantités équivalentes étant exprimées par des 
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nombres égaux, toutes les opérations de soustraction , de 
division, eic., faites sur des quantités équivalentes donne- 
ront les quantités exprimées par des nombres égaux , et, 
par conséquent, équivalentes. Par exemple, de quelque 
manière qu'on partage un parallélogramme en deux 
parties égales, toutes ces figures non superposables 
seront équivalentes. 


—— “ab © 2e Ene——— 


DES QUANTITES CONSIDÉREES COMME LIMITES, 00 


CHAPITRE IV. 


DES DIFFÉRENTES MANIÈRES DONT LES QUANTITÉS 
PEUVENT ÊTRE CONSIDÉRÉES COMME LIMITES 
| DE VARIABLES. 


18. Les grandeurs peuvent être considérées commé dé- 
pendant de limites de variables, de bien des manières dif- 
férentes. Les formes de leurs expressions peuvent être 
aussi diverses que celles des questions mêmes dont elles 
sont les solutions. 

Mais lorsqu'il s’agit seulement de ramener une quan- 
tité à d'autres plus faciles à traiter, et qu'on n’aperçoit pas 
immédiatement une quantité variable d’une espèce plus 
simple dont elle soit la limite, on emploie le plus ordi- 
nairement l’un des deux procédés suivants, qui ont été 
imaginés par les géomètres anciens et considérablement 
développés par les modernes. 

Ces deux procédés ont cela de commun qu'ils consis- 
tent l’un et l’autre à enlever successivement de la quan- 
tité proposée des quantités d’une espèce plus simple, en 

laissant un reste qui présente bien les mêmes difficultés 
que la quantité en question , mais qui diminue de plus en 
plus et a pour limite zéro. Par là on tend de plus en plus 
à épuiser la quantité, ce qui a fait donner à la méthode 
fondée sur ces procédés le nom de méthode d’exhaustion. 
Mais il y a deux manières très-différentes de procéder à 
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l'épuisement de la quantité. Dans l’une on enlève d'abord 
une certaine quantité déterminée, et l’on ne s'occupe 
plus que de ce qui reste; puis on enlève de ce reste une 
nouvelle quantité déterminée, et l’on obtient un nouveau 
reste sur lequel on agit de même; et ainsi de suite indé- 
finiment, de telle sortie que les restes puissent devenir 
moindres que toute quantité donnée :-de cette manière, 
la quantité est la limite d’une somme de quantités fixes 
dont le nombre augmente indéfiniment. 

On appelle série une suite de grandeurs déterminées 
dont le nombre est indéfini. En employant cette expres- 
sion, ce premier procédé revient donc à considérer une 
grandeur comme limite de la somme des termes d’une sé- 
rie. Le second procédé, dû à Archimède, consiste à consi- 
dérer dans la grandeur des parties d’espèce plussimple,non 
pas fixes comme dans le premier, mais décroissant cha- 
cune indéfiniment; ces parties variables ayant zéro pour 
limite sont ce que nous avons appelé des infiniment petits. 
Leur nombre augmente indéfiniment, et elles doivent être 
choisies de telle sorte que leur somme diffère de la gran- 
deur en question d’une quantité qui puisse devenir 
moindre que toute quantité donnée. De cette manière, 
les grandeurs sont considérées comme limites de sommes 
de quantités infiniment petites dont le nombre augmente 
indéfiniment. 

Les anciens ont connu ces deux procédés comme nous 
Vavons dit: nous en donnerons tout à l'heure quelques 
exemples. 


19. Les modernes ont fait entrer d’une autre manière 
encore les infiniment petits dans l’expression des va- 
riables dont les limites font connaitre les quantités cher- 
chées : ils ont considéré les rapports des infiniment 
petits entre eux. Lorsque deux quantités tendent vers 
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zéro en dépendant l’une de l’autre, leur rapport est une 
quantité déterminée qui tend en général vers une li- 
mite finie. Cette considération, inconnue aux anciens, 
est un des plus grands progrès que la science doive aux 
modernes. 

L'objet principal de cet ouvrage est de traiter des infi- 
niment petits sous ces deux points de vue. Nous aurons 
cependant l'occasion d'employer les séries dans l’évalua- 
üon des grandeurs, et d’ailleurs nous ne pouvons nous 
dispenser de dire quelques mots sur la manière dont elles 
ont été imtroduites par les anciens géomètres. 
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CHAPITRE V. 


DES GRANDEURS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES 
DE SÉRIES. 


20. Pyramides triangulaires. — Nous avons dit pré- 
cédemment qu'Euclide avait démontré qu'une pyramide 
triangulaire était limite d’une somme de prismes; nous 
allons faire connaître le mode de décomposition qu’il em- 
ploie, et qui conduit à une série. 

Soit la pyramide SABC (Jrg. 1) ; désignons sa base par b 
et sa hauteur par L. En joignantles milieux des arêtes, on 
forme deux prismes triangulaires équivalents DEFAHG, 
HEICEG , et deux pyramides triangulaires EHBLI, SDEF, 
égales entre elles, semblables à la première et ayant leurs 
arêtes deux fois moindres que les siennes. [’un des deux 
prismes a pour base le quart de ABC ou de b, et pour 
hauteur la moitié de 2. Il est plus grand que l’une des 
deux pyramides; car en joignant DH, DG, la pyramide 
DAHG serait égale à l’une d’elles et serait renfermée dans 
le prisme; d’où il suit que la somme des deux prismes, 
étant plus grande que les deux pyramides restantes, est 
supérieure à la moitié de la pyramide proposée. En dé- 
composant les deux pyramides de la même manière que 
la première, les prismes que l’on formera seront supé- 
rieurs à la moitié de ces pyramides, et il restera un 
nombre double de pyramides ayant leurs arêtes moitié 
moindres. 

En continuant ainsi indéfiniment, on obtient une 
somme de prismes en nombre indéfiniment croissant et 
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dont la somme peut différer aussi peu qu'on le voudra du 

volume de la pyramide. En eflet, après avoir enlevé les 

prismes de premier ordre, il reste moins de la moitié de 

la pyramide; après avoir enlevé de ce reste les prismes 

de second ordre, le reste est moindre que la moitié du 

premier et, par conséquent, que le quart de la pyramide. 

Le troisième reste, moindre que la moitié du second, 
sera moindre que le huitième de la pyramide , et ainsi de 

suite. Donc on peut arriver à un reste moindre que tout vo- 

lume désigné, puisque, en partageantnne quantité fixe en 

un nombre de parties qu'on double indéfiniment, on peut 

arriver à des parties moindres que toute grandeur don- 

née. La pyramide est donc la limite de la somme des 

prismes d'ordres successifs, obtenus comme nous l’avons 

indiqué. C'est ainsi qu'Euclide a démontré cette proposi- 
tion, et on en conclut, comme nous l'avons vu précédem- 

ment , que deux pyramides triangulaires de base équiva- 

lente et de même hauteur sont équivalentes. 


21. Mais nous allons en faire un autre usage et en dé- 
duire immédiatement le volume même de la pyramide. 
Nous remarquerons pour cela que la somme des prismes 


: bh l 
de premier ordre a pour mesure va puisque chacun des 
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deux à pour mesure —- Or les prismes d’un ordre quel- 


8 
conque sont en nombre double de ceux de l’ordre précé- 
dent ; mais leurs dimensions étant moitié moindres, leurs 
volumes seraient huit fois moindres; leur somme sera 
donc le quart de la précédente. 
Les termes de la série dont la limite est le volume de la 
pyramide seront donc 


bh oh bh 
(A 4° TANT? 
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et si l’on désigne par V, le volume de la somme des 
prismes jusqu'à un ordre quelconque #, on aura 


I I ii 
vis ph (ete DEN GPRIES 
E LT AL LE 
Les limites des deux nombres devant être égales, et la 


première étant le volume de Ja pyramide, ce dernier sera 
égal au produit de Dh par la limite de la somme des termes 


de la progression géométrique 


I L' I 
4 — Æ + Æ + L] LE] L3 

Cette série est la première qui ait été sommée, et elle 
l’a été par Archimède à l’occasion de l'aire de la para- 


bole. Sa limite est 3 d’où il suit que la mesure du volume 


: bh 
de la pyramide est 3" 

29. Aire du'segment parabolique.— Cherchons main- 
tenant l’aire d’un segment parabolique quelconque ASB. 

Soit SC (fig. 2) le diamètre des cordes parallèles à AB; 
C sera le milieu de AB, et la tangente en S sera parallèle 
à AB. Le triangle ASB, moitié du parallélogramme ABA'B' 
dont les côtés AA’, BB' sont parallèles à SC, et qui, par 
conséquent, renferme le segment ASB, sera plus grand 
que la moitié de ce segment. 

Faisons pour les deux segments dont les bases sont 
SA, SB, ce que nous venons de faire pour le premier; 
les triangles SDB, AD'S seront supérieurs aux moitiés de 
ces segments. Agissons de même pour les quatre segments 
restants dont les bases sont BD, DS, SD’, DA, et conti- 
nuons ainsi indéfiniment. Il est facile de voir que le pre- 
mier triangle ASB, plus les deux triangles de second 
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ordre, plus lés quatre de troisième ordre, plus les huit 
de quatrième, etc. , forment une somme dont la limite est 
le segment ASB. Car on prend d’abord plus de sa moitié, 
ensuite plus de la moitié du premier reste, plus de la 
moitié du second, et ainsi de suite indéfiniment. D'où 
l'on conclut, par les mêmes raisons que dans l'exemple 
précédent, que le segment est t la limite de la somme des 
triangles. 

Cette démonstration est due à Archimède; il a prouvé 
ensuite que la somme des triangles d’un ordre quelconque 
est le quart de la somme de ceux de l’ordre précédent. 
Soit, par exemple, le segment ASB; menons DI, EH 
parallèles à BC, E étant le milieu de SB. On aura 


Br EHE= 2 DL; 


d’où résulte, d’ après la propriété des ordonnées de la 


parabole, 
rs RE ; SG; et,.par suite, . IK — 7 CP À 
d'où. 


DK — - CB, 
4. 


Mais les triangles SCB, SDB, ayant même base SB, sont 
comme leurs hauteurs, ou comme les parallèles CB, DK; 
donc 


" SDB — : CSB. 


Â 


De même on aura 
I 4 
SD’A — Z SAC. 
Douc les deux triangles auxquels donne naissance un trian- 
gle ASB, d’un ordre précédent, forment une somme égale 
au quart de celui-ci; car ce que nous venons de dire de 
ASB peut se dire d'un triangle d’un ordre quelconque. 
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Il résulte de là que les sommes des triangles des 
différents ôrdres forment la progression géométrique 


suivante : 
ASB . ASB ASB 


4 AN 
C’est précisément à cette occasion qu Archimède a trouvé 
la formule de la somme des termes d’une progression. 
Nous n’achèverons pas la solution comme Archimède ; 
mais, d'après le principe des limites, nous nous borne-- 
rons à prendre la limite de la somme des termes de cette 


ASB, 


progression, et nous aurons ainsi la valeur exacte de la 
limite de la somme des triangles, c’est-à-dire la valeur 
du segment parabolique. Cette limite est 

2 

À se ou —AA/BB'. 

DUR 3 

On peut remarquer que les deux parties ASC, CSB du 

segment sont équivalentes; car elles sont les limites de 
sommes de triangles respectivement équivalents. Ainsi la 


surface SDBC est égale à + SCBB/- 


. 


23. Cercle considéré commie limite d’une série. — 
Euclide inscrit d’abord un carré dans le cercle, puis il 
joint les milieux des quatre arcs aux extrémités des côtés, 
et ajoute ainsi quatre triangles au carré, d'où résulte un 
octogone régulier inscrit. Il joint ensuite les milieux des 
nouveaux arcs aux extrémités des côtés de cet octogone, 
ce qui ajoute huit nouveaux triangles et donne le poly- 
gone régulier de seize côtés; et il continue ainsi indéfini- 
ment. Or il est facile de voir que la série dont les termes 
seraient les sommes successives des triangles de même 
ordre a pour limite l’aire du cercle. En effet, soient AB 
(fig. 3) un côté d’un polygone régulier quelconque, OM 
le milieu de l'arc sous-tendu et I le milieu du côté, Le 
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triangle AMB est plus grand que la moitié du segment 


-AMB; car il est moitié du rectangle AYATRE pour base AB 


et pour hauteur MT, et dont le segment n’est qu'une par- 
tie. Donc les triangles que l’on ajoute à un polygone ré- 
gulier inscrit, en dobblant le nombre de ses côtés, for- 
ment plus de la moitié de la différence de ce polygone au 
cercle. Si donc on part du carré inscrit, qui est plus 
grand. que la moitié du cercle même, puisqu'il est la moi- 
tié du carré circonscrit, il s’ensuit qu'en enlevant du 
cercle le carré et les divers ordres de triangles successifs, 
on prend d’abord plus de la moitié du cercle, ensuite plus 
de la moitié du reste, et ainsi de suite indéfiniment. C’est 
ainsi qu Euclide arrive à la conséquence que la somme 
des segments qui constituent la différence des polygones 
au cercle peut devenir moindre que toute quantité don- 
née; et que, par conséquent, en employant notre langage, 
le cerele est la limite de polygones réguliers inscrits dont 
le nombre des côtés augmente indéfiniment. 


24. On pourrait bien arriver à cette mème consé- 
quence en considérant immédiatement les polygones in- 
scrits sans s'occuper des triangles qui s’y ajoutent pour 
former le polygone suivant. On remarquera même que le 
premier procédé suppose que le nombre des côtés va tou- 
jours en se doublant; ce qui n'est pas nécessaire à l’exac- 


‘utude de la proposition. Mais il faudrait alors considérer 


en même temps des polygones circonscrits semblables, 
et prouver que la différence des aires de deux polygones 
semblables , l’un inscrit, l’autre circonscrit au cercle, 
peut devenir moindre que toute quantité donnée; et la 
différence du cercle à l’un ou l’autre de ces deux poly- 
gones étant moindre que cette mème quantité, il s’ensui- 
vrait que le cercle serait la limite des aires des polygones 


réguliers inscrits ou circonscrits dont le nombre des côtés 
F 3 
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augmente indéfiniment. Nous n’entrerons pas davantage 
dans ces détails qui n’offrent aucune difficulté. 


25. On voit que c’est aux anciens géomètres qu'on 
doit l’idée de considérer les grandeurs comme limites de 
séries ; soit pour calculer la grandeur cherchée, en dé- 
terminant la limite de la série, comme Archimède l’a fait, 
par exemple, pour l’aire de la parabole; soit simplement 
pour employer les termes plus simples de la série dans la 
comparaison de la grandeur avec une aütre, comme Eu- 
clide l’a fait pour deux pyramides triangulaires. Les mo- 
dernes sont allés beaucoup plus loin sans doute dans 
cette voie; mais il ne faut pas oublier que le premier pas 
était fait et, de plus, que c’est à Archimède qu’on doit les 
formules pour la sommation d’autres séries importantes 
que les progressions géométriques, savoir la suite des 
carrés des nombres naturels et celle des sinus d’arcs en 
progression par différence. 
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CHAPITRE VI. 


DES GRANDEURS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE 
SOMMES D’INFINIMENT PETITS. 


26. Une des conceptions les plus importantes dans la 
mesure des grandeurs, est celle par laquelle on les consi- 
dère comme limites de sommes de quantités d'espèce plus 
simple, qui tendent indéfiniment vers zéro, en mème 
temps que leur nombre augmente indéfiniment. Ces infi- 
niment petits sont susceptibles d’une grande indétermina- 
tion; ils ne sont assujettis qu’à la condition que la diffé- 
rence de leur somme à la quantité proposée ait pour 
limite zéro. Il reste donc beaucoup de latitude dans le 
choix de ces éléments, et l’on peut en profiter pour sim- 
plifier considérablement les calculs. 

Le principe fondamental sur lequel se fondent ces sim- 
plifications est le suivant : 

Taéorème. — La limite de la somme de quantités 
positives infiniment petites n'est pas changée, lorsqu'on 
remplace ces quantités par d’autres dont les rapports 
avec elles ont respectivement pour limite l'unité. 

Soient, en effet, les infiniment petits 


2 


Xi Us Ass ... ] Um s 


dont la somme tend vers une limite à mesure que leur 
nombre augmente indéfiniment. Soient d’autres infini- 


ment petits 


Bi B2, Bs»e..) Br » | 
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tels, que les rapports 
Ait ces Em 
FEAT 
aient tous pour limite l’unité. 

Or on sait que si l'on a une suite de fractions dont les 
dénominateurs soient positifs et les numérateurs de signes 
quelconques, la somme algébrique des numérateurs divisée 
par la somme des dénominateurs est intermédiaire entre 
les deux qui sont algébriquement la plus petite et la plus 
grande. 


La fraction 

Qt Et Re am. 

Bi Bibi PR | 
sera donc comprise entre la ee grande et la plus petite des 
précédentes . et tendra nécessairement aussi vers l'unité: 
d’où il résulte que les limites de son numérateur et de son 
dénominateur sont égales ; la somme 6,+f5,+f6,+...+8,, 
a donc la mème limite que a + a, +...+ 0, Ce qu'il 
fallait démontrer. | 

Si l’une de ces deux sommes était invariable, la limite 
de l’autre serait égale à la valeur constante de la première, 
puisque la limite de leur rapport est l’unité. 

Remarque. — Si le rapport de deux éléments corres- 
pondants quelconques des deux sommes, au lieu de ten- 
dre vers l'unité, tendait vers une même limite quel- 
conque /, le rapport des deux sommes serait compris 
entre pans rapports ayant / pour limite, et aurait, par 
conséquent, cette jnème limite. Donc les ea des deux 
sommes ont précisément L'pour rapport. 

On voit donc que la recherche des limites de sommes 
d’infiniment petits peut conduire à celle des limites des 
rapports, que nous aurons bientôt à considérer direc- 
tement. Cette dernière recherche est facilitée par un 
théorème analogue au précédent, et qu'il est bon d'établir 
dès à présent. 
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27, Deuxième rHéorÈme. — La limite du rapport de 

deux quantités infiniment petites n'est pas changée 

quand on remplace ces quantités par d’autres, qui ne 

leur sont pas égales, mais dont les rapports avec elles 
ont respectivement pour limites l'unité. 

Soient, en effet, « et 6 deux quantités infiniment pe- 


Au vf Ce. . ° œ 
ttes; æ’ et 6 d’autres quantités telles, que les limites de D 


Lu 
et de F soient égales à l’unité, et que, par suite, les limites 
a! p” 


des rapports inverses — ; mi soient aussi égales à l’unité; 
(e4 


on aura identiquement 


« C4 B' « 


. — + 


p PE 


Les limites de quantités égales étant égales, et la limite 


d’un produit étant le produit des limites, on tirera de 
cette identité, en désignant les. limites par labrévia- 


st a 
tion lim., et observant que lim. g 1e Eim.—= 1, 
[e À . 
, 
: œ ; œ 
BAR — lim. gr 


Ce qu’il fallait démontrer. 


28. On peut énoncer ces deux mêmes théorèmes d’une 
autre manière, au moyen de la proposition suivante : 

Lorsque la limite du rapport de deux quantités est 
l'unité, leur différence est infiniment petite par rapport 
à l'une quelconque des deux; c’est-à-dire que le rapport 
de cette différence à l’une quelconque de ces quantités a 
pour limite zéro. 

Et réciproquement : S£ la différence de deux quantités 
est infiniment petite par rapport à l'une d'elles, la limite 
de leur rapport est l'unité. 
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: . à LE 
Soient, en effet, « et x’ deux quantités quelconques et 
2 leur différence ; on aura | 
d 


PTE ARE 
æ—a+d, d'où LS SE: 
æ æ 


s 


. . 0 e. Lé 6) # 
Donc, si la limite de — est l'unité, celle de — est zéro, 
(s 4 œ 


et réciproquement. 
Si l’on avait divisé par & au lieu de &/, on aurait prouvé 
L 


Ô . e , . L pie 
que - a pour limite zéro; et d’ailleurs il est évident que d, 
& 


! 


étant la différence de « et «/, est contenue dans le plus 


grand une fois de plus que dans l’autre, et que, par consé- 
Q d L2 L1 
quent, les rapports = sont en même temps infiniment 


petits. 

On pourra donc énoncer le premier théorème de cette 
autre manière : 

La limite du rapport de deux infiniment petits n’est 
pas changée, quand on les remplace respectivement par 
d’autres qui en diffèrent respectivement de quantités 
infiniment petites par rapport à eux. 

Le grand avantage que l’on retire de ces théorèmes 
consiste en ce qu’ils permettent souvent de négliger, dans 
les quantités infiniment petites, la partie qui en rend la 
comparaison et le calcul difficiles. Il suffit toujours que 
cette partie soit infiniment petite relativement à la quan- 
tité elle-mème, et il n’en résulte aucune erreur dans les 
résultats où l’on n’a en vue que les limites des rapports 
ou des sommes de ces quantités infiniment petites. 


Divers ordres d’infiniment petits. 


29. Si l’on considère plusieurs infiniment petits dépen- 
dant les uns des autres, de telle sorte que, l’un étant déter- 
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miné, tous les autres le soient, et que l’on en prenne un 
en particulier pour y rapporter tous les autres, on appel- 
lera infiniment petits du premier ordre ceux dont les rap- 
portsavec celui-là auront des limites finies ; infiniment pe- 
tits du second ordre, ceux dont les rapports avec le même 
infiniment petit principal seront des infiniment petits du 
premier ordre; et en général infiniment petits de l’ordre 1, 
ceux dont les rapports avec l’infiniment petit principal se- 
ront des infiniment petits de l’ordre 7 — 1. 

Lorsque l’on veut exprimer seulement que le rapport 
d’un infiniment petit à un autre a pour limite zéro, on 
dit que le premier est infiniment petit par rapport au 
second. 

Cela posé, il est très-facile d'exprimer au moyen de 
l'infiniment petit principal, ceux de tous les ordres diffé- 
rents. En effet, désignons le premier par &, et par 6 un 
infiniment petit du premier ordre dont la limite du rap- 
port avec « soit K; on aura 


L 5 SEP d'où B—ux(K+o), 
æ 


«) tendant vers zéro en même temps que «. 
L'expression de tout infiniment petit du premier ordre 
sera donc de la forme 


+ 


a(K+o), 


u) étant infiniment petit, et K fini. 
Soit maintenant y un infiniment petit du second ordre , 


le rapport 7 devant être du premier ordre; on aura 
&. 
L'eT 
LE a (K +); 


et, par conséquent, la forme de tout infiniment peut du 
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sécond ordre sera 
L a (K+o). 


En continuant ainsi, il est facile de voir que a forme 
sénérale des infiniment petits de l’ordre 7 est 


"(K+o), 


K étant fini, et w infiniment petit. 

. Mais il y. a souvent lieu de considérer des infiniment 
petits dont le rapport avec une puissance fractionnaire 
de « a une limite finie; et l’on est convenu d’appeler 


infiniment petit de l’ordre © celui dont le rapport avec 


P 
af a une limite finie : la formule qui représentera les 
quantités de cet ordre sera donc 


P 
al (K + w). 
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CHAPTIRE VI. 


COMMENT LES AIRES DES COURBES PLANES PEUVENT 
ÊTRE CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE SOMMES 
D'INFINIMENT PETITS. 


30. Sommes de parallélogrammes infiniment petits. — 
Considérons une surface plane limitée par des arcs de 
courbes quelconques; divisons-la par un système de pa- 
rallèles dont les distances soient dans des rapports arbi- 
traires, mais tendent toutes vers zéro. La somme des aires 
comprises entre ces parallèles successives est toujours 
identique avec l’aire cherchée, et chacune de ces aires 
élémentaires offre la même difliculté que la proposée, 
puisqu'elle renferme des courbes dans son périmètre. 

Mais si à chacune de ces aires élémentaires on sup- 
prime ou l’on ajoute des parties infiniment petites par 
rapport à ces aires respectives, et qui fassent disparaître 
la partie courbe de leur périmètre, la limite de la somme 
de ces nouvelles aires plus simples sera l’aire cherchée, 
d'après le principe général. Le moyen le plus commode 
d'obtenir ce résultat consiste à mener par les extrémités 


. de chacune des cordes des parallèles à une mème direc- 


ton arbitraire, terminées à la corde suivante. Soient, 
en eflet, MN, M'N' deux parallèles consécutives quel- 
conques : en menant par les extrémités M’, N’{ fig. 4) des 
parallèles M'H, N'L à une direction tie à volonté, on 
retranche les parties N'VN, M'HM; en menant les RL 
lèles MH, NT par les extrémités M, N, on ajouterait, 
au contraire , les parties MHM, NN'T. Or deux de ces 
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quatre parties sont moindres que le parallélogramme 
NIN/T, et les deux autres moindres que le parallélo- 
gramme MHM'H'; ces deux parallélogrammes sont infi- 
niment petits par rapport au parallélogramme M'H'N'Y, 
qui est moindre que le segment de la courbe, car leurs 
rapports à M'H'N/T sont les mêmes que ceux de leurs 
bases MH, NT à la base H’T, et ces derniers tendent vers 
zéro , puisque les parallèles MN, M'N’ se rapprochant in- 
définiment, MH et N] tendent vers zéro, tandis que HT 
reste fini. Il suit de là que les rapports des parallélo- 
grammes HF, IV au segment de la courbe ont pour limite 
zéro ; il en est de même, à plus forte raison, des triangles 
formés par les arcs MM’, NN’, et, par conséquent, l'aire 
de la courbe est la limite de la somme des parallélo- 
grammes ayant pour bases les cordes parallèles, pour 
hauteurs leurs distances, et pouvant étre entièrement 
intérieurs, ou en partie extérieurs à cette aire. 

On peut mème remarquer qu’il n’est pas nécessaire que 
les sommets des parallélogrammes soient aux extrémités 
mêmes des cordes : il suflit qu’ils soient en des points infi- 
niment voisins de ces extrémités; il n’est même pas 
nécessaire que ces parallélogrammes soient contigus, 
pourvu que l'intervalle entre deux consécutifs soit infini- 
ment petit par rapport aux hauteurs infiniment petites 
de ces parallélogrammes, car cela revient à retrancher de 
chaque élément une partie infiniment petite par rapport 
à lui-même. Cette considération générale, dont l’exac- 
titude résulte du principe fondamental, s'applique à tout 
ce qui suit. | 

Pour abréger, nous représenterons une somme de 
termes ayant une même expression générale par le 


signe D suivi de cette expression. Ainsi, w désignant 


une corde quelconque et æ la distance de deux cordes 


DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES. 43 


consécutives , >> ua représentera la somme des aires des 


parallélogrammes variables, et lim. > ua représentera la 


limite de leur somme, ou l'aire de la courbe. 


31. Sommes de trapèzes infiniment petits. — Au lieu 
de supposer les lignes MH, M’, NI, N'T parallèles à 
une direction fixe, on pourrait les mener dans des direc- 
tions différentes les unes des autres, et variables d’une 
manière arbitraire d’une tranche à l’autre : il suffit qu’elles 
fassent toujours un angle fini avec les cordes. En effet, la 
figure NIN/I’ deviendra un trapèze dont les bases NT, 
NL seront infiniment petites, puisque les lignes N'T, NI 
font avec MN des angles finis, et que la hauteur du tra- 
pèze est infiniment petite ; la mesure de ce trapèze a donc 
un rapport infiniment petit avec celle du trapèze inté- 
rieur M'H'N''et, par conséquent, avec le segment même 
de la courbe. Il en serait de mème du trapèze MHM'H. 
_ Si donc, au lieu de ce segment, on prend un des trapèzes 
ayant pour base MN, M'N’, MF ou NH’, on ne fait qu’a- 
jouter ou retrancher à l'élément exact de l’aire cherchée, 
une quantité infiniment petite par rapport à cet élément, 
et la limite de la somme de ces trapèzes sera précisément 
égale à la somme des éléments exacts de cette aire ou à 
cette aire elle-même. | 

Le cas le plus simple est celui des trapèzes inscrits 
dans le segment : les côtés non parallèles sont alors les 
cordes MM”, NN’, Il peut aussi être quelquefois utile de 
faire concourir toutes les lignes MH, M'H/', NI, N'T' vers 
un même point; et c'est ce qua fait Archimède dans une 
de ses méthodes pour la quadrature de la parabole. 


32. Sommes de secteurs infiniment petits. — Il n’est 
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pas nécessaire de supposer parallèles les cordes qui divi- 
sent l’aire en éléments infiniment petits. On peut assu- 
jettir leurs directions à une loi quelconque, suivant les 
circonstances ; la seule condition nécessaire est de n’ajou- 
ter ou retrancher à chaque élément exact qu’une quantité 
infiniment petite par rapport à lui. 


Une des lois les plus simples est celle qui fait passer. 
toutes les cordes par un même point. Soient © ce point 


(fig. 5) et OM, OM deux sécantes faisant entre elles un 
angle infiniment petit; la somme des éléments OMM est 
identique avec l’aire cherchée, si le point O est dans son 
intérieur, et cette aire sera la limite de la somme des aires 
que l’on obtiendra en ajoutant ou retranchant à chacun 
de ces éléments une quantité infiniment petite par rap- 
© port à lui. 

Cette modification des éléments exacts, et qui a tou- 
jours pour objet de les simplifier, peut être faite de bien 
des manières différentes. On pourrait mener par M, M, 
des droites dans des directions déterminées, et substituer 
les triangles rectilignes à l’élément exact; on pourrait 
aussi, au lieu de lignes droites, mener des courbes arbi- 
traires ; mais ce qui est ordinairement le plus simple, c’est 
de décrire des arcs de cercle ayant O pour centre, et c’est 


ce qu'a fait Archimède dans sa quadrature de la spirale. 


Il est facile de voir, en effet, que le rapport des deux 
secteurs circulaires semblables ayant pour rayons OM, 
OM’, étant celui des carrés de ces lignes, a pour limite 
l’unité, et que, par conséquent, leur différence est infini- 
ment petite par rapport à ces secteurs. Or l’un de ces sec- 
teurs est compris entièrement dans l’élément OM'M, et 


celui-ci est compris entièrement dans l’autre secteur; car. 


on peut supposer l'angle O assez petit pour que les rayons 
vecteurs de la courbe croissent ou décroissent constam- 
ment de M en M’, Donc le rapport de chacun des deux 


ve ER 
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secteurs à l’élément exact de l’aire a aussi pour limite l’u- 
nité, et l’aire cherchée est la limite de la somme des . 
secteurs circulaires infiniment petits, intérieurs ou ex- 
térieurs. 

Si le point O n’était pas dans l’intérieur de l'aire pro- 
posée, celle-ci serait la différence de deux aires auxquelles 
ce point appartiendrait, et que l’on considérerait sépa- 
_ rément, comme on vient de le dire. On pourrait aussi 
prendre la différence de deux secteurs compris entre les 
mêmes rayons, et chercher la limite de la somme de ces 
différences. 

Au lieu de supposer que les cordes passent par un 
même point, on pourrait les mener tangentes à une 
courbe donnée; on pourrait les assujettir à d’autres lois 
encore : toutes ces généralisations n’offrent aucune diffi- 
_Culté quand on a bien saisi les principes précédents, et 
nous ne nous y arrêterons pas. 
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CHAPITRE VII. 


APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS 
A QUELQUES EXEMPLES. 


39. Aire du segment parabolique. — Cette question 
nous offrira des exemples de procédés très-divers qu’on 
peut employer dans la recherche des quadratures, et don- 
nera une idée de la variété des ressources que présente la 
méthode infinitésimale. 

PREMIÈRE SOLUTION. — En rapportant la parabole aù 
diamètre AB (jis.6) de la base CD du segment oblique 
donné, et à la tangente AY parallèle à cette base, les 
carrés des ordonnées sont proportionnels aux abscisses, 
et l'équation de la courbe est de la forme 


Y° = 2pz. 
Coupons la surface par des parallèles à AY; l’aire ADC 
pourra être considérée comme limite de la somme de pa- 
rallélogrammes intérieurs qui seront divisés en deux par- 
ties égales par le diamètre AB ; de sorte que les deux 
aires ABC, ABD, étant limites de sommes égales, sont 
équivalentes. Il suffit donc de calculer la moitié ABC. 

On connaîtra l’aire ABC si l’on connaît son rapport au 
complément AEC de cette aire au parallélogramme 
ABCE; et pour cela, nous comparerons deux parallélo- 
grammes correspondants PMHP’, QMKQ' des sommes 
qui ont pour limites ces deux aires. En désignant par x, y 
les coordonnées du point quelconque M, et par h et k les 
accroissements qu’elles subissent quand on passe de M à 
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M’, on aura 
PMHP'  y4 
QMKQ'  r# 


2 


et l’on à, par l'équation de la courbe, 


Me 2 PT, (y +k}=2p(x +), 
d'où | 
2Yk + k = 02 ph. 
On tre de là À, au moyen de k, et le rapport cherché 


h 1 
de devient 
xÀ 


2Y + À k 

Ce rapport tend donc vers la limite 2 lorsque k tend 
vers zéro. Les deux aires ACB, AEC sont donc les limites 
de sommes d'infiniment petits tels, que le rapport de deux 
correspondants quelconques tend vers la même limite 2 : 
donc, d’après les principes démontrés (n° 26), le rap- 
port des aires ACB, AEC est précisément 2. 

Ainsi l’aire ACB est les deux tiers du parallélogramme 


AECB ; et l'aire proposée ACD est les . de ce même pa- 


rallélogramme, ou du triangle rectiligne ACD, comme 
Archimède l’a démontré le premier. 

Deuxième sozuTion. — Il est facile de calculer di- 
rectement l’aire AEC, qui est la limite de la somme 
des parallélogrammes QMKQ' ou QHM’Q/, dont l’ex- 
pression générale est xk sin A, À désignant l'angle YAX. 
k désignant l’accroissement successif de y, il est néces- 
saire d'exprimer x au moyen de y; ce qui donnera 
pour expression d’un quelconque des parallélogrammes 
ee Or si l’on suppose dans ce cas-ci que les hau- 


teurs des parallélogrammes soient toutes égales, ee qui 
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était inutile dans la solution précédente, les valeurs suc- 


cessives de y seront 
K; ON, CORNE 
et l’on aura 


nk = AE, ou (r7+1)4— AE, 


suivant qu'on prendra les parallélogrammes QM' ou QK, 


ce qui est indifférent. 
Il s’agit donc de trouver la limite de la somme 


Æ5 sin A 
2p 


(1+2+3+...+7), 


lorsque 7 croît indéfiniment, et que À décroît en même 
q 9 q 
temps de telle sorte que l’on ait toujours 7k — AE. 

Or Archimède à donné pour la sommation des carrés 
des nombres naturels une formule qui, écrite avec les 
signes employés par les modernes, donne 


n(n+i1)(2n2+a1) 
1:29 


LÉ 97 2 SL NM == 


Il faut donc trouver la limite de l’expression suivante 
ksinA n(Rr+i1)(22 + 1) 
2.p 1.24 


ou 
AE(AE + 4 )(2AE + Æ)sin A 
22 00P 


9 


lorsque k tend vers zéro. Cette limite est évidemment 


ru 

AE . sinA AB.AEsinA 

OL ee 
2.3p 3 


—— 2? 


AE 
en observant que — — AB. 
2 P 


L’aire AEC est donc le tiers du parallélogramme ABCE; 
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et l'aire ABC en est les deux tiers, comme nous lavions 
trouvé par le premier procédé. 

Trorsième soLurion. — Cette solution aura l'avantage 
de donner un exemple d’un mode de décomposition irès- 
différent des précédents. Nous y considérerons une aire 
comme limite d’une somme d’aires infiniment petites dé- 
terminées par des droites tangentes à une même courbe. 

Soient ACC { fig: 7) le segment parabolique; AB le 
diamètre, CD la tangente en C, d’où résulte AD = AB; 
nous allons comparer les deux aires ACB, DAC. 

Nous considérerons ACB comme limite d’une somme 
de trapèzes inscrits PMM'P’, dont les côtés PP” situés 
sur AB tendent tous d'une manière quelconque vers zéro. 

Quant à l'aire DAC , nous mènerons en M et M les 
deux tangentes MT, M’T', d’où résulitera AT — AP, 
AT'— AP’, TT'— PP’, Si par le point de rencontre R 
de ces tangentes on mène une parallèle à AB, on aura le 
diamètre des cordes MM’ qui passera par conséquent par 
le milieu de MM'; de sorte que l’aire du triangle TRT” 
sera la moitié de celle du trapèze PP'MM'. Or il est fa- 
cile de reconnaître que l'aire DAC est la limite de la 
somme des triangles T''TR. En effet, cette aire est exac- 
tement la somme des aires comprises entre chacun des 
arcs MM, la tangente M’T”, la base T’T et la tangente 
TM, terminée en M. Mais chacune de ces aires diffère 
du triangle correspondant T'TR d’une quantité infini- 
ment petite par rapport à lui, lorsque PP’ tend vers zéro ; 
car cette différence est moindre que le triangle reculigne 
MRM' dont le rapport au triangle T’RT est celui des 
rectangles des côtés qui comprennent leurs angles en R, 
qui sont supplémentaires; rapport qui est évidemment 
infiniment petit. Donc l’aire DAC est la limite de la 
somme des triangles T'RT. 


Cela posé, les deux aires ACB, DAC étani limites de 


É 4 
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sommes d’infiniment peuts qui sont dans le rapport de 
2 : 1, seront elles-mêmes dans ce rapport. Donc AGB est 
les deux tiers du triangle DBC, ou du parallélogramme 
construit sur AB et BC; ce qui ramène aux résultats pré- 
cédemment obtenus. 


34. Généralisation du problème. — Au lieu de lé- 
quation particulière y? = 2px, prenons l’équation plus 
générale y" = px”, n et m étant des nombres entiers 
quelconques, positifs ou de signes contraires. Les courbes 
qu'elle représente seront paraboliques dans le premier 
cas; dans le second, elles seront des hyperboles ayant 
les axes de coordonnées pour asymptotes. 
1°. La courbe représentée par l’équation y” = px”, 
m et 2 étant positifs, passe par l'origine, et nous nous 
proposons de mesurer l’aire comprise entre un arc AM 
(fig. 8) et les coordonnées MB, AB de son extrémité M. 
Pour cela, nous chercherons le rapport des deux 
aires AMB, AMC; et, à cet eflet, nous comparerons 
deux parallélogrammes correspondants NP’, NQ', élé- 
ments infiniment petits des sommes dont les limites 
sont AMB, AMC. En désignant par x, y les coordon- 
nées de N, par 2, k leurs accroissements en passant de 
N en N'’, le rapport des deux parallélogrammes sera 


1 L] L2 L1 h L2 L 2 € 
— et sa limite sera = lim. a Pour obtenir la limite de 
6 2 C1 « + - 


es Le 
7 il faut exprimer que les deux points sont sur la 
courbe, ce qui donne 

= pe", (+ =p(z +)". 


Développant les puissances, et supprimant les premiers 
termes des deux membres qui se détruisent, il vient 


(RIT + B) — le( MPa" Æ a), 
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B représentant une somme de termes qui renferment # de- 
puis la première puissance jusqu’à la (7 — r)*"*, et « une 
somme de termes renfermant À depuis la première puis- 
sance jusqu à la (m2 — 1)". On tire de cette équation 
h ny" +6 
Â MPa Ti 
et, par coriséquent, 
L 4 n n—i 
lim. LE Eee > RU ie 
RPM PRET 


La limite du rapport des deux parallélogrammes est 
donc | 


nr n 


UNE 


O 
mpx" m 
° . 2 
Donc aussi le rapport des deux aires AMB, AMC est ci 


l'aire cherchée AMB est donc au parallélogramme ABMC 


n ab sinA .., 
dans le rapport ———; et sa valeur est ————; si l’on 
3: m+n m+n 


désigne par a, b les coordonnées de M et par A l'angle 
des axes. Si l’aire, au lieu d’être prise à partir de l’ori- 
gine, l'était entre deux ordonnées correspondantes aux 


abscisses a , a’; elle aurait évidemment pour expression 
72 : 
——— (a'b'— ab)sin A. 
m+n | 


2°, Si. les deux exposants sont de signes contraires , on 
peut mettre l’équation sous la forme 


J'2" = P; 


en supposant m1 el 7 positifs. 
Les deux parallélogrammes MP’, MQ' (fig. 9), élé- 


menis correspondants des sommes qui ont pour limites 
d À la 

les aires NN’/BB’/. NN'CC': ont pour rapport — Het 
? f xx 
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k étant de signes contraires-et satisfaisant à rédhiist 


(y + A} (x +4} = p 
ou 


Lo + (2 8) A] [an + (mai + à) À] = p, 


B représentant un ensemble de termes renfermant Æ à la 
première puissance ou à des puissances supérieures; et «& 
un ensemble de termes renfermant 2 à un degré égal ou 
supérieur à l'unité. 

Effectuant le produit et supprimant les termes y” x" 
et p qui se détruisent , il vient 


Cry + B) ka + (man + à) hy 
+ (ny + B) (mat + à)kh = 0. 


Divisant par À et prenant les limites, on trouve 


MR ro 
ny" ta" + mani y lim. 
d'où 
7 nzx 
lim. - — — . 
k my. 


Le rapport des deux rectangles MP”, MQ' a donc pour 


TR (2 fs . 
limite —) €t, par conséquent, le rapport des aires NN’BB', 


NN'CC' est =. 
m 


Il est facile d’avoir une seconde relation entre ces 
deux aires. 

En effet, la première, ajoutée au parallélogramme AN, 
forme la même figure que la seconde ajoutée au parallé- 
Drame AN’; donc la différence de ces aires est égale 

à la dfeibnte de ces deux para où à 
art — ab) sin À, si l’on désigne par &, b et a/, bles 
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coordonnées des extrémités N, N’. On trouvera ainsi 


7 


NN’BB' — 


Eee (ab! — ab) sin A. 

39. Exemple d’une loi particulière pour les bases 
des parallélogrammes élémentaires. — Comme les bases 
infiniment petites des parallélogrammes ne sont assu- 
jetties à aucune loi nécessaire, on choisit celle qui . 
semble devoir donner les calculs les plus simples. 

Dans un des exemples précédents , nous avons supposé 
ces bases égales; dans d’autres, nous n’avons eu besoin 
de supposer aucune dépendance entre elles. Nous allons 
donner des exemples où la sommation devient très-facile 
quand on suppose que les abscisses des points de division 
sont en progression géométrique et que, par suite, leurs 
différences, ou les bases des parallélogrammes, forment 
une progression ayant la même raison. Ce procédé est 
dü à Fermat, 

Soit l’équation 

Y = pa”; 
dans daquelle nous supposerons m quelconque, positif 
ou négatif; ce qui renferme les paraboles et hyperboles 
que nous venons de considérer, Cherchons l'aire com- 
prise entre un arc quelconque MM { fig. 10) de la courbe, 
les deux ordonnées extrêmes MP , M’P' et l’axe des x; 
et, pour plus de simplicité, supposons les axes rectan- 
gulaires. Soient a, b les coordonnées de M; a', b' celles 
de M’. Partageons PP’ en n parties tendant vers zéro, 
et telles, que les abscisses de tous les points de division 
forment une progression géométrique 

MBA Tag ERA, 

on aura 

RQ: 
de sorte que z étant déterminé, g s’ensuivra, et g ten- 
dra vers l'unité lorsque 7 croîtra indéfiniment ; de sorte 
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que la distance de deux points consécutifs tendra vers 
zéro. L'expression générale de cette distance sera 


ag't'— ag" où a(g —1)g". 


Elles formeront donc une progression géométrique ayant 
pour premier terme a (q —1) et pour raison q. 

= Or ces distances doivent être multipliées par les or- 
données successives qui seront aussi en progression géo- 
métrique, puisqu'elles ont pour expression générale px”, 
et que les valeurs de x que l’on considère sont en pro- 
gression géométrique. Les rectangles élémentaires auront 
donc pour mesure le produit des termies correspondants 
de deux progressions, et formeront, par conséquent, 
une nouvelle progression. On pourra donc avoir l’ex- 
pression de la somme de ces rectangles, et il ne s'agira 
plus que de calculer la limite de cette expression. 

_ La base du rectangle dont la première abscisse est ag’ 
sera a (q —1)q", sa hauteur pa”q"” et sa surface 
pa"*+1(q —:1) g("+1r, La somme de ces rectangles sera 


narrr (q —1) [te _. gs .n goes A A 7e GET 


ou, en sommant cette progression géométrique dont la 


> 1 
raison est q”"*!, 
[y rELs 1| 


m4 1 LE 
pa (q 1) gr =: 
ou, à cause de ag” = a’, 
p (ami art) 7 Ar . 
4 F gui ES 1 


il ne reste donc plus qu’à trouver la limite du rapport 
q —1 
CE OL 
aucune difficulté. Nous distinguerons deux cas, suivant 

que mm + 1 sera positif ou négatif, 
1°. Soit d’abord mn +1 positif et représenté par le 


» lorsque q tend vers l’unité; ce qui n'offre 


. r + r) L 
rapport de deux entiers quelconques — il s’agit de 
: S$ 
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4% q —1 | 
trouver la limite de » Quand q tend vers 1, ou, 


ge 
I 
| e E— 1 : 
en posant g —1t, celle de NT RE quand t tend lui- 
même vers l'unité. Remplaçant t par 1 + &, à tendra 


vers zéro , et le rapport précédent devient 


s(s—1) 
SAR ——— + ,,., + af 


nr 1 Un 
Dal, ce 
1712 


 Divisant par « les deux termes, et faisant « — 0, 
on aura la limite de la fraction, qui sera 


L 
— ou . 
r nm + I 


Donc l’aire cherchée sera 


P DAT sis arr.) 


a" b' — ab 
OÙ ui er 
sè HI 


D +1 


L] . 7: . 
2°, Soit maintenant mn +1 — — —; il faudra trouver 


la limite de Po 


Het 
J 


Or g° a pour limite 1, et, d’après le calcul précé- 


he SAT ( 
dent, le second facteur a pour limite - ou — 


m +1 4 
La limite de la fraction en question est donc 


et l’aire aura encore pour expression 


p (a! = amx) a lab 


QU et 
nm +I nm +1 
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Remarque. — L'aire dont nous venons de trouver 
l'expression étant la limite de la somme des rectangles 
ayant pour mesure yh ou px"h, h désignant la diffé- 
rence infiniment petite de deux valeurs successives de x, 
suivant une loi arbitraire, il s’ensuit que la limite de la 
somme 2x” h, lorsque x passe de la valeur a à la va- 
leur a’ par. degrés infiniment petits quelconques À, a pour 
valeur, quel que soit nr, 

Pr Lee 5 anti 
Fm TN 

Si l’on fait a — o et que m +1 soit positif, cette 

expression se réduit à 


té 
a m+i 


Mm+EI 


36. Cette formule s'applique à toutes les valeurs posi- 
üves ou négatives de m, excepté la valeur particulière 


Re O0 +. 
— 1, qui lui donnerait la forme < Mais il est facile de 


trouver la formule qui correspond à ce cas, en cherchant 


[m+1 m+i 
SE k a a 
la limite vers laquelle tend l’expression er 7 
m 


lorsque l’on fait tendre m vers — 1. 

Divisant par a”*!, dont la limite est l'unité, et rem- 
plaçant m +1 par u, il s’agit de trouver la limite de 
l'expression 


quand u tend vers zéro. 


LA 


a u S : 
Posons | — | —r+4x, tiendra vers zéro, et | expres- 
a 


p LMP x œ Ve 
sion précédente devient -, dont on éliminera u au moyen 
U . 


de l’équation qu’on vieni de poser, en introduisant la 
nouvelle variable #. On en tire, en prenant les loga- 


= 
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rithmes, 
! 


wlog= = log(1 +2), OUT HU PTE, au 
log — — 
a! 
+ a log — 
et il reste à trouver la limite de © ou celle de 


log(1 + x) 


=_——— qui peut se mettre sous la forme 
re + a) 


I I 


ou eee 
I 


10 I œ 
œ 8 | log(1+ x)” 
Mais on à vu dans l’_{/gèbre (voir Note 1°) que lorsque « 
} 
tend vers zéro, suivant une loi quelconque, (1+ «)* tend 
vers une limite déterminée, que l’on désigne ordinaire- 
ment par la letire e, et qui n’est autre chose que la base 


du système de Néper, dont la valeur incommensurable est 


LA NIO20102S:. 


AL\t L | 210 
a 6 


La limite de est donc » et l'expression 
7 loge 
ami 2 qm+i L 
— à pour limite 
Lio rai P 
a! 
lo— 
p log— 
loge 


Telle est l'expression de l’aire comprise entre deux 
ordonnées de la courbe dont l équation est. 
XY — = P ; 

et qui nest autre que l’hyperbole du second'dégré rap- 
portée à ses asymptotes. 

Elle est équilatère , ‘puisque nous avons supposé lés 
- axes rectangulaires; mais il aurait suffi d'introduire le 
facteur sin À pour avoir le cas général. 


91. Aire de la cycloide. — On appelle cycloïde Î 
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courbe engendrée par un point d’un cercle qui roule sur 
une droite donnée. Soient TMU (| fig. 11) une position 
quelconque du cercle qui roule sur la droite AB; M le 
point qui décrit la courbe; À la position où le point M 
est sur la droite fixe; l’arc MT sera égal à AT, d’après le 
sens qu'on attache au roulement. Si B est la position où 
M revient sur la droite fixe, on aura AB = 27Ta, a étant 
le rayon du cercle décrivant, et quand le point de con- 
tact T vient au milieu C de AB, le point M se trouve à 
l'extrémité D du diamètre CD perpendiculaire à AB. Ce 
point D est le sommet de la cycloïde, et CD en est l'axe. 

Cela posé, on demande la mesure de l’aire ABD com- 
prise entre la courbe entière et sa base. 

. Cette question sera résolue si l’on détermine le complé- 
ment de cette aire au rectangle ABA'B' qui est égal à 4ta?, 
ou à quatre fois l’aire du cercle générateur. C'est ce 
complément que nous allons chercher, et nous le regar- 
derons comme limite de la somme des rectangles compris 
entre les perpendiculaires successives abaissées des points 
de la courbe sur A’B7/. 

Soient M , M’ deux points infiniment voisins pris sur 
la cycloïde; MK, M'K' perpendiculaires à AB; MR, 
M'R' des parallèles à AB qui rencontrent en N, N’le 
cercle décrit sur CDcomme diamètre. Comparons les deux 
rectangles MK’, NR'; leur rapport est 


MK.MH QU MH 
NR.M'H MQ M'H° 


LE : : U Ne 
et sa limite. est égale au produit de ne par la limite du 


MH pan 
rapport n° Or nous allons montrer que cette dernière 


MQ 


est précisément TQ”’ d’où résultera que la limite du rap- 


port des deux rectangles MK’, NR' est l'unité; ce qui ra- 
mènera l'aire cherchée à celle du cercle CD, 
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En effet, le cercle mobile viendra dans la position qui 
amène le point M dans une position quelconque, en le 
faisant d’abord tourner autour de son centre immobile, 
ce qui amènera d’abord M en une position T; puis trans- 
portant le système parallèlement à AB, d’une quantité égale 
. à l’arc MI, ce qui amènera le point de contact T en T”, 
et le point décrivant en M’, en prenant TT'—MI — IM/, 
et l’on sait que cet arc MI diffère de sa corde d’une quan- 
tité infiniment petite par rapport à lui-même, puisqu'on 
a démontré dans la Trigonométrie que le rapport d’un arc 
infiniment petit à sa corde, ou à son sinus, ou à sa tan- 
gente, a pour limite l'unité. 

En nommant & l’angle de la corde MI avec MH, on 


aura 
MH = corde MI.cosa + MI, 


M'H— corde MI.sin & ; 


donc | 
MH __ cosa MI 
M'H sin corde MI.sinx 
Ar S { MI $ 
Passant aux limites, et observant que nr © pour h=- 


mite 1, et que l'angle « a pour limite l’angle M que 
fait MH avec la tangente au cercle en M, on aura 


MH  cosM I 1+ cosM I 
a  usnmoemec 0 M 
MQ 
— tang QUM — UQ” 
comme nous l’avions annoncé. 

Ainsi l'aire A A’Dsera égale à celle du demi-cerele CND, 
puisqu'elles sont les limites de sommes de rectangles tels, 
que la limite du rapport de deux correspondants quelcon- 
ques est l'unité. La somme des deux aires AA’D , DBB'est 
donc égale à celle du cercle générateur, et, par consé- 
quent, l’aire ADB est égale à trois fois celle de ce même 
cercle. 

Si l'on ne voulait mesurer qu'une portion de l'aire 
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AA'D, on voit qu'elle serait équivalente à la portion Cor- 
respondante du demi-cerele CD. | | 

38. Descartes a donné plusieurs démonstrations très- 
élégantes de cette proposition. Nous nous bornerons à 
en rapporter une. 

Soient C (jig. 12) le milieu de la base de la cycloïde, 
À une de ses extrémités, CD le diamètre du cercle géné- 
rateur, O son centre; le triangle ADC sera équivalent au 
cercle générateur. Pour évaluer le segment ASD, soient 
deux points quelconques T, T’équidistants de À et C; 
M, M les points de la courbe correspondants aux points 
de contact T, T’ du cercle générateur avec la base, on 
aura, d'après l’égalité des arcs de cercle MT, M'T,, 

ET = HT = DPI 
donc | | 
MI+MI=MH+MH=NN. 

La somme des deux cordes MI, M’T du segment ASD, 
équidistantes de la parallèle LOL, à la base, étant égale à 
la corde NN’, il s’ensuit que, si l’on partage AC en parties 
infiniment petites par des couples de points dans les 
mêmes conditions que T, T”, le segment ASD pourra être 
considéré comme limite de la somme de rectangles ayant 
pour bases les différentes cordes telles que ME, MF, et 
pour hauteur les distances de deux consécutives, et la 
somme de deux rectangles quelconques équidistants de la 
droite LL’ sera égale au rectangle du cercle O, compris 
entre NN’ et la corde infiniment voisine correspondante 
à celle qui suit MI. Or la somme de ces derniers rec- 
tangles a pour limite le demi-cercle LCL; donc le seg- 
ment ASD est équivalent au demi-cercle générateur, et 
l'aire de la demi-cycloïde vaut une fois et demie celle de 
ce cercle. Donc l’aire de la cycloïde est triple de celle du 
cercle générateur. 


"se CO c—— 
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CHAPITRE IX. 


COMMENT LES VOLUMES DES CORPS PEUVENT ÊTRE 
CONSIDÉRÉS COMME LIMITES DE SOMMES 
D'INFINIMENT PETITS. 


39. Soldes de révolution. — Supposons une surface 
plane quelconque tournant autour d’un axe AX (fig. 13) 
situé dans son plan, et proposons-nous de calculer la 
portion du volume engendré, qui sera comprise entre 
deux plans quelconques perpendiculaires à AX. Ces plans 
peuvent être considérés comme engendrés par des ordon- 
nées MP , NO; les deux surfaces courbes qui terminent 
le volume à mesurer sont engendrées par des arcs de 
courbes données MN, M'N’, et ce volume est la différence 
de deux autres engendrés respectivement par les quadri- 
latères MNPQ, M'N'PQ. Bornons-nous donc au calcul 
d’un quelconque de ces derniers, par exemple celui qu’en- 
gendre MNPQ. 

Décomposons ce volume au moyen d’une suite de plans 
perpendiculaires à l’axe, infiniment voisins les uns des 
autres ; et substituons à ces éléments, dont la somme est 
constamment égale à ce volume même, d’autres éléments 
d’une espèce plus simple et tels, que le rapport de chacun 
d'eux à son correspondant ait pour limite l’unité. La li- 
mice de la somme de ces nouveaux éléments indéfiniment 
décroissants sera, d’après le principe fondamental , la va- 
leur exacte du volume à mesurer. Soient R, R’ deux points 
quelconques de MN, correspondants à deux plans sécants 
consécutifs, S, S’ leurs projections sur AX ; on peut sup- 
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poser SS’ assez petit pour que les ordonnées varient dans 
un mème sens, en passant de R à R’; d’où il suit que les 
deux rectangles RSS'T et R’S'ST/ engendreront autour de 
AX des cylindres dont l’un sera plus petit et l’autre plus 
grand que la partie du solide proposé, comprise entre les 
deux plans sécants. Or le rapport de ces deux cylindres 
de même hauteur est égal à celui de leurs bases ou des 
carrés de leurs rayons RS, R’S'; et à. mesure que S' se 
rapproche de S, le rapport des ordonnées RS, R'S' se. 
rapproche de l'unité, ainsi que celui de leurs carrés. Donc 
la limite du rapport des deux cylindres est l'unité; et il 
en est de même à plus forte raison pour le rapport d’un 
quelconque de ces cylindres au volume intermédiaire qui 
est l'élément exact du volume cherché. 

Donc le volume engendré par MNPQ est la limite 
d’une somme de cylindres ayant pour hauteurs les parties 
infiniment petites dans lesquelles on décompose PQ, et 
pour rayons de leurs bases, les ordonnées de MN corres- 
pondantes aux points de division de PQ. 

Ces cylindres pourront être pris tantôt intérieurs, tan- 
tôt en partie extérieurs, sans que la limite de la somme 
soit changée, puisqu'ils satisfont toujours à la condition 
unique qu'ils doivent remplir. 

Si l'aire génératrice n'est pas terminée à l'axe AX, 
mais à une seconde courbe M'N’, le volume engendré sera 
la différence de deux autres qui rentrent dans le pre- 
_mier cas. On pourra aussi le considérer comme la limite 
de la différence des deux sommes de cylindres, ou de la, 
somme des différences des cylindres élémentaires corres- 
pondants. Cette proposition générale s'exprime par là for- 
mule suivante dans laquelle V désigne le volume, et Y, y 
les ordonnées des deux courbes pour une même abscisse x, 


V— 7x lim. DO 7)4. 
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40. Sotides terminés par des surfaces quelconques. — 
On concevra encore un système de plans parallèles, à des 
distances infiniment petites les unes des autres, et tels, que 
le solide entier que l’on veut mesurer soit compris entre 
le premier et le dernier; puis on cherchera à substituer 
à la partie comprise entre deux plans consécutifs quel- 
conques un solide d’espèce plus simple et qui n’en dif- 
fère que d’une quantité infiniment petite par rapport à 
elle. Or, s’il arrive qu en menant par tous les points du 
contour d’une des deux sections, des parallèles à une 
même direction jusqu'au plan de l'autre, la projection 
ainsi effectuée de la première courbe soit tout entière 
comprise dans la seconde, le cylindre ainsi formé sera 
tout entier compris dans la tranche du solide située entre 
les deux plans. Au contraire, le cylindre formé par des 
parallèles à la même direction menée du contour de la 
seconde section au premier plan, renfermera entièrement 
cette même tranche. Mais le rapport des deux cylindres 
de même hauteur est égal à celui de leurs bases, lequel 
tend indéfiniment vers l’unité # mesure que la distance 
des deux plans tend vers zéro. Donc le rapport des deux 
cylindres, et, par suite, de la tranche du solide à l’un 
quelconque d'entre eux, a pour limite l’unité, ou, en 
d’autres termes, chacun de ces cylindres diffère de l’élé- 
ment exact du solide, d’une quantité infiniment petite 
par rapport à cet élément. Donc enfin le volume proposé 
est limite d’une somme de cylindres ayant pour bases les 
sections du solide par des plans parallèles infiniment voi- 
sins, et pour hauteurs les distances de ces plans. 

Ce premier cas est celui de tous les corps auxquels 
Archimède a appliqué ce procédé dont on lui est rede- 
vable. 


Al. Mais il peut arriver que les parallèles menées par 
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les points d’une des sections ne soient pas toutes inté- 
rieures ou toutes extérieures à la tranche du solide, et 
alors le raisonnement précédent ne suflirait pas. Dans ce 
cas, on concevra un second système de plans parallèles à 
une seconde direction, qui décomposeront une quelcon- 
que des premières tranches en solides infiniment petits 
dans deux sens, comprises entre quatre.plans parallèles 
deux à deux et infiniment voisins. Jusqu'ici on n’a pas 
altéré les éléments du solide ; mais ces filets infiniment 
étroits sont encore terminés à la surface du solide et ne 
seraient pas plus faciles à évaluer que ce solide entier. 
Or, en en retranchant ou en y ajoutant des parties infi- 
niment petites par rapport à eux-mêmes, on peut les ré- 
duire à des parallélipipèdes. Il suffit pour cela de mener 
des plans parallèles à une troisième direction, et passant 
par les extrémités d’une des cordes ou par des points qui 
en soient infiniment voisins. On aura aïnsi des paralléli- 
pipèdes, l’un plus petit, l’autre plus grand que le filet 
du solide, et dont le rapport tendra indéfiniment vers 
l’unité. On pourra dont substituer à ce filet Pun ou 
l’autre, ou tout autre parallélipipède dont l’arête finie 
différerait infiniment peu des leurs; par exemple, et c’est 
ce qui sera le plus simple, on pourra prendre pour arêtes 
les cordes mêmes de la section du solide par les premiers 
plans. Aïnsi le rapport de chacun de ces parallélipipèdes 
au filet correspondant, étant aussi près de l'unité qu'on le 
voudra, il en sera de même du rapport de leur somme 
à la tranche du solide. Or ces parallélipipèdes sont dans 
les mêmes conditions, relativement à la tranche du cy- 
lindre qui aurait pour base la même section du solide, et 
ses arêtes dans une direction arbitraire; et, par consé- 
quent, le rapport de cette tranche à celle du solide a pour 
limite l'unité. On peut donc énoncer dans tous les cas 
cette proposition : 
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Tout solide peut étre considéré comme la limite de la 
somme de cylindres ayant pour bases les sections par 
des plans parallèles infiniment voisins, et poær hauteurs 
les distances successives de ces plans. 

Ce mode de décomposition est surtout employé lorsque 
Péquation de la surface est donnée en coordonnées recti- 
lignes ; alors les directions que l’on choisit pour les plans 
sécants sont celles des plans coordonnés. 

Lorsque l’on a trouvé l'expression de l’aire de la sec- 
tion du corps par un plan quelconque, parallèle par 
exemple au plan des y et z, le produit de cette aire par 
la distance au plan infiniment voisin est la mesure du 
parallélogramme dont un côté serait exprimé par le 
même nombre que l'aire, et serait à une distance du côté 
parallèle égale à celle des deux plans; d’où l’on voit que 
la mesure du volume est ramenée à celle de l’aire d’une 
courbe dont l’ordonnée serait exprimée par la fonction 
de x qui représente l'aire de la section du corps. : 

Si la surface était donnée par une équation entre des 
coordonnées polaires, le mode de décomposition seraït 
différent. Nous aurons occasion de nous en occuper plus 
tard, et nous nous bornons ici à cette simple indication. 

Les éléments que nous avons considérés ne sont infini- 
ment petits que dans un seul sens, ou deux au plus. 
Dans un grand nombre de questions qui ne sont pas pu- 
rement géométriques , il est nécessaire de décomposer les 
volumes en éléments infiniment petits dans tous les sens. 
Dans ce cas, on décomposera les filets infiniment petits 
dont il a été question ci-dessus, par une série de plans 
infiniment voisins et parallèles au troisième plan coor- 
donné. 
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CHAPTTRE X. 


APPLICATION A LA MESURE DE QUELQUES VOLUMES. 


Solides de révolution. 


42. Paraboloïde de révolution. — Une parabole tour- 
nant autour de son axe AX (fig. 14), on demande le vo- 
: lume engendré par l’aire comprise entre un arc quelcon- 
que AB, l’ordonnée BC et l'axe AC. 

Soient a, b les coordonnées de B, et y? = 2px l'é- 
quation de la parabole; partageons AC en un nombre »# 
indéfiniment croissant de parties égales «. Le volume cher- 
ché sera la limite d’une somme de cylindres ayant pour 
hauteur à, et pour bases les cercles ayant pour rayons 
les différentes ordonnées MP de la parabole menées par 
tous les points de division de AC. L'expression générale 
du volume d’un de ces cylindres est ry°« ou 27pra; 


ape æ° $ 
leur somme 2p2xa a pour limite 2pT = ou pra?.(Voir 


n° 99.) 

On peut donc dire que ce volume est égal à celui d’un 
cylindre qui aurait pour base le cercle dont le rayon est 
AC, et pour hauteur le demi-paramètre. On peut encore 
donner une autre forme à l’expression précédente, en y 


“ b? 1 rb'a 
remplaçant pa par son égal Se elle devient > et est 


égale à la moitié de la mesure du cylindre qui au- 
rait BC pour base et AC pour hauteur, ou à trois fois la 
moitié du cône qui aurait même base et même hauteur. 


C'est sous cette dernière forme qu’A rchimède a présenté . 


cette proposi tion. 


_ 
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42. Segment d’ellipse tournant autour de sa corde. 
— Soient une ellipse ayant pour équation 


2 à Le b°? x° — «a? Œ, 


D'D (fig. 15) une corde parallèle à l'axe B’B, 2/7 sa lon- 
gueur, d sa distance AE au centre, et A l’aire du segment 
DCD' qui tourne autour de sa corde fixe DD’ ; proposons- 
nous de mesurer le volume engendré V. Nous Îe consi- 
dérerons comme limite de la somme des cylindres qui 
auraient pour hauteurs les subdivisions infiniment pe- 
tites égales de DD, et pour bases les cercles ayant pour 
hauteurs les perpendiculaires MQ abaissées sur DD’ par 
les différents points de l'arc D D’, qui correspondent aux 
points de division de DD’. Soïent 7 le nombre des points 
de division de DE et & leur distance; la mesure d’un 
quelconque des cylindres infiniment petits sera 


xm(y—d}a on r(y’— 2dy + d'}u, 
et leur somme peut se décomposer comme il suit, 
rnE(y?+ d'}u — 2rd3Ya, 


LE 
ou, remplaçant y* par b——, 


LLALARISE ET ’ 
mr Da'a —2rc 2Y x}. 


x (b?+ d') £a — 
Or 
2 Ut me y = À: 


et, d’après la remarque du n° 35, 


’ 


him. >æx? , 
im, ZT —: 
3 
On aura donc 
, 2rb?P 
V — 2rtl(b? + d?)\ — TE, TERRE LA 
\ “ à ) Es 3 «4? 


QT 
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On aurait le volume de l’ellipsoïde tout entier en fai- 


sant d—0o, l[— a, et l’on trouverait ainsi : . 
VE À rab'; 
et ss b—a;ona Àka pour la mesure du volume de la 


sphère dont le rayon est a. 


44. Volume du tore.— On appelle tore le solide en- 
gendré par un cercle qui tourne autour d’une droite ex- 
térieure, située dans son plan. 

Soïent O (fig. 16) le centre du cercle générateur, R son 
rayon , AO — a; l’équation du cercle sera 


j'+(z—af=Rk, 
et le volume est la limite de la somme des volumes en- 
gendrés par les rectangles MNIK , qui sont les différences 


des cylindres infiniment petits engendrés par les rectan- 
gles QI, QK. L'expression générale de cette différence est 


x (QN — QM')MI= #(QN + QM)(QN — QM)MI 
= 2r74a.MN.MI = 27ra.MIKN. 

Or la limite de la somme des rectangles MIKN est 
l'aire du cercle. Donc le volume du tore est-égal à la 
surface du cercle générateur multipliée par la circonfé- 
rence décrite par son centre. 


45. Ellipsoïde de révolution. — Supposons qu ’une 
ellipse tourne autour de son axe AB — 2 a (fig. 17), e 
proposons-nous de calculer le volume du segment 
ché par un plan perpendiculaire à cet axe, mené à une 
distance AD — d du sommet A. 

Soit l'équation de l’ellipse rapportée au sommet A 


2 b° 
Aer (2ax — x?), 
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le volume sera la limite de 


2 
rij'azr-;2(2ar—ax)e: 


Soit 7 le nombre des points de divisio de AD, on aura 
js, je À 


on retombe ainsi dans des calculs qui se sont déjà plu- 
sieurs fois présentés, et l’on trouvera (n° 35) 


: d : d 
hm.>za——-: lm.>za— —;) 
2 3 
d’où 
À d — d 
lim. 2(2 ax — x°) « = ad’— 7 — FRE, 


On aura donc pour expression du volume cherché V, 


2 
ve - 14 d): 
Ce résultat coïncide avec celui d’Archimède. En effet, 
il énonce la proposition de la manière suivante : 

Le segment de l’ellipsoïde est au cône de même base et 
même hauteur, comme le demi-axe de l’ellipsoïde ajouté 
à la hauteur du segment complémentaire à l’ellipsoïde 
est à la hauteur de ce dernier. 

Or on aperçoit facilement que les deux formules sont 
identiques. | 


46. Hyperboloïde de révolution. — Soit l'équation 
d’une hyperbole y*? — TE 2ax) rapportée à son 


sommet À (fig. 18). Supposons qu'elle tourne autour 
de son axe transverse, et proposons-nous de calculer le 
volume V détaché par un plan perpendiculaire à l’axe 
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mené à une distance AD — 4. Il est la limite de 27 y « 
x L? 
ou de — 2 (x +2ax)a 
Are | 
Or on a, d’après le n° 35 déjà cité plusieurs fois, 
L d d 
Him.ira= =" him re 
2 a. 3 


Donc 


r OP0f ds b? d° 
N= — (ad + 5) = (3 a + d). 
Archimède, dans la solution qu’il a donnée de ce pro- 
blème, cherche le rapport du segment de l’hyperboloïde 
au cône de même base et même hauteur, et parvient à la 
formule suivante, qui donne le même résultat : 

Le volume du segment est à celui du cône de même 
base et même hauteur, comme la hauteur du segment, 
plus trois fois le demi-axe transverse, est à cette même 
hauteur augmentée de l’axe transverse. 


47. Remarque. — Si une surface dont l'aire est A 
tourne successivement autour de deux axes fixes paral- 
lèles U, V (fig. 19), situés dans son plan, les volumes 
engendrés auront pour différence le produit de l'aire A 
par la circonférence dont le rayon est la distance d des 
deux axes. AN 

En effet, soit une perpendiculaire quelconque QPMM' 
aux axes, qui coupe ceux-ci en Q, P, et la courbe en M, 
M'"Soient MP=— x, M P= zx, MORE 
& la distance de OM à la parallèle infiniment voisine. 

Les volumes engendrés autour des deux axes sont les 
limites des deux sommes suivantes : 


rmE(x?—x')a, rEI(X°7—X')a, 
et COmmIe on a 


Ki x + 2, Xe 2 TON 


à CPAS 
A … 
ha T4 t 
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L , . 
il s'ensuit 
f ME p/2 2 ! è 
X?— X'— x x +od(x — x); 


donc la différence des deux sommes est 2 r d2(x'— x) « 
ou2rd2MM!.c. 

Mais ZMM’. « a pour limite l’aire A; donc la limite 
de la différence des deux sommes, ou la différence de leurs 
limites, et, par conséquent, des volumes engendrés, est 
2 r d A, comme nous l’avions annoncé. 


48. Volumes engendrés par des paraboles ou hyper- 
boles d'ordres quelconques.— Considérons le volume en- 
gendré par la révolution autour de l’axe des x, d’uné 
courbe représentée par l'équation y = px”, dans laquelle 
on suppose 72 quelconque en valeur et en signe, et qui 
peut, par conséquent, représenter des paraboles ou hyper- 
boles de tous les ordres. 

Le volume compris entre deux plans perpendiculaires 
à l’axe x et correspondants aux abscisses a, a’ sera la 
limite de Zry°«, « représentant une quelconque des sub- 
divisions infiniment petites de l'intervalle &'— a. En 
substituant à y sa valeur en x, il faudra trouver 

rp° lim. >xa. “ 

Or, d’après la remarque générale du n° 35, on a, entre 
les limites &, a’, 
anti Qt 


lim, 2x" a — 
2m + I 


Le volume cherché a donc pour mesure 


(amet in) rb?a —rba 


T P° — 
2m + I 2m + I 


On l’obtient donc en divisant par 2m + 1 la différence des 
deux cylindres ayant pour bases les deux bases mèmes du 
solide à évaluer, et pour hauteurs les abscisses correspon- 
dantes. 
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Solides non de révolution. 


49. Segment d’ellipsoide. — Rapportons la surface à 
des axes parallèles à un système de diamètres conjugués 
dont l’un passe par le centre de la base du segment. Pre- 
nons ce dernier pour axe des x, et pour origine l’extré- 
mité qui appartient au segment. L’équation de l’ellip- 
soïde sera 

NE 2 2 ax — x? 

PORN 
Soit AD — d {fig. 20) l’abscisse du plan de la base du 
segment qui est parallèle au plan YZ. Nous considére- 
rons le volume du segment comme limite de la somme 
de cylindres ayant pour bases des sections parallèles à 
YZ et pour hauteurs les distances infiniment petites de 
ces plans successifs. Une quelconque de ces hauteurs s’ob- 


tiendra en multipliant la partie « correspondante de 
l’axe AX par le sinus de l’angle 0 que ce diamètre AX 
de l’ellipsoïde fait avec le plan COB des deux autres 
conjugués. L’aire de la section MPN correspondante à 
un x quelconque AP sera r.MP.PN sin , ® étant l'angle 
des diamètres OB, OC. En remplaçant MP, NP par leurs 
valeurs en x, on trouvera pour expression d’un quel- 
conque des cylindres élémentaires , - 


r bc . , 
— sin sinw.(2ax — x?) « 
a? 


Le volume cherché V peut donc être représenté comme il 
suit : 


x bd 2É a 
V — —— sin 0 sinvo.lim. > (2ax — x!) a, 
C4 A 


lorsque x passe de o à d par degrés, égaux ou inégaux, 
mais infiniment petits, représentés par «. 

On aura encore, comme précédemment, d’après le 
n° 35, 
&d(3a — d) 

3 


Ÿ (2 AX — x?) x — 
Fu 
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et, par conséquent, 


r bcd'(3a — d) 


(1) V= 3a? < 


sin 0 sin. 
Si l’on suppose d = 2a, on aura pour expression du 
volume entier de l’ellipsoïde, 


: rabc sin0 sinw, 
ce qui peut être traduit de différentes manières, en 
observant que abc sin9 sing mesure le volume du paral- 
lélipipède construit sur les trois demi-diamètres conju- 
gués , et que tbc sino.2a sinô mesure le cylindre cir- 
conscrit à l’ellipsoïde, ayant les arêtes parallèles à AX, et 
ses bases parallèles à YZ. Une des conséquences de l’ex- 
pression précédente est que ce parallélipipède et ce cylin- 
dre ont leurs volumes constants, quel que soit le sis 
des diamètres conjugués. 

L'expression (1) comparée à celle du volume du cône 
ayant même base que le segment, et son sommet en À, 
donne un énoncé semblable à celui qu’Archimède a fait 
connaitre dans le cas de l’ellipsoïde de révolution. 

On trouverait des résultats analogues aux précédents 
pour les hyperboloïdes et paraboloïdes quelconques ; 
nous ne croyons pas utile de nous y arrêter. 


50. Onglet cylindrique. — Considérons un cylindre 
droit dont la base soit le cercle ABC ( fig. 21); par un de 
ses diamètres AB, menons un plan quelconque qui coupe 
la surface du cylindre suivant l’ellipse ABD , et propo- 
sons-nous de calculer le volume de l’onglet compris entre 
ABD et ACB. 

Supposons le rayon OC perpendiculaire à AB; D le 
point de rencontre du plan sécant et de l’arête menée 


mn C;soientOC=R, CD = z: 
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Suivant la méthode générale, nous regarderons le 
volume comme limite d’une somme de cylindres ayant 
pour bases un système de sections parallèles, et nous 
prendrons ces plans perpendiculaires à AB. 

Soit MPQ un quelconque de ces plans; faisons 
AP PO Ty on AauTe 


J°—2Rz— 21% LM MONES CHENE 
d’où 


ky 
MQ —= Fo 


La section MQP a donc pour mesure 


Ry?: D 
—) ou —(2Rz— x). 
2R 2R ) 
Si donc nous désignons par «& la distance infiniment 


petite du plan de cette section au suivant, le volume 
cherché V aura pour mesure 


PRE à 2AR° 
V= — lim.z(2Rzx — x!) a = 
2R ( ) 3 
et comme 2R°? est le rectangle circonscrit à la base ABC 
de l’onglet, le volume de ce dernier est égal à celui de la 
pyramide qui aurait ce rectangle pour base et son som- 
met en D. 


2 
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CHAPITRE XI. 


APPLICATIONS MÉCANIQUES. DÉTERMINATION DES 
CENTRES DE GRAVITÉ. 


91. Nous admetions comme connue la théorie des cen- 
tres de gravité enseignée dans les cours les plus élémen- 
taires de Statique, er nous nous proposons de la prendre 
comme un nouvel exemple de l’avantage des méthodes 
précédentes. 

La proposition dont l’application est la plus générale 
dans la théorie des forces parallèles et qui découle natu- 
rellement du principe du levier, est ce qu’on nomme le 
théorème des moments. On appelle moment d'une force 
par rapport à un plan, le produit de cette force par la dis- 
tance de son.point d'application à ce plan. Cela posé, si 
l’on conçoit un système quelconque de forces parallèles , 
que l’on considère comme positives celles dont les direc- 
tions sont dans l’un des sens, et comme négatives celles 
qui sont dans l’autre, et qu’il en soit de même pour les 
perpendiculaires abaissées sur un plan choisi arbitrai- 
rement, et dont le signe dépendra du côté où elles se trou- 
veront par rapport au plan , le théorème des moments 
consiste, comme on le sait, en ce que le moment de la 
résultante des forces parallèles par rapport au plan est 
égal à la somme algébrique des moments des composantes. 
Il résulte de là que les coordonnées rectilignes du point . 
d'application de la résultante s’obtiendront en divisant- 
par la résultante la somme des moments des forces par 
- rapport aux trois plans coordonnés, Ce point d’applica 


0] 


1 
n° 
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tion de la résultante, que l’on nomme le centre des forces 
parallèles, devient le centre de gravité quand ces forces 
sont des poids ; et l’on voit aussi comment le théorème des. 
moments peut être employé à la détermination des centres 
de gravité. 

Nous allons faire voir comment les considérations 
infinitésimales s'appliquent aux surfaces planes et 
aux solides continus, et nous en donnerons quelques 
exemples pour bien faire comprendre les généralités. 


Centres de gravité des aires planes. 


92. Considérons une figure plane terminée par des 
droites ou des courbes quelconques, et supposons que 
des portions quelconques de cette figure aient des poids 
proportionnels à leurs aires respectives. Admettons ce 
principe établi dans la statique, que toute partie ter- 

minée par un contour convexe, c’est-à-dire qui n'a pas 
_trois points en ligne droite, a son centre de gravité dans 
son intérieur. Admettons encore que le centre de gravité” 
d'un parallélogramme est le point de rencontre de ses 
diagonales. Avec ces données, la recherche du centre 
de gravité d’une surface plane quelconque se ramène 
aux méthodes exposées précédemment 

En effet, prenons deux axes de coordonnées x, y dans 
le plan de la surface. Le centre de gravité étant le point 
d'application de la résultante de toutes les forces appli- 
quées à tous les points de la surface proportionnellement 
aux aires, si l’on décompose la surface en un nombre 
quelconque de parties, et que l’on considère en tous les 
centres de gravité de ces parties, des forces parallèles, 
représentées par leurs aires respectives, et dont la résul= 
tante sera représentée par l'aire totale et appliquée au 
centre de gravité cherché; cette aire totale multipliée par“ 


4" Audi Ar L'e7 
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l’'abscisse de son centre de gravité, sera égale à la sonime 
des aires partiellés multipliées par les abscisses de leurs 
centres de gravité. Si les axes ne sont pas rectangulaires, 
ces produits ne sont pas les moments eux-mêmes, mais 
proportionnels aux moments, ce qui sufht pour l’exacti- 
tude de l'équation. Mais comme il ne serait pas plus 
facile de trouver les centres de gravité de toutes les par- 
ties que de la surface entière, on supposera ces parties 
infiniment petites; leurs moments le seront, par suite, 
et par conséquent on pourra leur substituer d’autres infi- 
niment petits, plus simples, assujettis à la seule condition 
que leurs rapports aient respectivement pour limite l’u- 
nité. Mais alors ce sera seulement la limite de leur somme 
qui sera égale au moment de la résultante et qui, par con- 
séquent , divisée par l’aire de la figure donnée, fera con- 
naître l’abscisse du centre de gravité. 

Le mode de décomposition qui se présente de lui-même 
pour déterminer cette abscisse consiste dans un système 
de parallèles à l’axe des y, infiniment voisines les unes 
des autres. Le segment compris entre deux parallèles 
consécutives peut toujours être considéré comme ayant 
son contour convexe, puisque ses deux bases sont aussi 
voisines qu'on voudra ; son centre de gravité sera donc 
entre ces deux droites, et son abscisse différera d’une 
quantité infiniment petite des abscisses de chacune 
d'elles; on peut donc substituer au moment de ce seg- 
ment le produit de son aire par l’abscisse de l’une ou de 
autre de ces deux parallèles à l'axe des y; car le rap- 
port de ce produit au moment véritable a pour limite 
l'unité, quand la distance de ces parallèles tend vers zéro. 
Et, par la même raison, on pourra, dans ce produit, 
substituer à l'aire du segment celle du parallélogramme 
ayant l’une des cordes parallèles pour base et sa distance 
à l’autre pour hauteur. 
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Er 


Done, si l’on désigne par Y et y les ordonnées des 


deux points extrêmes de la corde qui correspond à 


l’abscisse quelconque x; par & la partie de l'axe des x 


interceptée entre deux cordes consécutives ; par A l'aire 
de la figure, et par x,, y: les coordonnées inconnues 
du centre de gravité, on aura, en supposant, pour plus 
de simplicité, Le axes nu ES 


Az = lim D (Y— y)xe, 


d'où l’on tirera x, si l’on peut déterminer la limite de 
cette somme, ainsi que À. 

On aurait y, par un procédé analogue, en décom- 
posant la figure au moyen d’un système de parallèles à 
l’axe des x. Maïs on peut aussi conserver le premier 
mode, en remarquant que le centre de gravité d’un des 
éléments ne peut être qu’à une distance infiniment petite 
de celui du rectangle inscrit ou circonscrit, et que, par 
conséquent, on peut substituer au moment exact de cet 


élément le produit de l’aire du rectangle par Rtrres? 


qui est l’ordonnée du centre de ce rectangle. On aura 
ainsi 


à Y?— y? 
Ay, = lim. Rè CRE A 


2 


et si l’on peut trouver cette limite, y, sera déterminé. 


53. Cette formule donne lieu à une remarque curieuse. 
Si l’on multiplie ses deux membres par 27, il vient 


2% ÿ À = lim.z pi (Y?— 7°) «. 


Or le second membre représente le volume engendré» 
par l’aire en question, tournant autour de l'axe des x 


Le volume engendré est donc égal à l’aire de la figure 
génératrice, multipliée par la circonférence que décrit 
son centre de gravité. 
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Ce théorème porte le nom de Guldin, quoiqu'il se 

trouve clairement énoncé dans les ouvrages de Pappus, 
géomètre de l’école d'Alexandrie. 

Nous allons donner quelques exemples de ces formules. 


54. Parabole du second ordre. — Soit l'équation 
= 2pr et cherchons le centre de gravité du segment 
CAC! (jig. 22) terminé à la perpendiculaire à l’axe, cor- 
respondante à l’abscisse AP — a. Les rectangles formés 
par les cordes parallèles à CC’ ayant tous leurs centres 
de gravité sur l’axe, leurs moments, par rapport à cet 
axe, seront nuls ; la limite de leur somme le sera donc, 
et, par suite, On aura 


1 —0: 
Le centre de gravité étant sur l’axe, il suffit de con- 
naître son abscisse x. 
La formule précédente devient, dans le cas actuel, 


VAE 2 
ri Nm 2yra 2 V2p lim.>zx* «a. 


Mais, d’après une formule trouvée précédemment (n° 35), 
on a, entre les limites o et a, 


5 
lim. 2e a 2 a"; 
donc 
RTE V2p à 
5 
Or, en faisant BC — b, on a 
Â 
A 3 ab, 
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C’est Archimède qui a découvert cette propriété, et 
même pour un segment de parabole déterminé par une 
sécante quelconque. Le calcul en serait tout à fait le 
même que celui que nous venons de faire pour une sé- 
cante perpendiculaire à l’axe de la courbe. 


55. Paraboles et hyperboles d'ordre quelconque. — 
Soit maintenant l’équation y = px”, dans laquelle m dé- 
signe un nombre de grandeur et de signé quelconque; on 
demande le centre de gravité de la surface terminée à cette 
courbe, à l’axe des x, et à deux perpendiculaires à l’axe 
des x, correspondantes aux abscisses à, a. 


L'application des formules générales donnera 


2 
Az, ==/p. lim. 3 RSS = lim. 2x" «, 


ou 
am+2— an +? 2 a!2+1 «Ye 1 ami 


SVT: m + 2 É ae om+i 


Or nous avons trouvé (n° 35) 


à P (arte) ME ai) 
ex m+I Ai A 
d’où résulte 


__—  ———————— 3 rare le am 
m+2 a" — arr! 4 2(2m<+Hi1) ati — Qm+' 


Can 


Si m est positif, la courbe est parabolique, et si l’on 
fait commencer l'aire en question à l'origine, on a 


a—o; et, en désignant par D’ l’ordonnée correspon- 


dante à a’, 


DL _ p(m+i) 


en 7 3 di — GS 
m + 2 


7 2(2m+i)  2(2m+i) 


T'; 


> I 
Dans la parabole du second degré, m — Set l’on trouve 


Se 3 
G 


Wie 0 M = 3 bd". 


8 
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Si me est négatif, la courbe est hyperbolique et donne 
lieu à une discussion intéressante à laquelle nous ne nous 
arréterons pas. On reconnaîtra sans peine que, quand 
labscisse extrême a’ croît sans limite, il est possible, 
suivant la valeur de m, que le centre de gravité s'éloigne 
indéfiniment de l’axe des y, en tendant vers l’axe des x, 


J 
ou tende vers une limite déterminée. 


906. Centre de gravité des solides de révolution. — Le 
centre de gravité sera évidemment sur l’axe de révolu- 
tion; il suffira donc de connaître son abscisse. Pour la 
trouver, on coupera le solide par des plans infiniment 
voisins, perpendiculaires à l’axe de révolution que l’on 
prendra pour axe des x ; et en supposant les poids propor- 
tionnels aux volumes, le produit du volume total par 
lPabscisse x, du centre de gravité sera égal à la somme 
des produits des segments compris entre deux plans con- 
sécutifs par l’x du centre de gravité de ce segment. Pour 
simplifier ces produits, on substituera à ce dernier x celui 
d’une quelconque des bases du segment, où même tout 
autre qui en différerait d'une quantité infiniment peute; 
on remplacera encore le volume du segment par celui du 
cylindre intérieur ou extérieur. Par là on n’aura -altéré 
le moment du segment infiniment petit du solide que 
d’une quantité infiniment petite par rapport à lui-même. 
La limite de la somme de ces nouveaux produits sera donc 
égale à la somme des moments eux-mêmes, ou au produit 
du volume total par x1, et si l’on connaît cette limite de 
somme et le volume, on en déduira immédiatement x,. 


Ceite proposition est exprimée par la formule sui- 
vante: 
Nic 7 lim: Shre. 


O1. Paraboloïle. — Si la courbe génératrice est une 


parabole ayant pour équation y? — 2px et tournant 
I. ” G 
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‘autour de l'axe des x, on aura, en remplaçant y par sa 


valeur en x, \ 
lim.Zzx'« — x, lim. 27e, | 


et, d’après la valeur générale de lim. Z x”h, cette équa- 


uon se réduira à la suivante, en désignant toujours par 
a et a! les abscisses extrêmes, 


FLE" CURE 
; — , 
5 2 
L] \ 
d’où 
/2 4 9 
Ar -Éa44a +" a! 
LL => ——— "'\ 
3 aa É 
Sia —0,0na 
2 LA 
T'; pa os ’ 


résultat connu d'Archimède. 
Le cas où l’on ferait tourner la parabole autour de sa 
tangente au sommet est renfermé dans le suivant. 


58. Généralisons ce résultat en prenant pour courbe 
génératrice celle dont l’équation est 


Y = Pa”; 
mm désignant un nombre quelconque. L’équation générale 
devient | 
Him, 22 Fi 2 x lime 
ou | 
* a'2m+2 — q2m+2 d'in+i qqn +i 
DAS HR (Ce 2Mm+HI 


d’où l’on tirera x. 


4 


LA \ d 1 
On retombe sur le cas précédent en supposant m = rs 


a = 0, et on retrouve 


RE 
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On aurait le cas où la parabole tourne autour de sa 
tangente au sommet , en supposant 77 — 2, ce qui donne, 
en prenant encore «a — 0, 


D dl ‘ 
Li, — é (4 LME 
99. ÆEllipsoide. — En prenant pour équation de Îa 


courbe génératrice | 


l'équation qui doit donner x, sera 


À 2 D? b? 902 b? 
lim.>zx (e-Se Pre PAL UT: > (re T——x'}a, 


a a 
où 


m0. ba: : : 
— lim.xz'a — —lim.>zzxie 
a a? 


2 b? b? 
di (ET lim.s2e — — im.>ïx’o |}: 
| 4 (ei 
Supposons que nous considérions le volume commen - 
çant au sommet et terminé à l’abseisse a/, nous trouve- 
rons, en substituant aux limites de sommes leurs valeurs 
données par la formule connue, 


SbA GB: D? a’ É b? 5) 
ie os SL . 


7 4 a 3 


di 4 
Si l’on prend le demi-ellipsoïde, on a 


L 5 
d'— a, et, par suite, x, — —<a. 


e) 


Le calcul se ferait d’une manière semblable pour Phy- 


perboloïde. 


60. S'il s'agissait d’un solide terminé par une surface 
quelconque ; on le décomposerait comme il a été fait pré- 


6. 
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cédemment pour la mesure des volumes ; on considérerait 
les éléments déterminés par deux séries de plans infini- 
ment voisins, parallèles à deux des plans coordonnés, et 
on égalerait la somme de leurs moments par rapport à 
chacun des irois plans coordonnés, au moment de la ré- 
sultante-par rappôrt à ces mêmes plans. On négligerait 
dans chaque moment élémentaire une quantité infini- 
ment petite par rapport à lui-même; ce qui permettrait 
de prendre, au lieu du volume de ce filet infiniment 
étroit, celui du parallélipipède intérieur ou extérieur, et 
le centre de gravité de ce parallélipipède au lieu de celui 
du filet même. Si l’on peut trouver les limites de ces trois 
sommes de moments prises dans toute l'étendue du corps, 
on obtiendra les trois coordonnées du centre de gravité 
de ce corps en les divisant par son volume. 

On voit donc que la détermination du centre de gravité 
des corps terminés par des surfaces quelconques se ra- 
mène à celle de limites de sommes d’infiniment peuts. 
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PE 


Dé. + GRIS 


CHAPITRE XI. 


DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE 
RAPPORTS D'INFINIMENT PETITS. 


61. Le point de vue auquel les modernes ont consi- 
déré les tangentes aux courbes, les a conduits naturelle- 
ment aux rapports de quantités décroissant indéfiniment. 
Les anciens regardaient les tangentes comme des lignes 
telles, qu'à partir du point commun avec la courbe les 
deux branches de celle-ci se trouvaient d’un même côté 
de la droite; tandis que les modernes les ont regardées 
comme limites de sécantes passant par le point donné de 
la courbe et par un second point de la même courbe, qui 
se rapproche indéfiniment du premier. 1] est résulté de 
là, comme nous allons le montrer, que les modernes ont 
été conduits à la recherche de limites de rapports d’infi- 
niment petits, problème dont les anciens n’ont pas eu 
occasion de s'occuper. 

Les points d’une courbe peuvent être rapportés à des 
systèmes de coordonnées très-divers, c’est-à-dire déter- 
minés de bien des manières différentes par les valeurs de 
quantités variables. Nous allons examiner plusieurs de ces 
systèmes, et montrer que dans tous les cas la détermina- 
tion de la tangente revient à celle de la limite du rapport 
de deux quantités infiniment petites, dépendant l’une de 
l’autre d’après les données de la question. 


62. Coordonnées rectilignes.— Soient M ( fig. 23) un 
point donné sur une courbe rapportée à deux axes AX , 
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AY; AP, MP ses coordonnées x, y ; M' un poiæt de la 

même courbe, qui se rapproche indéfiniment de M, et 
dont les coordonnées soient x +, y + k; la sécante 
MM' coupe l’axe des x en un point S, et la limite R de la 
position de ce point déterminera la limite de la sécante, ou 

la tangente. La limite de S sera connue si l’on trouve la 
de y 2M4 # 

limite de PS : or on a la proportion ENT T 


Donc, en prenant les limites des deux membres, 


4 . 
DR lim. ra 
d'où 
DA Hi: is h 
PR Te ol lim. A 
lim. 
hi 


Donc la détermination de la tangente à la courbe se ra- 
mène à celle de la limite du rapport de deux quanti tés in- 
finiment petites qui sont les différences des coordonnées 
du point donné et d’un point infiniment voisin pris sur 
la courbe, et qui sont liées l’une à l’autre au moyen de 
EH équation de la courbe donnée. 


Au lieu de déterminer PR ou la sous- -tangente, on 
- peut chercher l’angle de Îa tangente avec l’axe des x. 
ee] LI ? LA k 
Soient 0 l’angle des axes, © l’angle cherché, m—lim. 7° 
on aura, par le triangle MRP, 
Sin © FAUAT: 
sin(O6—w) PR 
d'où 
‘mm SiN0 COSw — m Sino COS0 = sine, 
el, par suite, 


m Sin 0 


ang o — e 
1 + m2 COS 0 
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et, si les axes sont rectangulaires, 
tango — "ni UN: T- 
Il est inutile de faire remarquer qu'il faut avoir soi- 
oneusement égard aux signes des accroissements ME, 
M’, sans quoi la sécante MM” et sa limite ne seraient 
pas du côté où elles doivent être par rapport à MH. 


63. Coordonnées polaires. Sen O le pôle (fig. 24), 
OX l’axe, M un point donné sur une courbe dont on a 
Pons et dont les coordonnées sont 8 ei r; M' un 
point infiniment voisin; 2 et k Les accroissements de 0 
et 7 en passant de M à M: la tangente en M sera la 
limite de la sécante SMM, et peut être déterminée par 
la limite de l'angle OMS, qui est la même que celle de 
MOM', puisque la différence de ces deux angles est MOM/ 
qui tend vers zéro. Soit w cette limite ou l'angle que fait 
la tangente avec OM. Décrivons de O avec OM pour 
rayon Parce MH, et joignons MH; le triangle MHM/ 
donnera 

sin HM/M MH 
sin HMM' HW 

Observons maintenant que l'angle HM'M a pour limite 
w; que l’angle H à pour limite un angle droit, puisque 
l'angle en O du triangle isocèle HOM à pour limite zéro; 
que, par conséquent, la somme des deux angles en M, 
M dans le triangle MHM' a pour limite un angle droit, 
d’où il résulie que les limites de ces deux angles sont com- 
plémentaires. D’après cela, en égalant les limites dés 
deux membres de l'équation précédente, on aura 


sin Mol © 1: 


AN, "et À 
COSo HM 


Or on peut, d’après le principe fondamenial des infini- 


L 


58 LIVRE 1. 

ment petits, remplacer HM par toute autre quantité 
dont le rapport avec HM ait pour limite l'unité; et on a 
vu, dans la Trigonométrie, que le rapport d’un are in- 
finiment petit à sa corde a pour limite l’unité. On peut 
donc remplacer la corde HM par l'arc dont la valeur est 
rh, et l'équation précédente devient 

rh À 7 


tango — lim. PR! 1m 


k 


lim. h 


Le problème des tangentes, dans un système de coor- 


données polaires, est donc encore ramené à la recherche 
de la limite du rapport de deux infiniment petits, dépen- 
danis l’un de l’autre, au moyen de l’équation de la 
courbe, et qui sont les différences des coordonnées de 
deux points infiniment voisins de la courbe. 


64. Troisième système de coordonnées.— Supposons 
maintenant les points déterminés par leurs distances à 
deux points fixes À, B ( fig. 25); soient M le pointoù l’on 
veut mener la tangente, et dont les deux coordonnées seront 
AM=—7r, BM=— 7; M' un point infiniment voisin ayant 
pour coordonnées r + h, r'+Æ; la tangente sera la li- 
mite de la sécante MM”, et peut être déterminée, par 
exemple, par les angles w, w' qu’elle forme respective- 
ment avec MA, MB. | 

Ayant pris MH — k, MK — k dans le sens qui con- 
vient au signe, et décrivant de À et B comme centres 
avec les rayons AH, MK des ares de cercle, ils se ren- 
contrent en M. Si l’on joint M'H, M’K, les angles K 
et H auront chacun pour limites un angle droit, puisque 
les ares KM’, HM' tendront vers zéro; les angles formés 


par MM’ en M’ ei en M auront, par suite, des limites, 


complémentaires; ces limites pour Îles angles en M ont 


éié désignées par ©, &. 


LL4 
ps 
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Cela posé, on aura | 
KM : snMMK HM __snMWH 
MM siokK MM sinH 
d'où 
sinMM'H sinkK 
sinMM'K sinH 4° 


en prenant les limites des deux membres, 


(1) ; = lim. =: 


Les angles w, w' de la tangente avec MA, MB sont donc 
, Q , 4 ] à ‘ 2 . 
déterminés dès qu'on connaîtra lim. 7 puisque leur somme 


est connue. 

Le problème des tangentes est donc encore ramené, 
dans ce nouveau système, à chercher la limite du rapport 
des diflérences infiniment petites des coordonnées de deux 
points de la courbe. 


65. Au lieu de déterminer par le calcul les angles w, w, 
entre lesquels on a deux équations, on peut facilement 
construire la tangente d’après l'équation (1). En eflet, si 
l’on prend sur MA et MB, ou sur leurs prolongements, 

k 


deux longueurs MS, MK ayani un rapport égal à lim. e 
qu'on élève en S et R des perpendiculaires sur AM, MB, 
et qu'on joigne leur point de rencontre I à M, la droite 
IM sera la tangente, car les cosinus des angles IMS, IMR 
auront pour rapport 


MS lim h 
NI. ou ‘7 


On aurait pu arriver directement à cette construction 
sans passer par le calcul des angles w, w', et par des con- 
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sidérations qui se retrouvent souvent dans l'emploi des 
infiniment petits en géométrie. 

Sur le rayon AM prolongé (fig. 26), prenons une 
quantité constante MP; menons PS parallèle à M’'H jus- 
qu'à la rencontre de MM’ en $ ; menons énsuite SQ pa- 
rallèle à M’K ; le quadrilatère MPSQ sera semblable à à 
MHM'K , et l’on aura 


MP : MQ :: MH: MK :: z:% 


À mesure que À et À tendent vers zéro, MQ tend donc 

vers la valeur finie dont le rapport à MP est la limite 
KE s . ; : , é 

de "* La sécante MM! étant toujours dans la direction de 
; : 

la diagonale MS, la tangente sera la limite de cette direc- 

tion, c’est-à-dire celle de la diagonale du quadrilatère 

limite de PMQS. Or les angles P et Q de ce quadrilatère, 

étant égaux respectivement à H et K, ont pour limites des 

angles droits. On construira donc facilement le quadrila- 


tère limite quand on connaîtra la limite de £ ou de 2 
car on en déduit immédiatement la limite MR de MQ. II 
suflit ensuite d'élever en Pet en R des perpendiculaires 
à AM, MB, et de joindre leur point de rencontre I au 
point M : cette dernière ligne sera la tangente. Cette con- 
struction, obtenue par des considérations diflérentes, ne 
diffère pas de la précédente. 


66. Autre système de coordonnées. — Supposons ac- 
tuellement que les points soient déterminés par leur dis 
tance à un point fixe O (fig. 27), et une abscisse ou une 
ordonnée par rapport à une ligne fixe quelconque passant 
par O. Soient À l’origine des abscisses, AP=x, PM= y; 
OM = r; le point quelconque M sera détér ABS par x 
etr, ou yet 7. 
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Cela posé, M étant un point quelconque d’un lieu, 
déterminé par une relation entre ces coordonnées, on 
demande de trouver la direction de la tangente en ce 
point. | | 

Soient MK —k, PP'— 2 les accroissements corres- 
pondants de r et x pour passer à un point voisin M’ du 
lieu, et qu'on portera dans un sens ou dans l’autre, sui- 
vant qu'ils seront positifs ou négatifs. Dans le quadrila- 
tère MHM/K., l'angle K tendra vers un angle droit en 
mème temps que À et À vers zéro, et la diagonale MM 
vers la iangente. 

Nous nous bornerons ici à l’un des procédés employés 
dans le cas précédent. Nous prendrons PR constant; par 
le point S de la sécante correspondant à l’abscisse AR, 
menons les droites SQ, ST parallèles à M'K, M'H : 
le quadrilatère MOST sera semblable à MKM'H, et la 
limite de la direction de sa diagonale MS sera la tangente 
cherchée. Or on pourra construire le quadrilatère limite 


Si l’on connaît la limite de MQ, PR ou son égal TS étant 
Constant ; et comme on a 


il s'ensuit que la limite de MQ sera connue si l’on connaît 
h , Fe 
celle du rapport _ Soit MI la limite de MQ; comme 


l'angle Q a pour limite un angle droit, le quadrilatère 
limite sera MIUV, et la diagonale MU la tangente. On 
voit qu'il sufhit, pour la construire, d'élever en I une 
perpendiculaire à OI, et de chercher son point de ren- 
contre ÜU avec la perpendiculaire à OR. Si les deux 
coordonnées étaient r et y, au lieu de r'et x, le même qua- 
drilatère donnerait des résultats analogues, et la ques- 
ton serait toujours ramenée à trouver la limite du rapport 
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des différences des coordonnées de deux points infiniment 


voisins du lieu. 


67. Coordonnées angulaires. — Considérons encore 
un système où les poinis seraient déterminés par deux 
angles formés par les droites menées de ces points à 
deux poinis fixes. Soient À, B (fig. 28) ces points fixes, 
MAB = &, MBA — 6 les deux angles qui déterminent la 
position d’un point quelconque M ; on demande de mener 
la tangente en M à un lieu déterminé par une relation 
entre & et 6. Soient L et k les accroissements positifs ou 
négatifs de « et 6, quand on passe de M en M, MP égal à 
une constante arbitraire, PS parallèle à MU, SQ paral- 
lèle à M’K; les quadrilatères MPSQ, MUM'V seront 
semblables, et la tangente cherchée sera la limite de la 
direction de la diagonale MS. Pour la connaître, il suffit 
de déterminer les limites de MQ et des directions PS 
et QS. Quant à ces dernières, il ést évident qu'elles ne 
sont autres que les directions de BM et AM qui sont les 
limites de celles de BM’, AM’. Pour avoir la limite MI 


: dr MECS 5 
de MQ , il sufhit de connaitre la limite du rapport —= qui 


AMV 
est égal au rapport Du 
| MQ 
Or. 
MV sin MU  sint 
MA sinV MB snU 
donc 


MU MB sin Æ sin V sina Sin sinV 


MV — MA sin smÜ  siné sin sinU 


Or les angles V et U ayant pour limite l'angle AMB, 


on a 


2 


d t16p 0 
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de plus 
. sin Fur 1 
me" hm..—;: 
sin À h 


puisque de rapport d’un angle infiniment petit à son sinus 
a pour limite l'unité. On a donc 
lim. she — FRA im. ie ARS 
MV  sin6 h7 MI? 
donc enfin le problème est encore ramené à la recherche 
de la limite du rapport des différences des coordonnées 
de deux points infiniment voisins du lieu. Quand on 
l’aura trouvée, on connaîtra MI, et par les points PetI 
on mènera des parallèles à MA, MB, qui par leur ren- 
contre détermineront un point de la tangente. 
On pourrait procéder d’une autre manière , et calculer 
les angles de la tangente avec les rayons vecteurs ou les 


limites des angles VMM, MM'U. On a, en effet, 
sin VM'M. MV sin MM'U MU 


SV MM”  sinU MM’ 
d’où va 
sin VM'M  sinV MV 
snMM'U  sinU MU 
or = à pour limite 1 ; donc, en appelant x, y les an- 


gles de la tangente MT avec MA, MB, on aura 


sin x Me. MV ce SI GPU T A 


= F9 


= = lim. — — —- im. 
Sin ÿ MU sin x k 


et, comme la somme x + y est connue, le p'oblème est 


r * 4 , F . . h 
résolu dès que l’on connaît la limite du rapport +. 


De l'existence des tangentes en général. 


68. Nous venons de passer en revue un assez grand 
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nombre de systèmes de coordonnées, dont quelques-uns 
ne sont presque jamais employés, et nous avons reconnu 
que, dans tous les cas, le problème des tangentes était 
ramené à la recherche de la limite du rapport, de deux 
quantités infiniment petites. Le nombre des systèmes 
que l'on pourrait employer pour la détermination des. 
points sur un plan est illimité, et, par les cas variés que 
nous avons considérés, nous avons voulu faciliter les 
recherches auxquelles d’autres cas peuvent donner lieu. 
On cherchera toujours à ramener la direction de la sécante 
à dépendre d’infiniment peuts quelconques, dont il soit 
possible de calculer la limite du rapport, soit que les 
points du lieu soient déterminés par une équation, soit 
qu'on connaisse la loi de leur génération sans en avoir 
déduit l'équation entre les coordonnées. 

Mais, avant d'aller plus loïn, il est à propos de s’assu- 
rer que le problème dont nous nous occupons a générale- 
ment une solution; c'est-à-dire qu’en tout point d’une 
courbe déterminée par une équation, ou par une loi de 
construction qui pourrait conduire à une équation entre 
des coordonnées de nature quelconque, il existe une tan- 
gente. En d’autres termes, il faut démontrer que lorsque 
deux variables dépendent l’une de l’autre, le rapport des 
accroissements infiniment petits correspondants de ces 
variables a en général une limite; car c’est à ce problème 
de calcul que nous avons ramené le problème géomé- 
trique. | 

Cette proposition importante peut être établie simple- 
ment, de la manière suivante. | 


_ Théorème général. 


69. Soit y une fonction quelconque d’une variable x; 
assujettie seulement aux conditions suivantes : 1° que, 
lorsqu'à partir d’une valeur quelconque on donne un 


CO. - Om 
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accroissement À à x, il en résulte un accroissement 
unique À de y, qui tende vers zéro, si l'on fait tendre 
vers zéro; 2° qu'à partir de toute valeur de x on en puisse 
prendre une autre qui en diffère d’une quantité finie 
détérminée, telle que si x varie dans le même sens dans 
tout l'intervalle compris entre elles, y varie constam- 
ment dans un même sens, c’est-à-dire toujours en aug- 
mentant ou toujours en diminuant. 

Cela posé, il est facile de démontrer que, sous ces con- 
diions, pour toute valeur de x il existe une limite finie 
pour le rapport des accroïssements infiniment petits cor- 
respondants L et £; c’est-à-dire qu'il ne peut y avoir que 
des valeurs exceptionnelles de x pour lesquelles ce rap- 
port croiïsse ou décroisse indéfiniment. 

En effet, soient x,, X deux valeurs de x satisfaisant 
aux conditions ci-dessus indiquées; y, YŸ les valeurs 
correspondantes de y; partageons l'intervalle X — x, 
en # parties égales, que nous désignerons par k, et 
soient A1, &:. k3,..., k, les valeurs correspondantes des 
accroissements positifs de y, on aura 


DT — 71h, Y—m=ñki+k,..., kn3 


d'où résulte 


c’est-à-dire que le rapport invariable des accroissements 
finis de x et de y, quand on passe de x, à X, est la 
. pire { ko kn 

moyenne arithmétique des rapports A A A Ir 
( in 
quel que soit le nombre entier 7. 

Si maintenant on fait croître n indéfiniment, les 
termes de ces rapports tendront vers zéro, et leur 


moyenne arithmétique étant toujours égale à la quan- 
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. ue "4 es 4 Yo . | x Q LR ) 
uité finie ne il est impossible qu’ils tendent tous 
— Ty 
, >. . . same 

vers zéro, ou qu'ils croissent tous indéfiniment. 

Cetie conclusion, relative à l’intervalle X — x,, pou- 
vant être appliquée à toute partie de cet intervalle, il 
s'ensuit qu'il est impossible que, dans aucun intervalle 


. k r . e , . 
fini , la valeur de ñ tende vers zéro ou croisse indéfini- 
è 


ment pour toutes les valeurs de x. Ce n’est donc que 
pour des valeurs exceptionnelles et en nombre limité 


; k L] LI 
que + peut ne pas avoir une valeur finie: ce que nous 


voulions établir. 


70. Nous avons supposé dans ce raisonnement que 
Y pr eee Vo 
X — x 
à cette condition, voyons s’il est possible que toutes les 


avait une valeur finie. En ne s'assujettissant pas 


# T4 L] L] HE L2 
valeurs de 5 tendent vers zéro ou croissent indéfini- : 
è 


ment. | 

Si tous les rapports tendent vers zéro, leur moyenne 
y tendra nécessairement, et comme elle est constante, 
elle ne peut être que zéro; done Ÿ — y, = 0 ou Y = 74. 
Et comme il en sera de même si l’on considère l’inter- 
valle entre x, et toute autre valeur choisie entre x, et X, 
il en résulte que toutes les valeurs de y correspondantes 
aux valeurs de x comprises entre x, et X sont égales 
à yo. La fonction désignée par y ne serait donc autre 
chose qu'une constante, et l’on voit alors que non-seu- 
lement | tendra vers zéro, mais quil sera toujours 
rigoureusement nul. Le lieu en question serait donc une 
droite parallèle à l'axe des x, si x et y sont des coor- 
données reculignes. 


) URSS 
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Si maintenant tous les rapports 7 Croissaient sans l- 
( 
é 7. l L 

mites, les rapports réciproques ; tendraient tous vers 

; 1 5 1 OI Ilèle à l 
zéro, et Le lieu représenterait une droite parallèle à l’axe 


h x à 
des y ; auquel cas tous les rapports 7 seraient rigou- 


cure k 
reusement nuls, et l’on dirait que les rapports 7 Sont 


e 


tous infinis. 

Si donc le lieu ne renferme aucune portion de ligne 
droite parallèle à l’un des axes, il y aura une limite finie 
pour le rapport des accroïssements infiniment petits cor- 
respondants 2, k, à l'exception peut-être de certaines 
valeurs particulières de x ;*et par conséquent en tous les 
points d'une courbe il existe en général une tangente. 


: | PAC U ; 
Les cas exceptionnels où la limite de 7 serait nulle 
(4 
ou infinie correspondraient, dans un système de coor- 
données rectilignes, aux points où les tangentes seraient 


parallèles à l’un ou à l’autre des axes; cela résulte de la 


. 0 . ,» ’ . . . À 
signification géométrique de la limite de 7 dans un 
/ 


pareil système, 
Dérivées des fonctions. 


NES k As. 
71. Cette limite du rapport j SC nomme la dérivée de la 


fonction y par rapport à x. Si cette fonction y est repré- 
sentée par F (x), on représente la dérivée par F’(x). 
Ainsi dorénavant la signification de cet accent sera dé- 
finie, pour toute fonction F, par l’équation suivante : 


F(x+h)—F(x) 
ENT ROLE 


lim 


gù - LIVRE 1. 

En employant cctte nouvelle dénomination, nous pou- 
vons donc dire que le problème des tangentes est ramené 
à la détermination de la dérivée d’une des coordonnées 
par rapport à l’autre; et que le coeflicient d’inclinaison 
de la tangente sur l'axe des abscisses est la dérivée de 
l’ordonnée par rapport à l’abscisse. | 

Les dérivées ont beaucoup d’autres usages que la déter- 
mination des tangentes ; nous nous bornerons en ce mo- 
ment à quelques remarques très-simples. Si nous repré- 
sentons, pour abréger, par À l'accroissement de F (x), 
correspondant à l'accroissement 2 donné à x, on aura 


4 | 
lim. 5 FE" (23) 


, À . 74 pe À 4 Li » à « 
ct par conséquent F: diffère de F’ (x) d'une quantité qui 
(4 


tend vers zéro en même temps que À; la désignant par w, 
on aura 


d’où 
k=h{F'(x)+o] = F'(x) + kw. 


Ainsi A F"(x) ne diffère de k que d'une quantité infi- 
niment petite par rapport à L ou à k; donc on pourra 
substituer h F'(x) à k toutes les fois que K sera un des 
termes d'un rapport ou d'une somme d’infiniment pe- 
tits, dont on cherchera la limite. Remarquons que k F’ (x) 
est l’accroissement de l’ordonnée de la tangente pour 
l'accroissement À de l’abscisse, Donc À w est la différence 
des ordonnées de la courbe et de la tangente; elle est, 
comme on le voit, infiniment petite par rapport à l’ac- 


croissement même de l’ordonnée; et il faut remarquer 


que l’ordonnée peut avoir une direction arbitraire pourvu 


DES QUANTITES CONSIDÉRÉES COMME LIMITES. 


99 


que ce ne soit pas celle de la tangente elle-même, sans 
quoi F (x) ne serait pas une quantité finie et les for- 
mules précédentes ne subsisteraient plus. Il résulte de là 
une grande simplification, parce que la quantité © serait 
en général très-compliquée; et en négligeant la quantité 
how, il n’en résulte aucune erreur dans les limites des 
sommes ou des rapports. 


12. La dérivée d’une fonction peut servir à recon- 
naître dans quel sens varie cette fonction à partir d’une 
valeur quelconque de la variable dont elle dépend; ce 
qui est souvent utile. En effet, en désignant toujours par 
hk et kles accroissements correspondants de x et F (x) 
nous avons trouvé 


9 


4 = h AE —+- o |, 


u) étant infiniment petit en même temps que À. 

Or si F’(x) n'est pas nul pour la valeur x que l’on 
considère , w ayant pour limite zéro, finira par être con- 
stamment au-dessous de F’{(x) et le facteur F'(x) Lo 
sera de même signe que F’ (x). Donc k sera de même 
signe que 2, si F’(x) est positif, et de signe contraire . 
sal est négatif. Ainsi une fonction croît dans le même 
sens que Ja variable pour toutes les valeurs de x qui ren- 
dent sa dérivée positive, et en sens contraire pour celles 
qui la rendent négative. 

On reconnait encore facilement que de deux fonc- 
tions, celle-là croît le plus rapidement dont la dérivée 
est la plus grande. | 

En effet, soient les deux fonctions F (x), f(x); k et 
leurs accroïssements correspondants à l'accroissement 
de x; on aura 


LE (e Er 1, = 4[f' (x) ol, 


LS | 
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uw et w' étant infiniment petits avec 4. On üre de là 
RIZ AP (x) = f(x) tome], 


et puisque l’on suppose F”(x ) et tr (x ) inégales, le second 
membre finira par être de même signe que 


ATF'(z) —f'(+)]. 


Ainsi en supposant, par exemple, À positif, on aura 


A D ON A Ne EE 


Done la fonction qui augmente le plus rapidement avec 


x est celle dont la dérivée, par rapport à x, a la plus 
grande valeur. 


L TS n'4 FT ? . 
13. Nous avons vu que le rapport fixe L— était tou- 


jours compris entre le plus petit et le plus grand des r'ap- 


À $ Ê ; a: 
ports +) quelque près qu'ils soient de leurs limites, et, 


par conséquent , que ce rapport fixe était compris entre la 
plus petite et la plus grande de ces limites, qui sont les 
différentes valeurs que prend la dérivée F’ (2 quand x 
passe de x, à X. Si donc la fonction F’{x) est continue, 


c’est-à-dire si elle ne peut passer d’une valeur à une autre 


qu'en passant par toutes les intermédiaires, il y aura en- 


tre x, et X une certaine valeur "ai rendra F'(x (x) égal 


à la quantité intermédiaire + Désignant cette va- 


— a 
leur de x par x,, on aura ainsi 


Y— Fr, 


San) Où Y— Yo —(X—2) F'(x), 


ce qui revient à dire qu'entre les points de la courbe dont 
les coordonnées sont x, yo et X, Ÿ, il en existe un où la 


= 
ES 


DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES. 101 
tangente est parallèle à la corde qui joint les points ex- 
trêmes. 

Remarque. — Cette formule présente évidemment cette 
proposition importante démontrée tout à l’heure, et que 
nous énoncerons spécialement : 


Une expression dont la dérivée par rapport à x est 
nulle, quel que soit x, est nécessairement constante, 
c'est-à-dire indépendante de x. 


PUR ; 
714. L'équation 5 = F'(x) + w démontrée, quelle que 


soit la fonction F, peut se mettre sous la forme 
k = M, 


M désignant une fonction finie de x et de qui tend vers 
F'(x) quand tend vers zéro. 

Si, dans. cette fonction M, on changeait x en x +, 
elle subirait un accroissement qui, d’après la proposition 
générale, serait de la forme M, k, , M, désignant une fonc- 
tion de x, k et A, qui reste finie, quelque petits que soient 
het k;. Si l’on désigne par À, l’accroissement que subit 
alors k, on aura 


& = M, A. 


Si de même on change x en x + h3 dans M, , il croitra 
d'une quantité de la forme M, h,, M; étant une quantité 
finie dépendante de x, L, h;, h;3 désignant par k; l’ac- 
croissement de X,, on aura ainsi 


Fo pe M; hh, ne 


) . . . # L 
Et l’on pourrait continuer de même indéfiniment. 
. , . . ? 
Si l’on suppose que les accroissements successifs donnés 
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à X soient égaux, on aura « 
#—M4, k —=M X, 4 =M,#; 

et ainsi de suite indéfiniment. 

On arriverait ainsi à cette proposition générale : 

Un accroissement d’un ordre quelconque d’une fonc- 
lion, correspondant à un accroissement constant à chaque 
opération, et infiniment petit du premier ordre, de la va- 
riable dont elle dépend, est un infiniment petit d'un 
ordre égal au nombre de ces opérations. 


15. Ces accroissements de différents ordres peuvent 
facilement être représentés géométriquement par la con- 
sidération de la courbe dont x et y seraient les coordon- 
nées, 


Soient M (18. 29) un quelconque de ses points, 


À — PP’ — p'p” — PP” —. r 


ÿ 

M’, M”, M”, ete., les points de la courbe correspondants 
aux points P”, P”, P”, etc. En prolongeant la corde MM! 
jusqu'à l’ordonnée suivante en 1, on aurait, en menant 


MH, M’, etc., parallèles à AX, 
MH—4, IH —=NWH. 


Mais MH n’est autre chose que l'accroissement de yen 
partant de x+ L; donc il est ce que devient quand on 
ÿ change x en ++, et, par conséquent, M'H'—M'H 
où —IM" sera l'accroissement de k, que nous avons dé- 
signé par k.. 

Si l’on prolongeait maintenant M'M jusqu'à l’ordon- 
née suivante, on aurait une ligne correspondante à IM”, 
qui serait la valeur de k,, dans laquelle on changerait x 
en x + h, puisqu'on ferait les mêmes opérations en par- 
tant de M”, que l’on avait faites en partant de M. On au- 
rat donc l'accroissement de k, ou Æ,, en retranchant ces 
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deux lignes en les aflectant du signe convenable, et l’on 
formerait ainsi les accroissements des divers ordres suc- 
cessifs. 

On pourrait prendre une autre représentation géomé- 
trique d’une fonction et de ses différences successives 
k,k, k:,...: par exemple, supposer que x représente la 
longueur de l’arc d’une courbe et y le rayon vecteur cor- 
respondant, ou l’inclinaison de la tangente, ou toute autre 
grandeur dépendante de la longueur x de l'arc; on ferait 
croître l'arc par degrés égaux entre eux, et l’on considé- 
rerait les valeurs correspondantes de y sur lesquelles on 
ferait les opérations que nous venons d'indiquer dans le 
système de coordonnées rectilignes; mais les représenta- 
tions géométriques seraient beaucoup moins simples. 


Du problème réciproque. 


16. Dans ce qui précède, nous avons supposé que tous 
les points d’une courbe étaient donnés, soit par une 
équation, soit par un mode quelconque de génération , et 
nous nous proposions de trouver la tangente en un quel- 
conque de ces points. On pourrait réciproquement se 
donner l'équation générale ou un mode de génération de 
toutes les tangentes à une courbe inconnue, et se pro- 
poser de déterminer le point de la courbe qui se trouve 
sur une quelconque de ces tangentes. Ce problème inverse 
se résoudra au moyen de la remarque suivante. 

Le point de contact d’une tangente à une courbe quel- 
conque est la limite de son point de rencontre avec une 
tangente infiniment voisine. 

Soient, en effet, TMT'(/ig. 30) une tangente fixe, M son 
point de contact, M’ un point de la courbe, infiniment voi- 
sin de M, UM' la tangente en M' et I son point de rencontre 
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avec T'T, La corde MM! tend vers zéro lorsque M tend 
vers sa limite M, et c’est le plus grand côté du tri- 
angle MIM'; car, d’après la définition de la tangente, la 
sécante MM! tendant vers zéro fait avec la tangente en M 
ou M'un angle dont la limite est zéro; l'angle 1 opposé 
à MM! tend donc vers deux droits, et le côté MM, opposé 
au plus grand angle, est le plus grand du triangle. La dis- 
tance IM, plus petite que MM’, tend donc vers zéro; et, 
par conséquent, le point fixe M est la limite du point de 
rencontre I de la tangente en M avec une tangente infini- 
ment voisine. | 

De là résulte la solution du problème, qui consiste à 
déduire tous les points d’une courbe de la connaissance de 
toutes ses tangentes. Pour cela, on considérera l'une quel- 
conque de ces dernières, et l’on cherchera sa rencontre 
avec une tangente voisine d’après les équations connues 
de ces lignes, ou d’après la loi donnée de leur construc- 
tion ; on déterminera la limite de ce point lorsque la se- 
conde tangente s'approche indéfiniment de la première; 
on connaîtra ainsi le point de la courbe qui se trouve sur 
une tangente quelconque : le problème revient donc alors 
à une recherche ordinaire de lieu géométrique. 

Il est bien certain que, si l’on admet qu'il y ait une 
courbe tangente au système des lignes données, on la 
trouvera par le procédé que nous venons d'indiquer. Mais, 
si l’existence de cette courbe n'était pas admise, il est 
facile de reconnaître que celle que l’on obtient sera effec- 
tivement tangente à toutes les droites du système qui au- 
ront des points communs avec elle. En effet, considérons 
deux de ces droites telles, que dans le passage continu de 
l’une à l'autre chacune rencontre toujours celle qui suit, 
quelque voisine qu’elle en soit; faisons passer une courbe 
par tous les points de rencontre successifs de chacune 


LL Pocn + tit RE 
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d'elles et de celle qui la suit; cela peut se faire d’une infi- 
nité de manières : il suffira que la forme d’équation choisie 
renferme assez de constantes indéterminées. Or chaque 
droitetest coupée par celle qui la précède et par celle qui 
la suit en deux points qui sont d’autant plus près du point 
du lieu limite, que les droites sont plus voisines; la 
distance de ces deux points ou la corde interceptée par la 
droite dans la courbe variable peut donc devenir moindre 
que toute grandeur donnée, et, par conséquent, les 
droites du système sont aussi voisines qu'on voudra d’être 
tangentes à la courbe variable. Donc enfin la limite de 
cette dernière , ou le lieu des points limites est tangent à 
toutes les droites. 

Cette proposition est un cas particulier d’une plus gé- 
nérale que nous traiterons avec plus de détail par la suite. 
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CHAPITRE  XIIL 


APPLICATION DES MÉTHODES PRÉCÉDENTES A 
QUELQUES EXEMPLES. 


77. Parabole.— En la rapportant à son axe et à la 
tangente au sommet, son équation est 


Y}= 2p%X; 


la valeur de la sous-tangente TP ( fig. 31) a pour expres- 
sion, d’après la formule générale, 


h 
TP =ylhim: =. 


A AS PS à ct - s 
Pour trouver lim. Fe il faut exprimer que l'équation de 


la courbe est satisfaite par x + h, y + k, ainsi que par 
æx,7Yy3 ce qui donne 


P=ape, (y+)=2ple+), 
et, en retranchant les termes égaux 4 

2 4ÿ + #7 = 2ph. 
Divisant par #, il vient 


h 
2 + f—=2p;: 
en prenant les limites des deux membres 


+” Ag, 
27 = 2p lim, + d’où lim. 5 = 


Donc ‘ 
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La sous-tangente est donc double de l'abscisse du point 
de contact; ce qui donne une construction très-simple de 
la tangente. | 

Si au lieu de la sous-tangente on cherche l'angle MTX , 
on aura 


ANR 
tang MTX — hi. ee Fi 
De sorte que si l’on prend PN = p, l'angle cherché sera 
égal à PMN; la tangente sera donc perpendiculaire à MN. 
Cette dernière ligne est donc la normale, et la sous-nor- 
male est constante et égale à p; ce qui donne une con- 
struction simple de la normale et, par suite, de la tan- 
gente. 


18. Supposons maintenant la parabole rapportée à sa 
directrice et son foyer F, Les coordonnées seront un 
rayon vecteur et une abscisse, et l'équation sera 

hote He pe Le 

2 
On aura alors k—hA. et en prenant deux quantités 
égales quelconques PH, MQ , et élevant en H et Q des 
. perpendiculaires à AX, FQ, on aura un point $ de la 
tangente. On voit que la ligne MS partage en deux parties 
égales l'angle de FQ avec une parallèle MI à l'axe, vu 
l'égalité des deux triangles SMQ, SMI. Cette propriété 


donne une autre construction fort simple de la tangente. 


19. Ellipse et hyperbole. — L’ellipse rapportée à ses 


axes a pour équation 
a?y°? + b'x?— u? b’. 
à | ne k 
Pour avoir la limite du rapport j? on remplacera x 
(4 


et y par x +h, y +, et, en retranchant les deux 
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équations, on aura 
2ayk + ak+ 2bxh + b'h = 0, 


et, en divisant par k, 
(ea: y+ak)T + 207x + b'h=—o. 


Prenant les limites de tous les termes, on aura, d’après 
le principe fondamental des limites, 


2a?y lim SA 2 bats 
h TE 


d'où 
L ke rt an 
SR a eye tango, 
w désignant l’angle de la tangente avec l’axe des x. 
Le même calcul, fait en partant de: l'équation de 


l'hyperbole a° y — b° x? = — a? b°, donnerait évidem- 
ment 
bx 
tango — —. 
or 


80. Considérons maintenant l'ellipse rapportée à ses 
deux foyers; son équation sera 


PES 
T+TrT = 24, 
et l’on aura 
4 ax ce h. 


Si donc on prend sur FM prolongé ( fig. 32) une quan- 
tité arbitraire MH; que de M vers F’ on prenne une 
quantité égale MK ; qu'en H et K on élève des perpen- 
diculaires à FM, F'M, et qu’on joigne leur point de 
rencontre S au point M, on aura la tangente à l’ellipse: 


| 


# 


Il est évident qu’elle partage l’angle HMF’ des rayons 


vecteurs en deux parties égales. 
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S'il s'agissait d’une hyperbole, on aurait 
Mot 20, Ah, 


on devrait donc alors porter au delà de M une longueur 
MK! = MH et élever en H et K’ des perpendiculaires 
aux rayons vecteurs, puis joindre leur point de ren- 
contre S/ au point donné M, et l’on aurait la tangente. 
On voit qu'elle divise l’angle HMK” en deux parties 
égales. 


81. Exemple de coordonnées angulaires. — Consi- 
dérons maintenant le système de coordonnées où un 
point M (fig. 33) est déterminé par les angles &, 6, que 
les droites menées de ce point à deux points fixes A, B 
forment avec AB, et prenons l'équation simple 


xa+6—a, 


qui représente un segment capable du supplément de a, 
et décrit sur la corde AB. On aura alors 


k=— h, 


et l’on devra prendre (n° 67) deux longueurs MP, MI, 
ÿ MP sin MB ; 

telles que Mn — eue — ya” de construire sur elles 
un parallélogramme MPSI ; la diagonale MS sera la tan- 
gente. Or les deux triangles AMB, MIS, ayant un angle 
égal compris entre côtés proportionnels, sont semblables: 
d'où il suit que l'angle IMS est égal à &, et que MSI ou 
TMA est égal à 6. 

La tangente fait donc avec chacun des côtés MA, MB 
un angle égal à celui que l’autre fait avec la base AB, 
comme cela est évident par la mesure des angles. 


82. Spirale d’'Archimède. — Soient OX (fig. 34) la 


direction à partir de laquelle on compte les angles 8; O le 
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pôle, M un point quelconque de la courbe, OM = 7, 
et a une ligne donnée; l’équation de cette courbe est 


l'angle OMT de la tangente avec OM est donné par la 
formule générale 


tango — r lim. -: 


Or, d’après l'équation de la spirale, on a 


RIT GRS 


donc, w étant OMT, 


x 
tang OMT — 7 —< 0: 


Si l’on mène la normale MN et la perpendiculaire NOT 
à OM, les lignes OT, ON sont, dans le système des coor- 
données polaires, la sous-tangente et la sous-normale : 
dans le cas actuel, on aura 

ee 

OM 
OT = rtans OMT = 70 ONE 


OT æee | « fà 

La sous-normale est donc constante, ce qui donne une 
construction bien simple de la normale et, par suite, de 
la tangente. e 

Le rayon vecteur OM augmentant indéfiniment avec 6, 
et ON restant constant, l’angle OMN tend vers zéro; le 
rayon vecteur tend donc indéfiniment à être perpendi- 
culaire à la tangente, sans le devenir jamais. 

Archimède, au lieu de la sous-normale, avait cherché 
la sous-tangenie; il avait démontré que sa longueur étail« 
égale à l’arc de cercle MR décrit de O comme centre 
avec OM pour rayon, et terminé à l'axe OX, ce qui n'est 
autre chose que rô, comme nous l'avons trouvé. 


Ne 
+ 4 x 
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83. Spirale logarithmique. — L'équation de cette spi- 
rale est, en désignant par m une ligne donnée, et par a 
un nombre que nous supposerons plus grand que l’unité, 


6 0 
TRIO 


En considérant les valeurs négatives de 0 comme devant 
ètre portées en sens contraire des positives, on a une 
infinité de spires convergeant vers le point À (fig. 35), 
qu'on nomme pour cela asymptotique. Les valeurs posi- 
ives de 0 donnent une infinité de spires qui s agrandissent 
indéfiniment. Pour avoir l’angle AMT de la tangente avec 
le rayon vecteur AM, il faut chercher la limite du rap- 
port des accroissements k et L de r'et 4, et diviser r par 
cette limite. 

Or on a 


et nous avons fait voir (n° 36) que la limite d’une expres- 


à bu— 1 : log b 
sion de la forme ———; lorsque u tend vers zéro, est : 
7 log e 
d ..  ah— 1  loga al 
Il en résulte que im. —— — — la, en désignant par 
le log e 


la caractéristique / les logarithmes pris dans la base de 


Te , VE G] 
Néper; et, par conséquent , lim. > na le 
2 


On aura donc 


tang AMT — r : 


. a 


ainsi tous les rayons partant de À sont égalemenñt incii- 
nés sur la spirale. 


Exemple où l’on n'emploie pas l'équation de la courbe 


84. Cycloïde.— D’après la génération de cette courbe, 
nous avons vu (n° 37) qu'il fallait, pour en avoir un 
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point quelconque M (fig. 11), prendre à parür de son ori-! 
gine À une longueur arbitraire AT, tracer le cercle géné- 
rateur tangent en T à l’axe AB et prendre l’arc TM égal à 
AT.Ces deux lignes ATet TM constituent bien un système 
de coordonnées, dans le sens le plus général du mot, et 
l'équation de la courbe serait TM = AT ; mais les équa- 
tions seraient si compliquées en l’employant pour d’au- 
tres courbes, que nous n’avons pas dü le considérer dans 
les méthodes générales exposées précédemment. 

Nous avons vu encore que, pour passer du point M à 
un autre point M’, il suffisait de prendre sur le cer- 
cle TM un arc MI, mener par I une parallèle à AB et 
prendre IM = MI. 

Cela posé, menons les cordes MI, MM; la tangente en 
M à la cycloïde sera la limite de la direction MM'; et la 
limite de la direction MI sera la tangente au cercle TM. 
Mais dans le triangle MIM, le rapport des sinus des 

/ 
angles en M,M' est celui des côtés MI, IM ou a et la 
limite de ce dernier ne sera pas changée si l’on remplace 
la corde MI par l'arc de cercle sous-tendu, dont le rap- 

4 
arcMI 
donc la limite du rapport des sinus de M et M'est 1, et 
par conséquent les limites des sinus sont égales; et 
comme l'angle I de ce triangle a pour limite celui de la 
tangente en M au cercle avec MR, il en résulte que les 
limites des deux angles M, M’ sont égales à la moitié du 
supplément de ce dernier, ou à l’angle UMQ. Donc MU 


est la tangente, et MT la normale. 


port à la corde a pour limite l'unité. Mais 


85. Conchoïde. — Supposons que d’un point donné"A 
(J18. 36) on mène à un point quelconque M d’une courbe 
donnée une droite sur laquelle on porte une longueur 


END dr ir LU 
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constante MN, on formera une nouvelle courbe; on pro- 
pose de lui mener la tangente NU en un point quelcon- 
que N, connaissant la tangente MT au point correspon- 
dant M de la première. ‘ 

Soient M’, N’ deux points correspondants des deux 
courbes , infiniment voisins de M et N ; il s’agit d’avoir la 
limite de la direction de la droite NN; décrivons de A 

_ comme centre les arcs MH, NK ; comme NT N'= MN; on 
aura HM/— KN'. Dans ee A rectilignes M M H, 
NN'K, les angles H, K ont pour None des angles ne 
l'angle M' a pour limite TMA , N'a pour limite UNA , et 
c'est ce dernier qu il faut déterminer. 

Or on a 

sin N’ NK sin M’ MH 
SnN  KN° snM  HM'° 


d’où 


sinN’ sinM' 
—— ; —— :: NK : MH :: AN : AM, 
sinN sinM 


et passant aux limites, 
tang UNA : tang TMA :: AN : AM. 


Connaissant tang UNA , on construira facilement la 
tangente NU. 

Lorsque la courbe donnée se réduit à une TR 
droite XY, la seconde devient celle qu’on appelle con- 
choïde, imaginée par Nicomède pour la construction 
du problème des deux moyennes proportionnelles. Dans 
ce cas, l’angle TMA (fig. 37) est XMA, et sa tangente est 
AB 
BM 
précédente devient alors 


5° AB étant perpendiculaire sur XY. La proportion 


AB. 
tang UNA : EN : ANA AQ% AR: 
L 
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d’où 
AQ 
BM 
Si donc on prend BE — AQ, BME sera l'angle 
cherché UNA. 


86. Cyssoïde. — Soient AB ( fig. 38) le diamètre d’un 
cercle donné; BU sa tangente en B; AV une sécante 
quelconque partant de A; M son point de rencontre 
avec le cercle. Si l’on prend VN — AM, le lieu des 
points N est la cyssoïde de Dioclès, que ce géomètre 
d'Alexandrie imagina encore pour le problème des deux 


tang UNA — 


moyennes. 

Soit la sécante infiniment voisine AM'N°V'; NN’ 
sera la sécante à la cyssoïde, et sa limite sera la tangente 
cherchée. 

Décrivons de À comme centre les ares de cercle M’H, 
NI, VK; le point en passant en N'5se sera éloigné de A 
de la quantité KV'+ MH; puis, qu'on porte, à-partir 
de l'extrémité V' qui s’est éloignée de la quantité KV, 
une longueur moindre que AM de MH. 

Dans le triangle rectiligne NIN’, l’angle [ tend vers » 
un angle droit, et par conséquent les deux autres N, N’ 
vers des limites complémentaires ; il en sera de même dans 


les triangles MM/H, NN'I, en H et K. Or on a 
sin N IN HM+KV' HM  HM MH HM AM! 


Sin N° IN IN IN MH IN MH AN? 
KV’ LH RV7. KV, KV IMAM 
IN KV IN KV AN 
Considérons maintenant les triangles rectilhignes M'EM, 
KVV’, et représentant leurs angles par la seule lettre du 
sommet, on aura 
| HM  sinM KV sinV 


MH sinM’ KY mn sin v’ 


ER er a 
# d "+ 
u Ke + + 
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Cela posé, désignons par o la limite de l'angle N’, ou 

l'angle de la tangente à la cyssoïde avec son rayon vec- 

teur AN, et par 8 l'angle MAB; nous trouverons immé- 
diatement, en passant aux limites, 


(AM-+ AV) MB 


cot “aus tang 0 + AN tang 0 
n re Enes 4 EE 0 —— 
ë b AN AM’ 


AN | AN 
ce qui se construira facilement. 


87. Quadratrice. — Soient A ( fig. 39) le centre d’un 
cercle, CB un quadrant. Supposons un rayon qui se 
meuve uniformément de AB en AC, et une ligne qui se 
meuve parallèlement à AB d’un mouvement uniforme, 
en partant de cette première position en même temps 
que le rayon mobile et arrivant en même temps que lui 
en C; les intersections successives de ces deux lignes 
mobiles formeut un lieu qu'on nomme la quadratrice : 
elle porte le nom de Dinostrate, soit que ce géomètre 
l'ait imaginée, soit seulement qu'il lait appliquée à la 
quadrature du cercle. 

Cela posé, proposons-nous de mener la tangente en 
un point quelconque M de cette courbe. Soit M' un point 
infiniment voisin, de la même courbe; il s’agit de trouver 
la limite de la direction MM, ou la limite de l'angle 
M'MP. Abaissons M'T perpendiculaire sur MP. D’après 
la loi du mouvement angulaire de AN, et du mouvement 
de translation de PM, on aura la proportion 


M'AM: = :: P'P : AC :: MI: AC. 
Or 
MI — MM sin MM, 
inM' AM 
MENT AM PS, 
sin AM'M 


Ô. 
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donc 
MI  AMsinM'MI 
sin MAM sin AMM 


Prenons les limites des deux membres. On pourra, sans 
changer celle du premier, remplacer le sinus par l’angle, 
et, d’après la première proportion, on trouve pour 
AC 


, 2 
résultat 


T 
Désignons par © la limite de l’angle M’MH, celle de 
AM'M sera PMN — w, et l’on aura 


sin © 2 AC 


sin (PMN —w)  rAM 


Cette équation donne immédiatement la valeur de tang w. 
Mais elle fournit aussi une construction simple de la 
tangente, puisque cette ligne divise l’angle connu PMN 
en deux parties dont le rapport des sinus est connu et 
égal à celui du cercle au quart de sa circonférence. Il 
suffit de déterminer un point dans cet angle tel, que le 
rapport des perpendiculaires abaissées de ce point sur les 
deux côtés de l'angle soit celui de deux lignes données, 
ce qui n'offre aucune dificulté. 

La solution de ce problème dépend, comme on le voit, 
du rapport de la circonférence au diamètre, ou de la 
quadrature du cercle. 

Lorsque le rayon AN a décrit un angle Re il est 
évident que le point M se trouve en C ; l’angle PMN 
devient droit et l’équation ci-dessus devient 


2 
Lang © — —» 
13 


ce qui donne Îa direction de la tangente en C. 
Si l’on voulait connaître la position de M au moment 
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du départ, où les deux droites mobiles se confondent 
avec AB, il faudrait chercher la limite de AM quand 
l'angle NAB tendrait vers zéro. Or on a, pour un point 
quelconque du lieu, en désignant l’angle NAB par 8 et 
AM par 7, 


T sin 0 


We, 2 AC 
La limite de r est donc ; et, portant cette valeur 


de À en S, le point S appartiendra à la cyssoïde. 


Exemples de la détermination des points d'une courbe 
par ses tangentes. 


88. 1‘ Exempze. — On donne deux points fixes B, C 
(fig. 40) sur deux droites indéfinies AX, AY. Une 
droite MN se meut de manière que l’on ait constamment 
la proportion BM : MA :: AN : NC. Trouver la courbe 
à laquelle elle est constamment tangente. 

Pour cela on cherchera : 

1°. La limite du point de rencontre d’une quelconque 
de ces droites avec les droites infiniment voisines; 

2°. Le lieu de ces points limites, pour toutes les posi- 


tions de MN. 


1°, Soient 
DZ ADR Dj AN —u,; AM— p, 
on aura, pour toutes les positions de MN : 
b—p:viiu:a—u, d'où a+ bu — ab, 
et pour la position M'N’, on aura 


a(o—MM)+ b(u + NN')= ab; 
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d’où résulte 
MM. 6 


b.NN'— aM'M — Lt 
a oO ou NN ;. 


9 


et le point O, limite de O, sera déterminé par la li- 


: 10 t MO 
mite du rapport a | 
Si par M’ on mène une droite M'I parallèle à AX, la 


limite de 1Q sérä précisément la même que celle de D 
ON ON 


! 


où x: €t l’on aura cette suite d’égalités 
10 MI MI MM «b 
ON NN MM NN va 
Donc 
MO’ bu 
NO’  & 


2°. Les coordonnées x, y du point O’ ainsi déterminé, 
satisferont aux proportions suivantes : 
Lu x22bUE CR? 
et 


DT TV. LU TX, OU UN FPE UM: 


EÉliminant uw et v entre ces deux équations et la pre- 
mière av + bu — ab, on trouve pour équation du lieu 


(ay — bx — ab} = {ab'x 
ou 
(ay — bx} — 2a*by — 2ab'x + ab? = 0, 


ce qui détermine une parabole tangente en B et C aux 


deux droites AY, AX. 


89. 2° Exempre. — Une droite mobile MN coupe 


4 
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deux droites fixes AX, AY de telle sorte, que AM + AN. 
soit égale à une constante a. Trouver la courbe à la- 
quelle elle est constamment tangente. 

Si l’on pose AN = u, AM = v, la condition donnée- 
sera exprimée par l'équation 


U+ V0 —=a. 


La droite MN est donc déterminée par une équation: 
qui n’est qu'un cas particulier de la précédente, et cor- 
respond à b — a. 

La solution de la question proposée s’obtiendra donc 
en faisant b = a dans celle de la précédente, ce qui don- 
nera 


(a+x—y)} = 4ax. 


90. 3° Exempze. — La droite MN (fig. 41) se meut de 
telle sorte, que le triangle AMN qu’elle détermine par ses 
intersections avec les lignes données AX , AY ait une aire 
constante ; on demande la courbe à laquelle elle est con- 
stamment tangente. 

Pour cela, il faudra d’abord déterminer la limite I du 
point où cette droite, dans une quelconque de ses posi- 
tions, est rencontrée par une droite qui s'en approche 
indéfiniment, en satisfaisant constamment à la condition 
de l'aire inyariable; et ce point I étant connu, pour une 
position quelconque de MN, on cherchera le lieu de ses 
points, pour toutes les positions de cette droite. 

1°. Soit O l'intersection de la droîte MN par une autre 
infiniment voisine M'N’. 

Les deux triangles MOM', NON’ seront équivalents, et 
comme ils ont l’angle égal O, on aura 


MO.M'0 = NO.N'0, 


120 LIVRE I. 
et passant à Ja limite, 
ME = Nf. 
Le point I est donc le milieu de MN. 
2°. Pour avoir le lieu des points I relatifs à toutes les 
positions que prend MN, en supposant que le triangle 
AMN soit constant, ou que l’on ait AM.AN—7n°; soient . 
x, y les coordonnées de I, on aura 
AM=0Yy, ANR Er, 
et par suite 
m° 
4 xy = In. OU. AR 
4 
Le lieu est donc une hyperbole ayant pour asymp- 
totes AX , AY. | 


91. 4° Exemrze. — Une droite MN (fi8.42), qui 
a une longueur constante m, se meut de manière que 
ses extrémités restent sur les côtés d’un angle droit 
YAX; on demande la courbe à laquelle elle est toujours 
tangente. 

Soit M'N’une position infiniment voisine de MN, ces. 
lignes se coupent en O, et il s’agit de trouver la limite I 
de ce point. On la connaîtra si l’on détermine la limite 


MONT MI 
du rapport ON qui ne sera auire que IN . 


Si de O, comme centre, on décrit les arcs de cercle 


M'H,NK, on aura MH — KN', puisque M'N'=— MN; 


MO sa : "SR 
et comme le rapport Ge évidemment la même limite 


HO . ; 7 : 
que 57? il suffit de connaître cette dernière qui est la 


même , d’après les triangles semblables, que celle du rap= 
port des cordes M'H, NK. Or ce dernier est facile à obte- 
nir au moyen des triangles rectilignes infiniment petits 


Di: na 
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MM'H, NN/K. Si l’on désigne leurs angles par la lettre 


du sommet , on aura 


MH _smM NK sin N’ 
MH  sioM” KN  sinN 
d’où 
sin M sin N’. 
MH:NK ::——,: —:. 
sinM'°sinN 
Mais les angles H et K ayant pour limite des angles droits, 
les limites de leurs angles aigus sont complémentaires. 
Ainsi la limite de M’ est le complément de M; d’ailleurs 
la imite de N’ est MNA ; donc la limite de N sera com- 
plément de MNA. De sorte qu'en égalant les limites dés 
rapports de la dernière proportion, on aura 
M'H tang M 


ne M; 
UNK  tangMNA 


donc 
MI AN 
IN AM 


Ceci donne une construction facile du point I; car si 
on abaisse de À une perpendiculaire AP sur MN, le rap- 


a 


port des deux segments NP, PM étant se sera égal à 
AM 


MI ; 
pu < Par conséquent, NI — MP; le point P détermine 


_ donc immédiatement le point I du lieu cherché. 
+ #4 e° ” LA 
L'équation précédente donne, en remarquant que 


AN + AM = m° et MI + IN = mm, 
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d’où il est facile de déduire les SprAPRDERS x, y du point 
M,carona 


donc 


et l'on aura l’équation entre x, y en éliminant AM, AN 


—— 2 ———— 
entre ces deux équations et la suivante AM + AN = m°. 
On trouve immédiatement 


2 2 2 


+ y = im, 
qui est l'équation du lieu demandé. 


92. Il peut se faire que les considérations géométriques 
soient moins commodes que le calcul algébrique , et voici 
la marche qu'il faut suivre alors. 

L'équation générale des droites données renferme un 
paramètre qui change de l’une à l’autre. Soit & ce para- 
mètre; cette équation sera donc de la forme 


Y=axF(a)+/f(a), 


F et f désignant des fonctions connues. 
Changeant a en a+h, on aura l’équation d'une 
droite voisine, qui sera 


y=axF(a+h)+f(a+h); 


l’abscisse du point de rencontre sera donc donnée par l’é- 
quation suivante : 


xz{F(a+h)—F(a)]+f(a+h) — f\8)=0; 


Il faut maintenant faire tendre vers zéro et chercher 
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la limite de x; ce sera l'abscisse du point cherché, et 
l'équation de la droite fera connaître par suite l'ordonnée. 

Mais si on laissait l'équation sous cette forme, elle 
n'apprendrait rien en prenant les limites de ces deux 
membres , puisqu'on ne trouverait autre chose que o — 0. 
Le plus ordinairement il est facile de voir les réductions 
qui s’opèrent par les soustractions indiquées, et on re- 
connaît un facteur commun À à tous les termes ; en le 
supprimant et passant aux limites des deux membres, 6n 
obtient alors la valeur limite de x. Maïs rien n'est plus 
facile que de formuler le résultat en général. En effet, si 
l’on divise par 2 tous les termes de la dernière équation, 
et qu'on prenne ensuite les limites, on trouvera, d’après 
la définition de la notation des dérivées des fonctions, 


xzF'(a)+f'(a) = 


Cette équation jointe à la premièrey = xF (a) +F(a), 
détermine les deux coordonnées du point du lieu, et 
équation du lieu lui-même résultera de l'élimination 
de a entre ces deux équations. Si, pour la facilité des 
calculs, on né réduisait pas à l'unité le coeficient de y, 
on aurait trois fonctions de a au lieu de deux, et l’on 
procéderait d’une manière tout à fait semblable. 

Prenons , par exemple, le cas traité précédemment, où 
les droites mobiles jouissent de la propriété de détermi- 
ner sur les côtés d’un angle YAX des segments dont la 
somme soit égale à une constante a. 

Si l’on désigne par & le segment de l’axe des x, Pautre 
sera a — « , et l'équation générale des droites 


ay +(a—a)x—=a(a— x); 


changeant & en à + h , il vient, en retranchant les deux 
équations membre à membre, 


YhR—= xh=ahk— 2h — h?, 


sn 
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ou, en divisant par k, 
Y—x=a—2a— he 


Cette équation, conjointement avec la première, déter- 
mine le point de rencontre qui varie avec k. On aura sa 
limite en supposant À—0o; ce qui réduit là seconde 
équation à 

Y—r—=a—20c, 


et l’on voit que c’est comme si l’on avait pris les dérivées 
par rapport à & de tous les termes de la première. 

L'élimination du paramètre « entre ces deux équations 
donne l'équation suivante : 


(a+ x—y) —=4ax, 


qui est celle du lieu et coïncide avec celle qui a été trou- 
vée dans le second exemple. Nous généraliserons ces théo- 
ries par la suite; nous nous écarterions de notre objet 
en nous y arrêtant plus longtemps. 
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CHAPITRE XIV. 


DE LA LONGUEUR DES LIGNES COURBES, ET DE L’AIRE 
DES SURFACES COURBES. 


93. Longueur des courbes. — La notion de longueur 
est une de celles qui ne sont pas susceptibles de défini- 
tion; mais, comme nous avons déjà eu plusieurs fois oc- 
casion de le dire, ce qu’il est toujours indispensable de 
définir, c’est l'égalité et l’addition des quantités que l’on 
considère, sans quoi elles ne pourraient donner lieu à au- 
cune comparaison ni raisonnement précis. 

L'égalité en géométrie se définit par la possibilité de la 
coïncidence. Il n’y a donc aucune difiiculté à se faire idée 
de droites égales ou d’ares égaux dans des cercles de même 
rayon. L’addition se faisant en portant les lignes à la suite 
les unes des autres dans des directions arbitraires, on 
conçoit ce que c’est qu'une ligne brisée double, triple 
d’une autre, et en général dans un rapport quelconque 
avec une autre ligne droite ou brisée. Il en est de même 
pour les arcs de cercles de même rayon, comparés entre 
eux. | 1 

Maïs quand il s’agit de lignes courbes quelconques, 
égalité ne peut plus exister; la superposition étant im- 
possible, il peut tout au plus y avoir équivalence. Mais 
qu'est-ce que deux arcs équivalents; et en particulier 
qu'est-ce que la longueur d’un arc de courbe rapportée à 
une ligne droite? La définition générale au moyen de la- 
quelle la notion de longueur est ramenée au cas de la ligne 
droite, est la suivante : 

La longueur d’un arc de courbe est la limite vers 
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laquelle tend le périmètre d’un polygone inscrit dans 
cet arc, et dont les côtés tendent indéfiniment vers 
zéro. | 

Mais il faut démontrer que cette limite existe et est 
unique, quelle que soit la loi suivant laquelle les côtés 
de ce polygone tendent vers zéro. Nous pouvons supposer 
que l’arc soit convexe dans toute son étendue, c’est-à-dire 
ne puisse être coupé par une droite en plus de deux 
points. S’il en était autrement, on le partagerait en plu- 
sieurs parties séparément convexes : il en sera de même 
des polygones inscrits. Cette condition n’est nullement 
indispensable, mais elle facilite les raisonnements. 

Cela posé, concevons d’abord qu'il n’y ait que deux 
cordes inscrites dans l’arc convexe que l’on considère ; 
puis inscrivons-en deux dans chacune des deux subdivi- 
sions de cet arc, et de même deux dans chacune des nou- 
velles subdivisions, et ainsi de suite indéfiniment, de 
sorte que le nombre des côtés soit exprimé par la formule 
2", n croissant indéfiniment. Le périmètre croîtra con 
stamment; et comme on peut facilement assigner une 
quantité finie au-dessous de laquelle il reste toujours, äl 
tendra évidemment vers une certaine limite. Il reste à dé- 
montrer que tout autre mode de division de l’are condui-= 
rait à la même limite. 

Considérons, en effet, deux polygones inscrits ayant 
les côtés extrêmement petits, l’un appartenant à la série 
que nous venons de désigner, et le second corresponglant 
à toute autre loi d'inscription ; menons des ordonnées par 
tous les sommets de l’un et de l’autre : les deux périmètres 
seront partagés par ces ordonnées en un même nombre de 
parties, et celles qui sont comprises entre deux ordonnées 
consécutives ont un rapport d'autant plus près de l'unité; 
que les côtés seront plus petits; car leurs directions difés 
reront infiniment peu de celle de la tangente voisine. D'où 


RRErTEST 


ri = AT a 
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DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES. 127 


il suit que le rapport des deux périmètres tend indéfini- 
ment vers l’unité à mesure que les côtés tendent vers zéro. 
La limite obtenue par le premier mode de subdivision est 
donc la même que pour tout autre. 

Il est bon d'observer qu'on trouverait encore la même 
limite si les sommets du polygone n'étaient pas sur la 
courbe même, mais en étaient infiniment voisins, et que 
les côtés eussent toujours pour limites de leurs directions 
celles des tangentes aux points infiniment voisins. On 
pourrait encore considérer des polygones circonscrits à la 
courbe; on pourrait même prendre une suite de lignes sé- 
parées les unes des autres. Imaginons, par exemple, des 
parallèles qui coupent l'arc de courbe et soient infiniment 
voisines les unes des autres; si par chaque point de divi- 
sion on mène une tangente, la suite discontinue des por- 
tions de ces tangentes comprises entre le point de contact 
et la parallèle voisine aura, d’après les raisonnements 
précédents, la même limite que le périmètre inscrit. Ce 
procédé a été employé par Fermat. On trouverait encore 
bien d’autres manières de parvenir à la même limite par 
des sommes de lignes droites; la seule condition néces- 
saire est que ces sommes et les périmètres inscrits se 
composent d'éléments correspondants dont le rapport ait 
l’unité pour limite. 

Remarque. — Zout polygone circonscrit à un arc de 
courbe convexe est plus grand que cet arc. Car si entre 
deux points de contact consécutifs quelconques on mène 
une tangente, il en résultera un polygone circonscrit d’un 
périmètre moindre que le précédent. En agissant de même 
pour ce nouveau polygone, et ainsi de suite indéfiniment, 
le périmètre de ces polygones va toujours en diminuant 
et a pour limite la longueur de l’arc. Donc cette longueur 
est moindre que celle du polygone circonscrit quelconque 
d'où lon était parti. Un raisonnement analogue prouve 
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que la longueur de l'arc est plus grande que celle de tout 
polygone inscrit. 

Il résulte de là que tout arc convexe est moindre qu’une 
ligne quelconque qui l'enveloppe, en partant des mêmes 
extrémités. Il suffit en effet de concevoir un polygone cir- 
conscrit au premier arc et ayant les côtés assez peits 
pour n'avoir aucun point commun avec le second et un 
polygone inscrit à celui-ci et qui enveloppe le premier. 
Ce dernier sera moindre que celui qui l'enveloppe, comme 
on le prouve dans la géométrie élémentaire; donc; à plus 
forte raison, l’arc inscrit sera moindre que l’arc circon- 
scrit au plus grand polygone. 

On verrait de la mème manière qu'une courbe convexe 
fermée est moindre que toute ligne qui l'enveloppe. 

Voici encore une remarque qui n'est pas sans utilité. 
Soient AB ( fig. 43) un arc convexe quelconque, AC une 
droite menée de l'extrémité À et ayant même projection 
AP sur une ligne AU. Si toutes les tangentes de A en B 
forment avec AU des angles aigus plus petits que CAU; 
la longueur AC sera plus grande que celle de l’arc AB: 
En effet, si l’on conçoit un polygone circonscrit à AB et 
dont les points de contact extrèmes soient A et B, il sera 
plus grand que l’arc; mais il sera plus petit que AC, car 
si par tous les sommets on mène des parallèles à PBC; 
les parties de AC comprises entre ces parallèles seront 
plus grandes que les côtés correspondants du polygone 
qui font avec AU des angles aigus plus petits; la ligne AC 
est donc plus grande que l’arc AB. 

On verrait semblablement que si les tangentes en tous 
les points de À en B, font avec AU des angles aigus plus 
grands que CAU, la droite AC’ sera plus petite que l’arc 
AB. Car on pourrait inscrire dans l’arc un polygone dont 
les côtés auraient des directions assez voisines de celles 
des tangenies pour que leurs angles avec AU fussent 
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plus grands que C'AU. Ce polygone serait alors plus 
gfand que AC, et, à plus forte raison, l'arc AB le serait 


aussi. 


9%, Aire des surfaces courbes. — Nous appellerons 
aire d'une portion de surface courbe, la limite vers la- 
quelle tend celle d’un polyèdre inscrit dont les faces 
sont infiniment petites dans tous les sens. 

Il est encore nécessaire de démontrer que cette limite 
existe, et est unique quelle que soit la figure des faces du 
polyèdre et la loi de leur décroissement. 

Pour cela, il faut admetire la notion du plan tangent 
à une surface. On démontre dans la géométrie élémen- 
taire que toutes les tangentes à une surface, menées par 
un quelconque de ses points, sont dans un même plan, et, 
par suite, que si par ce point et deux autres infiniment 
voisins pris sur la surface et non en ligne droite avec lui, 
on fait passer un plan, ce plan tend vers une limite dé- 
terminée à mesure que les deux points variables se rap-- 
prochent du premier; ce plan limite qui contient deux 
tangentes, et qui, par conséquent, ne diffère pas de celui 
qui est le lieu de toutes les tangentes, est ce qu’on nomme 
le plan tangent. Au reste, nous reviendrons plus tard 
sur ce point. 

Cela posé, concevons Ton polyèdres inscrits dont les 
faces aient des dimensions infiniment petites, l’un faisant 
partie de la première série de faces triangulaires, l’autre 
d'une série arbitraire. Si par tous les côtés de ces deux 
polyèdres on abaisse des plans perpendiculaires sur un 
mème plan fixe, les faces se trouveront décomposées en 
parties planes ayant des projections égales sur le plan 
fixe et qui seront, par conséquent, entre elles en raison 
inverse des cosinus des angles que leurs plans forment 
avec le plan de projection. Mais ces plans font un très- 
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petit angle entre eux, puisqu'ils ont des directions très- 
voisines de celle d’un même plan tangent , et la limite de 
leur angle est zéro; donc la limite du rapport de deux 
parties correspondantes quelconques des deux surfaces 
polyédriques est l'unité; donc si l’une des surfaces tend 
vers une limite, l’autre tendra vers la même. 


95. Les mêmes raisonnements prouveraient que l'aire 
d’un polyèdre circonscrit dont les faces ont des dimen- 
sions tendant vers zéro a la même limite que les polyèdres 
inscrits. Et il n’est pas même nécessaire qu'il y ait con- 
tinuité dans sa surface; on pourrait, par exemple, con- 
cevoir deux séries de plans parallèles infiniment voisins 
partageant la surface en parties infiniment petites dans 
tous les sens, puis par un point pris dans chacune de ces 
parties mener un plan tangent terminé aux quatre plans 
entre lesquels se trouve le point de contact. La surface 
discontinue formée par l’ensemble de ces parallélogram- 
mes tangents aurait encore la mème limite que toutes les 
précédentes, et l’on pourrait encore varier beaucoup la 
loi de ces surfaces sans cesser de trouver pour Himite l'aire 
de la surface. és 

Il suffit donc de démontrer qu'au moyen de l’un de ces 
procédés, et en suivant une loi particulière, choisie à vo- 
lonté, on tendrait vers une limite déterminée , pour qu'il 
soit établi que tout autre procédé et toute autre loi don- 
neraient la même limite. Or c'est ce qu'il est facile de 
faire voir. 

En effet, concevons un plan tel, qu’en y projetant la 
surface donnée il ne se trouve pas deux de ses points ayant 
«mème projection, ce qui est toujours possible en parta- 
geant, s’il le faut, cette surface en plusieurs portions. Sup 
posons ensuite une série de plans parallèles entre eux, 
perpendiculaires au premier et distanis les uns des autres 


CR 
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d’une quantité infiniment petite «, puis une seconde sé- 
rie de plans parallèles, distants les uns des autres d’une 
quantité infiniment petite 6, perpendiculaires au premier 
plan de projection ainsi qu'à ceux de la première série. 


. La surface se trouvera décomposée en parties dont la pro- 


jéction sera égale à «6; et si en un point d’une de ces 
parties on mène le plan tangent et qu'on désigne par w 
lPangle qu'il fait avec le plan de projection, la partie de 
ce plan comprise entre les quatre plans infiniment voi- 


sins qui partent de la base a6 aura pour mesure 
COS w 


Elle sera donc égale au volume d’un parallélipipède qui 


aurait même base «6 et pour hauteur . Si donc à 


© 


chaque point de la surface on fait correspondre sur la 
même ligne projetante un point ayant pour ordonnée 


1 Sr 
Z—= » On engendrera ainsi une seconde surface dont 
COS w 


la projection sera terminée au même contour. Le volume 
compris entre cette surface et le cylindre qui a pour base 
sa projection est, comme nous l'avons vu, la limite de la 
somme des parallélipipèdes z «6 , dont les bases 6 sont 
prises dans toute l'étendue de la base du cylindre; ce vo- 
lume peut donc être représenté par lim 2%, cette 
somme n'étant autre que celle qui se rapporte aux aires 
des parallélogrammes situés dans les plans tangenis à la 
surface. Donc enfin celle-ci a une limite, comme nous 


nous proposions de le démontrer. 


La définition que nous avons donnée de l’aire des sur- 
faces courbes est donc indépendante de toute loi d’inscrip- 
tion ou de circonscription des faces planes, et conduit à 
une valeur unique et déterminée, exprimable en unités de 
surfaces comme les surfaces planes elles-mêmes. 
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* H est bon de remarquer qu’on trouverait encore la 
même limite si, au lieu de s’assüjettir à prendre des faces 
planes, on prenait des surfaces courbes variables telles, 
que, pour les points situés sur une même ligne perpendi- 


culaire au plan fixe de projection, les plans tangents à ces : 


surfaces et à la proposée fissent entre eux des angles in- 
finiment petits. Car les faces planes qu’on circonserirait 
à ces surfaces, auraient un rapport aussi près de l'unité 
qu'on voudrait avec les parties de ces surfaces et de la 
proposée , correspondantes à la même projection sur le 
plan fixe : on trouverait donc encore la même limite pour 
leur somme. 

Enfin on reconnaitrait d’une manière analogue à ce 
qui à été fait pour les courbes, que toute surface convexe 
est plus petite qu’une surface qui l'enveloppe de toutes 


parts, ou qui l’enveloppe et est terminée au même con-. 


tour. 

Et de même une surface courbe est moindre qu'une 
surface plane ayant même projection orthogonale sur un 
plan, et faisant avec ce plan un angle aigu plus grand que 


tous ceux que font avec lui les plans tangents à la surface” 


en tous ses poinis. L'inverse aurait lieu si tous ces der- 
niers angles étaient au contraire plus grands que le pre- 
mier. 


96. Arcs infiniment petits. — Un arc qui tend vers 


zéro finit généralement par être constamment convexe; il 
est donc plus petit que la somme des tangentes menées 
à ses extrémités, et terminées à leur point de rencontre : 
d’ailleurs, il est plus grand que sa corde. Si donc on 


prouve que le rapport de cette corde à la somme des tan= 


gentes a pour limite l'unité, il en sera de même à plus 
forte raison du rapport de l’une ou l’autre de ces deux der= 
mères quantités à la longueur de l’are. Or, si du point de 
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rencontre on abaisse une perpendiculaire sur la corde, le 
rapport de chacun de ses segments à la tangente corres- 
pondante étant le cosinus d’un angle infiniment petit, a 
pour limite l'unité. Il en est donc de même de la corde 
entière à la somme des tangentes. Donc, 

On peut substituer à un arc infiniment petit d une 
courbe quelconque, sa corde ou la somme des tangentes 
ä ses extrémités, toutes les fois que cet arc est un terme 
d'un rapport ou d'une somme dont on cherche la li- 
mile. 

On peut encore substituer à l’arc une seule tangente 

à une de ses extrémités, pourvu qu'elle soit terminée 

à une droite passant par l’autre extrémité, et faisant 
avec la tangente un angle fini quelconque : car cette 
tangente et la corde étant les deux côtés d’un triangle, 
et comprenant un angle qui tend vers zéro, sont dans 
le rapport des sinus de deux angles finis qui tendent 
à être supplémentaires ; la limite de leur rapport est 
donc celui de deux sinus finis égaux, c'est-à-dire l’u- 
nité. | 


97. Ares de cycloïde. — Donnons un exemple simple 
de l'application de ces principes; et proposons-nous de 
mesurer un arc de eycloïde. Nous avons vu que la tan- 
gente au point M (fig. r1) est MU; soient 4 l'angle qu’elle 
fait avec DA’ et MK — y. La partie de tangente comprise 
entre les deux ordonnées infiniment voisines MK, MK! 


sera égale à 


cos & 
Or on a 


1 


24 — 
D Var LANG = —— — Nr 
V2a— y a. 


Va 


Pour rentrer dans les procédés emplo yés précédemment 
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il faut introduire, au lieu de MH, la différence MH de 
deux y consécutifs. Le triangle MM’H donne 


MH = M'H iang MM'H ; 


et comme la corde MW fait un angle infiniment petit 
avec la tangente, l’angle MMH diffère infiniment peu 
du complément de &, et tang MM’H de cota. Si donc 
on remplace MH par M'H cotæ, on ne l'aura altéré 
que d’une quantité infiniment petite par rapport à lui- 


f 
Pr, 


même; il en sera donc de même pour » et la limite 


COS & 
de la somme ne sera pas changée. 

D'après les équations ci-dessus, on aura 
M’'H V 20 —Y 
——— 

Vr 


M'H cotax — 


qui, divisée par cosæ, donne 
M'H ÿ2a 
vr 


et l'arc, pris, par exemple, depuis le sommet D, sera la 
limite de la somme des expressions de cette forme dans 


lesquelles y passera par degrés infiniment petits M'H,« 


de zéro à l’ordonnée de l’extrémité de l'arc à mesurer. 
Supposons que M soit cette extrémité; on aura done 


DM — lim. V2a>M'H,»°7 


et, d’après une formule déjà plusieurs fois appliquée, on 
aura, en désignant par à l’ordonnée de l’extrémité M, 


DM — 2 ÿ2ab — 2MU. 


Lorsque le point M sera en À, on aura MU = 24, et par 


PT 
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conséquent AD = 4 a, et la longueur de la cycloïde entière 


ADB sera Ba. . 


98. Surfaces infiniment petites. — Si l'on considère 
une surface courbe infiniment petite dans tous les sens et 
que, par tous les points de son contour, on mêne des 
lignes perpendiculaires à un même plan, il vient d'être 
démontré que l’aire de cette portion de surface est moin- 
dre que celle de ja portion du plan tangent faisant le plus 
grand angle aigu avec le plan de projection, et plus 
srande que celle du plan tangent faisant le plus petit 
angle, ces portions de plan étant déterminées par le 
cylindre projetant. Or ces deux aires planes, élant dans 

le rapport inverse des cosinus des angles que les deux 
plans tangenis forment avec le plan de projection, ont 
pour limite de leur rapport l'unité; donc on peut pren- 
dre l’une ou l’autre, ou toute intermédiaire au lieu de 
l'aire de la surface infiniment petite, pourvu qu'elle soit 
un terme d'un rapport ou d’une somme dont on cherche 
‘la limite. 


99. Application à une surface de révolution. — On 
coupera cette surface par des plans infiniment voisins 
perpendiculaires à l’axe, et à chacune des parües com- 
prises entre deux plans consécutifs, on substituera la sur- 
face du tronc de cône engendré par la portion de tangente 
à la courbe génératrice, comprise entre les mêmes plans : 
cette substitution est permise d’après les principes précé- 
dents, parce que les plans tangents à ces deux surfaces, 
aux points ayant même projection, font toujours entre eux 
des angles infiniment petits. La surface du ironc de cône 
est le produit du côté par la circonférence décrite par son 
milieu; mais la limite de la somme ne sera pas altérée en 
prenant, au lieu du milieu, le point de contact lui-même 
qui en est infiniment voisin. 
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Si donc on désigne par A l'aire cherchée, par y lor-. 
donnée de la courbe génératrice, par rt la partie de la. 
tangente comprise entre deux ordonnées infiniment voi- 
sines, On aura | | | 


=,2r m.>zys. ” 


Prenons pour exemple la cycloïde tournant autour de la 
tangente DA’. Nous avons trouvé tout à l’heure que la 
valeur de rt pouvait être considérée comme égale à 


MHV22. Ar ho one 
YA à une quantité pres infiniment petite par rap- 
y 


port à 7; donc on aura dans ce cas, en partant du som- 
met D, : 


ÉLEOUES, 
or V2ay EE 


A=27x lim. >V2aVy.MH— = 7j Vrar, 


D | 


y désignant l’ordonnée de l’extrémité de l’arc générateur. 
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CHAPITRE XV. 


APPLICATIONS MÉCANIQUES. 


100. YZtesse. — Dans un mouvement uniforme on 
appelle vitesse l'espace parcouru dans l'unité de temps, 
ou le rapport d’un espace quelconque au temps employé 
à le parcourir. 

Dans un mouvement varié conunu, c’est-à-dire tel, 
que dans aucun intervalle de temps, si petit qu'il soit, 
il ne soit uniforme, on aperçoit facilement qu'il n’y a 
pas lieu à considérer utilement ce rapport; mais y a-t-1l 
cependant dans un pareil mouvement quelque chose qui 
ait une telle analogie avec la vitesse dans le mouvement 
uniforme, et une telle similitude dans la manière de 
employer, qu'il soit convenable de lui appliquer la 
même dénomination et de généraliser ainsi le sens du 
mot Aitesse ? 

Considérons un point qui se meuve d’uné manière quel- 
conque sur une courbe donnée, et supposons que la loi de 
son mouvement soit déterminée par la fonction F {£) qui, 
pour une valeur quelconque du temps 7, représente la 
longueur de l’are AM (fig. 44) qui sépare le point M où 
le mobile se trouve à cette époque, d’une origine fixe A. 

Après un certain temps k, il sera parvenu en un autre 
point N, et le rapport de l’espace parcouru au temps 


3 MN 3 3 
employé, ou > exprimera la vitesse moyenne avec la- 


quelle cet arc a été décrit ; c'est-à-dire que ce sera celle 
qu'il faudrait donner au mobile pour qu'il parcourût 


‘ 
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d’un mouvement uniforme le même espace MN dans le 


même temps h. 
Si mainienant on suppose que } diminue indéfini- 


ù MN 
ment, la vitesse moyenne pres Ci 
(2 


F(t+h)—F(t) 
h 


1 


variera en même temps et tendra vers une ceriaine limite 
qui ne sera autre chose que la dérivée de F (4) par rap- 
port à #, et que nous appellerons la vitesse du mobile au 
point M. s 

Ainsi, dans tout mouvement d'un point, on appelle 
vitesse à un instant quelconque la limite de la vitesse 
moyenne du point dans un intervalle infiniment petit à 
partir de cet instant. 


101. Si l’on désigne par v la vitesse, on aura 


} MN 
lim. PE EF (er 
|] * ° . MN . na ? . 2 . 
d’où il suit que ee diffère de » d’une quantité qui tend 
1 f 
vers zéro en même temps que L. La désignant par w, on 


aura donc 
MN = ph + uw. 


Donc, toutes les fois que MN devra être employé 
comme terme d’un rapport ou d’une somme dont on n’aït 


à considérer que la limite, on pourra supprimer le termé | 


w h, qui est infiniment pelit par rapport à sh, et prendre 
vh comme mesure de l’espace MN parcouru dans lé 
temps 2; c'est-à-dire que dans tout mouvement varié 
l'espace parcouru est le produit de la vitesse par le temps; 
pourvu que ce temps soit infiniment petit. Ce que nous 
avons nommé vitesse joue donc le même rôle danswle 
mouvement varié que ce que lon avait d’abord appelé 


EE 


SE, À Ga 
PR {2 
| 
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vitesse dans le mouvement uniforme, mais à la condition 
de ne considérer que des espaces infiniment petits. 

Si donc on avait à calculer l’espace parcouru pendant 
un temps fini par un point mobile dont on connaîtrait la 
vitesse en fonction du temps, il suffirait de chercher la 
limite de la somme des produits des intervalles infiniment 
petits dans lesquels on décomposerait ce temps, par la 
vitesse positive ou négative au commencement de ces 
intervalles respectifs. Car ces produits ne différeraient 
des espaces réellement parcourus dans les intervalles cor- 
respondants , que de quantités infiniment petites par rap- 
port à ces espaces mêmes. 

C’est cette identité dans l'emploi de la vitesse, pourvu 
que les temps soient infiniment petits, qui justifie l’ex- 
tension donnée au sens de ce mot, et non pas seulement 
le droit que l’on a en général de fixer arbitrairement le 
sens des mots que l’on introduit. 


102. Accélération. — Pour ne pas entrer dans des 
détails trop spéciaux de mécanique, nous nous borne- 
rons ici à considérer le mouvement varié rectiligne. 

Le plus simple de tous les mouvements variés est 
celui où la vitesse augmente toujours de quantités égales 
dans des intervalles de temps égaux, quels qu’ils soient. 
Ün pareil mouvement est dit uniformément accéléré, et 
l’on y donne le nom é$pécial d'accélération, à l’accroisse- 
ment positif ou négatif de la vitesse dans l’unité de 
temps , ou au rapport d'un accroissement quelconque de 
la vitesse au temps employé à le produire. 

Considérons maintenant un mouvement rectiligne 
varié, où la vitesse v est représentée par une fonction 
quelconque + (£) du iemps. Soient À un accroissement 
infiniment peut donné à t ; 4 l'accroissement correspon- 
dant de ». Concevons un mouvement uniformément 
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accéléré tel, que dans le même intervalle de temps h,ül 


À . # 
y aurait le mème accroissement de vitesse À; 7 Sera l'ac- 
è 


célération dans ce mouvement, ou l’accélération moyenne 
dans le mouvement réel considéré pendant l'intervalle : 


L 


La limite de cette accélération moyenne +» qui. est la 
A 


dérivée de # par rapport à t, est ce que l’on nomme 
l'accélération dans le mouvement donné, à l’instant que 
l’on considère. 


103. Cela posé, : ayant pour limite q(£), on a, en 

désignant par w une quantité infiniment petite, 
: == gt) +o, 

d'où 

» k=hg(t)+ho. 
Donc on peut remplacer À par h@ (1) lorsque k est un 
terme d’un rapport ou d’une somme dont on considère 
la limité; et par conséquent l'accroissement k de la vis 
tesse s’obtiendra comme dans le mouvement uniformé® 
ment accéléré, en multipliant l’accélération par l’accrois® 
sement du temps, mais à la condition que cet accroissez 
ment sera infiniment petit. 

On voit par là que l'accroissement de la vitesse dans 
un temps fini peut être considéré comme la limite de la 
somme des produits des parties infiniment petites de cet 
intervalle par les accélérations correspondantes. C’est cé 
que l’on exprime quelquefois en disant qu'un mouvement 
varlé quelconque peut être considéré comme composé 
d’une infinité de mouvements uniformément variés. 

Lorsque nous avons calculé au contraire l’accroissez 
ment de l’espace parcouru, le mouvement était considéré 
comme composé d’une infinité de mouvements uniformes® 


L > 
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Il eût été inutile, dans ce cas, de pousser l’approximation 
plus loin dans les éléments infiniment petits; la limite 
de la somme aurait été absolument la même. 


10%: Poids spécifique et densité dans les substances non 
homogènes.—On appelle pords spécifique d'une substance 
homogène son poids sous l'unité de volume, ou le rapport 
du poids d’un volume quelconque à ce volume. Supposons 


maintenant une substance non homogène, mais dont la na- 


ture varie d’une manière continue; et nous ferons consister 
cetiecontinuitéen ce quesi l’on considèredans le corps deux 
volumes infiniment petits, égaux et infiniment voisins, le 
rapport du poids au volume variera infiniment peu de 
l'un à l’autre. Cela posé, nous appellerons poids spé- 
cifique en un point donné d'un corps ñon homogène, 
la limite du rapport du poids au volume d’une partie 


du corps renfermant ce point, el dont toutes les di- 
mensions tendent indéfiniment vers zéro. Cette limite 


sera une fonction des trois coordonnées du point. On re- 
connaîtra facilement, par les mêmes considérations que 
dans les questions précédentes, qu’un volume infiniment 
petit du corps aura un poids qui ne différera que d’une 


quantité infiniment petite, par rapport à lui-même, du 
| produit de ce volume par le poids spécifique relatif à l’un 


quelconque de ses points. Cette quantité pouvant être né- 


| ghgée sans erreur dans les résultats des questions qui ne 
: dépendent que des limites des sommes ou des rapports, il 


s'ensuit que le poids spécifique, tel que nous l'avons dé- 


| fimi, joue le même rôle dans le cas des corps non homogènes 


que le poids spécifique défini d’abord dans les corps ho- 


mogènes ; seulement, il ne faut l'appliquer qu’à des vo- 
 fumes infiniment peuts dans tous les sens. 


Ainsi, par exemple, pour avoir le poids total du corps, 


‘ilsuflira de chercher la limite de la somme des produits 


7 h 
2" pi se: 4 
jee 
œ : 
L 


le 
7 


* 
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des volumés infiniment petits dans tous les sens dans les- 
quels on décomposera le volume du corps, par le poids 
spécifique de la substance, en un point quelconque de la 
partie correspondant respectivement à chacun de ces élé 
ments de volume. En substituant dans ce qui précède les 
masses au poids, il faudra substituer au poids spécifique 


la densité, et toutes les conséquences précédentes se repro: « 


duiront si identiquement, qu'il est inutile de s’y arrêter. 


105. Application aux centres de gravité des corps non 
homogènes. — On suppose donnée la fonction des coor- M 


données qui exprime le poids spécifique en un point quel 
conque. Il suffira donc de décomposer le corps en éléments 
infiniment petits dans tous les sens, de prendre pour poids 
de chacun d’eux le produit de son volume par le poids 
spécifique rapporté à l’un quelconque de ses points ou 
iout autre pointinfiniment voisin, lequel pourra aussi être 
pris comme s'il était le centre de gravité.de l’élément Ini- 


mème. Il résultera de là, soit qe les poids, soit dans les: 


moments de ces éléments, des erreurs infiniment petites 
par rapport aux poids et aux moments exacts, et par 
conséquent la limite de la somme des poids sera le poids 
même du corps, et la limite de la somme des moments, 
par rapport à un plan quelconque, sera exactement égale 


au moment de la résultante. Les trois coordonnées du" 


centre de gravité du corps seront donc encore détermi M 


nées par des limites de sommes d’infiniment petits. Set 
lement il faut remarquer que dans Le cas des corps homo- 
8 
ment petits dans deux sens seulement, tandis que les 
corps non homogènes doivent être pau en élé- 
ments 2 TEE petits dans tous les sens. 


gènes, nous avons pu les décomposer en éléments infini « 
P 
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CHAPITRE XVI. 


REMARQUES ET THÉORÈMES PROPRES A FACILITER 
L'EMPLOI DES INFINIMENT PETITS. 


106. Des termes que l’on peut négliger dans les 
équations. — Lorsque les deux membres d’une équation 
ont des limites finies et que ce sont ces limites que l’on a 

. à considérer, on peut évidemment se dispenser de tenir 
compte des termes dont la limite est zéro, quoiqu'en 
les supprimant l’équation devienne inexacte. Comme on 
ne cherche que l'équation aux limites et qu’elle n’est pas 
altérée par là, les résultats sont exactement les mêmes, 
et l’on s'est débarrassé quelquefois d’une multitude de 
termes très-compliqués. Ainsi toute suppression ou alté- 
ration quelconque qui n’a d'autre effet que de faire né- 
gliger des termes infiniment petits dans une équation 
finale dont les deux membres ont des limites finies, 
peut étre faite sans aucune erreur dans les résultats. 


107. Si les membres d’une équation avaient des limites 
égales à zéro, et se composaient d’infiniment petits de dif- 
férents ordres , par exemple du premier et d'ordres supé- 
rieurs, on peut, par la même raison, se borner à écrire 
les termes du premier ordre. En effet, une équation dont 
les deux membres ont pour limite zéro n’est pas destinée 
à rester sous cette forme, puisqu'elle conduirait à l'égalité 
insignifiante o — 0. On conserve souvent cette forme 
pour la commodité de l’écriture, mais on doit toujours 
en revenir aux quantités finies. Si c’est en divisant les 


144 LIVRE I. 

deux membres par un infiniment petit du premier ordre, 
les termes d'ordre supérieur au premier conduiront à la 
limite zéro, ceux du premier à des limites finies, et lon. « 
se retrouve dans le cas précédent. Si cette équation est { 
employée pour donner l’expression d’un infiniment petit y 
au moyen des autres,.et que cet infiniment petit doive ù 
ètre un terme d’un rapport ou d'une somme dont on: 
cherche la limite, on sait qu'on peut laltérer, sans erreur 


dans les résultats, de quantités infiniment petites par rap= 
port à lui-même. On a donc le droit de négliger, dans! 
l'équation d’où l’on tire sa valeur, tous les termes d'un 
ordre supérieur au sien. 

Il est évident que dans cette même équation on peut," 
au lieu des facteurs infiniment petiis du premier ordre | 
sübstituer d’autres quantités dont le rapport avec eux aït 
pour limite l'unité, ou en diffèrent de quantités infiniment 
petites par rapport à eux; Car ce n’est qu ajouter ou sup= 
primer dans les RTL de l’équation des termes d’ ordre 
supérieur au premier. 

Ces raisonnements s'appliquent également aux. équaë 
tions dont l’ordre le moins élevé est supérieur au premier. | 
On peut généralement se dispenser d'écrire ceux d'un 
ordre plus élevé que le moindre. ! 

Remarque. — Il y a cependant une attention à soi 
il peut arriver que dans une équation non simplifiée“ily 
ait des termes du premier ordre et d'ordres supérieurs, et 
qu'après avoir exécuté les opérations indiquées ceux du 
premier ordre se détruisent entre eux. Dans ce cas, Si 
l’on a négligé des termes du second ordre, et que pour | 
ployer l'équation résultante on divise ses deux termes EL 
un infiniment peut du second ordre, afin de ne pas arrive 
à o — 0; ou que l’on tire de cette équation la valeur d'ub\ 
nee petit du second ordre, qui doit entrer comme 
terme d'un rapport ayant une Hit Res il est évident 


l 
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que les résultats sont inexacts, puisque les termes suppri- 
més y auraient introduit des quantités finies. 

Si, par exemple , on avait l'équation suivante, dans 
laquelle 2 et À désignent des quantités infiniment petites 
du premier ordre, 


sin {x + À) — sin x + cos(y + #)— cos > 
+ À sin y — À cos x + A4? + BA4 +CA = 0, 


et que dans les calculs précédents on eût négligé des 
termes qui feraient disparaître A°?, il y aurait erreur 
dans les résultats si l’on se servait de cette équation pour 
en tirer la valeur de 2 ou de k et la substituer dans une 
autre. Cela tient à ce que, non-seulement les quantités 
finies disparaissent de l’équation , mais en groupant con- 
venablement les termes on reconnaît que tous les termes 
sont du second ordre et que, par conséquent, on n'avait 
pas le droit de négliger A #?. 
En effet, 
sin (t +A)— sin x — 2sin : cos (< 4 :) » 


PE) cos y — — 2 sin - sin (rx +2): 


2 j 


\ 


donc 


3 ? À RE” 4 h 
sin ta de h) — SINT — À COSx — 2 Sin — COS [2 + —|— }cosx. 
2 > 


\ 
\ 


: . EC h _. 
Mais, puisque sin 5 tt = ont pour limite de leur 
rs 
rapport l'unité, leur différence est infiniment petite par 
rapport à l’un quelconque des deux ; donc, en désignant 
par & une quantité infiniment pelite, on a 


se 2 
Sn — = — -+ oh, 
2 34 
? | ? > , 8 »1 7 
et, d'après ce qu'on a vu dans la trigonométrie élémen- 
12 10 
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: À \. 
taire, w est du second ordre; de plus, cos | x + n 


diffère de cos x d'une quantité infiniment petite du pre- 
mier ordre, d’après le théorème général (n° 74); en la 
désignant par &, on peut poser 


( h 
COSIT+-|—= COS Ta 
AE 


donc 


“ l h h211° 
2 sin — cos [x + —) — 2 |—-+wh)(cosx +a) 
2 2 2 
— h cos x + 2wh cos x + ha + 2whx. 


En en retranchant 2 cos x, il reste donc des produits 
de deux ou de trois infiniment petits, dont le plus grand” 
est du second ordre. Il en serait de même de l’ensemble 
des trois termes 


cos (y + #)— cos y + À sin y. 


Le premier membre de l’équation pouvant ainsi être 
considéré comme composé de termes du second ordre etu 
d'ordres supérieurs, si l’on néglige des termes du second 
ordre, qu'on divise ensuite par h?, ou par tout autre 
infiniment petit du second ordre, et qu'on passe aux 
limites, on aura une équation fausse, puisqu'il manquera: 
des termes finis. Et, par la même raison , on n’aurait pu 
l’employer à donner la valeur d’une des quantités qui y 


entrent. 
Triangles infiniment petits. 


108. 1°. Supposons un triangle ABC dont les 1rois 
angles tendent vers les limites «, 6, y et les trois côtés 
a, b, c vers zéro. Les rapports des côtés auront pour 
limites les rapports des sinus des angles &, 6, y. 
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Ainsi, par exemple, on a les équations exactes 


a sin À dre 7 sin & 
— = — s him. -— — SE 20 
b sin B b sin 6 


Mais il n'y a aucun inconvéuient à écrire 


a sin «& Sin. & 
4 = e 9 
b sin 5 sin 6 


si à est un terme d'un rapport ou d’une somme ‘doni 


(#4 
Ci 


Pl à ee 
on cherche la limite; car 7 ayant pour limite 4 
Il 


difière d'une quantité infiniment petite w et l’on a 
sin b sin « 


a 
= -— +o OÙ 4 = ——— + bu. 
b sin 6 sin 6 . 


b sin « 
-9s On 
6 


Ainsi en prenant, au lieu de a, la partie 


néglige une quantité infiniment petite par rapport à 4, 
ce qui, dans la question supposée, ne donnera aucune 
erreur dans les résultats. 

Or il y a souvent beaucoup d'avantage à introduire 
ainsi les angles limites aux angles variables, comme 
nous le verrons par quelques exemples. 

2%: Dans un triangle ABC dont l’angle A tend vers un 
angle droit et les côtés vers zéro, on peut calculer le 
côté € par la formule à 


== 0220 ct, 
au lieu de la formule exacte 
a = D? + € — 9 bccos À. 


Car cos À tend vers zéro, donc 2 bc cos À est infiniment 
petit par rapport à 20c, et, à plus forte raison, par 
rapport à 0° + c?, qui est toujours plus grand que 2bc. 


10. 


LE 
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Ainsi a° diffère de b? + c? d’une quantité infiniment 


a? 


petite par rapport a lui-même ; ou encore b2 et map 


a pour 
limite l’unité. 

a 
VUE Le 
ainsi que toutes les puissances de ce rapport. 


D'où il suit que a aussi pour limite l'unité, 


On pourra donc substituer Vb? + c? à a toutes lés 
fois que cette quantité sera un terme d'un rapport ou 
d'une somme dont on n’a à considérer que la limite. 


109. Ordre infinitésimal de diverses lignes qu'on a 
souvent à considérer dans un triangle rectangle inft- 
niment petit. 

Soient À ( fig. 45) l'angle droit du triangle ABC, dont 
le côté AB ou c est infiniment petit du premier ordre, 
ainsi que l’angle B; AI la perpendiculaire abaïssée de A 
sur l’hypoténuse. On aura 


AC = ctangB, Al—csnB, Ci —csin BtangB, 


et comme sin B et tang B sont du même ordre que B, 
puisque leur rapport à B a une limite non-seulement 
finie, mais encore égale à l’unité, il en résulte que AG 
et AT sont infiniment petits du second ordre, et IC du 
troisième, | 

Calculons maintenant la différence de l’hypoténuse 
au côté adjacent à l’angle infiniment petit, 


a — 
- cos B cos B 
. B . 1 0 . . L 
et comme sin — est du premier ordre, ainsi que c, il s’en- 
2 


suit que BC — BA est du troisième. 
Le segment CL étant aussi du troisième, on peut,se 
proposer de trouver la limite de son rapport à BC — BA: 


à 521 


 * 
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D'après les formules précédentes, ce rapport a pour va- 
in° B ! Lo F 
leur — . Mais la limite ne sera pas changée en sub- 
2 Sin? — 
2 
stituant à chacun de ces sinus l'arc correspondant dont 
le rapport à ce sinus est l'unité; on trouve ainsi 2 pour 


LR I 
limite de Mn de sorte que si l’on FETE de B comme 


CH 
centre À arc AH, FA tend indéfiniment vers = et le point 


H peut être regardé comme le milieu de CI, à une quan- 
tité près infiniment petite par rapport à CE 


110. Triangle infiniment petit ayant un côté infint- 
ment petit par rapport à un autre. —Soit BC (fig.46) in- 
finiment petit par rapport à AB; en abaïissant BI perpen- 


: à BI ; ï BC 
diculaire sur AC, Ag 24 Sin À sera plus petit que PA 


qui, par hypothèse, est infiniment petit; il en sera donc 
de même de sin À, et par suite de l'angle A. 


eu 


AC: :, ; à Rue 
Quant au rapport LR 1] a nécessairement pour limite 


l'unité, puisque la différence de ses deux termes est 
moindre que le troisième côté BC, ei que, par hypothèse, 
ce dernier est infiniment petit par rapport à l’un des 
deux. 

Corozraire. — L’angle CAB ayant pour limite zéro, il 
s ensuit que si l’un de ses côtés tend vers une direction 
limite, soit que À reste fixe , soit qu’il se déplace, l’autre 
aura pour limite la même direction. 

Et plus généralement, si par un mouvement Re 
que, deux points A etB (fig. 47) se rapprochent indéfini- 
ment l'un de l’autre, de manière que la direction AB tende 
à être parallèle à une certaine droite fixe; que l’on con 
sidère deux points A’, B! dont les distances respectives à 
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À et B soient infiniment petites par rapport à AB : la di- 
rection A’B'tendra vers la même limite que AB. En effet, 


il a été prouvé que l’angle B'AB à pour limite zéro, puis- 
! 


pero . É 
que -ÿ estinfiniment petit; que,de plus, == a pour li- 
; SORTE dette A'A .- : : 
mite l’unité. De là résulte que —= est infiniment petit, 

AB’ 
f 


puisque , par hypothèse, ses l’est; donc l’augle A’B'A 


AB 
estinfiniment petit : donc, enfin, les droites A'B’, AB font 
entre elles un angle dont la limite est zéro, et par consé- 
quent leurs directions ont la même limite. Cette propo- 
sition a des applications assez fréquentes. 


111. Triangle ayant deux angles infiniment petits du 
MA A $ P 
premier ordre. — Soient À et B ( fig. 48) les deux an- 
gles infiniment peuts ; abaissons CI perpendiculaire sur 
AB; et cherchons d’abord quelle serait la limite de la 
position du point C, qui est la même évidemment que 
celle du point [, si on laissait AB invariable pendant que 

les angles tendraient vers zéro. 


Or on a 
AI tang B. 
IB  tang A° 
done 
H AIS ang B ï B 
Im. TB — 11m. tang À — Hhm. A 


Si donc on connaît la limite du rapport des deux angles 
infiniment petits du même ordre, on aura la limite du 
sommet C, en partageant AB en raison inverse des angles 
en À et B. 

Supposons maintenant que le côté AB soit lui-même 
infiniment petit du premier ordre, et proposons -nous 
d'évaluer la différence entre sa longueur et la somme des 
deux autres côtés. 


PPT TT Et 
LL +1 ; L] 
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Or on a 
is À SI 
2 AI sin? — 2 BI sin? — 
2 j 32 
2 et BC— BI = = ——, 
cos À cos B 


et la somme de ces deux différences est la différence cher- 
chée. Mais chacune d’elles est un infiniment petit du 
troisième ordre au moins, puisque AÏ et BI sont moin- 


’ e LA: 
dres que AB qui est du premier ordre, et que sin” et 


Pa D | À ; 
sin = sont du second ordre. On peut même dire qu'elles 
e l 


sont précisément du troisième ordre toutes deux, dans le 
cas supposé où À et B sont du même ordre; car alors 
les deux segments AT et IB sont dans un rapport fini 
avec AB, et sont par conséquent du premier ordre. 12 
résulte de là que la différence entre AB et AC + CBest 
ur infiniment petit du troisième ordre au moins. 

Ou , en d’autres termes, cette différence esi du même 
ordre que le cube de Parc. 

L'ordre de ceite différence s’éléverait si [es angles 
étaient d’un ordre plus élevé que le côté. 


112. Triangle ayant un angle infiniment petit du 
premier ordre, compris entre deux côtés infiniment pe- 
tits du premier ordre. — Soit À ( fig. 49) l'angle donné: 
la somme des deux autres a pour limite deux droits. On 
peut maintenant faire plusieurs suppositions sur les deux. 
côtés donnés. 

Si la limite de leur rapport est finie et différente de l’u- 
nité, l'un des angles opposés tendra nécessairement vers 
zéro, l’autre vers deux droits. Car, sans cela, le rapport 
fit de leurs sinus serait nécessairement l'unité, con- 
trairement à la supposition. 

Supposons maintenant que la limite de leur : rapport 
soit Punité. I peut alors se présenter trois cas. 
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1°. Si leur différence est du second ordre, prenons 
AB'— AB; B'C sera du second ordre. Mais BB’ est du 


second ordre à cause du triangle isocèle ABB’ qui donne 
8 q 


ur Pre 
BB! — 2 AB sin ji ainsi BC sera du second ordre, et le 


1 


rapport LA à une limite finie quelconque. Or l'angle B! 


tend vers un angle droit; donc l’angle B'BC, et par suite 
C , a une limite finie qui peut être quelconque et dépend 
du rapport de CB’ à BB”. 

2°, Supposons que leur différence soit d’un ordre com- 
pris entre 1 et 2. Alors BB/ étant du second ordre, BC 
d’un ordre moindre, et BC le plus grand côté du tri- 
angle BB'C, comme opposé à l’angle obtus B’; il s'ensuit 
que BC est du même ordre que BC, et même que leur rap- 
port a pour limite l'unité, puisque leur différence, étant” 


moindre que BB’, qui est du second ordre, est infiniment 
! 


B 
petite par rapport à ces lignes mêmes. Le rapport == EC? 


ayant zéro pour limite, l’angle C tendra vers zéro, et; 
par suite, l'angle ABC vers deux droits. 

30. Soit la différence d’un ordre supérieur à 2. Alors 
B'C 
BB’ 
mite et l'angle ABC a la même limite que ABB’, ou un 
droit : il en est de mème par suite de l'angle C. | 

Si l'angle A était d’un ordre quelconque "2 au lieu 
d’être du premier comme les côtés, il faudrait, dans ce 


a pour limite zéro; donc l'angle B/ BC a zéro pour li=* 


qui précède, substituer 1 + m à 2. 

Remarque. — Il est bon de remarquer que dans ces 
trois cas, c’est-à-dire toutes les fois que le rapport des 
deux côtés donnés a pour limite l'unité, le troisième est 
infiniment petit par rapport aux deux autres. 


a De 


Re 47 CES 
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CHAPITRE XVII. 


COURBURE DES ARCS DE COURBES PLANES 
QUELCONQUES, ET DIVERSES PROPOSITIONS 
QUI S’Y RAPPORTENT. 


113. La courbure d’un arc convexe est l’angle que 
forment entre elles les directions du premier et du der- 
nier élément de cet arc; c’est l’angle des tangentes extré- 
mes : il exprime la quantité dont la courbe a successi- 
vement dévié de la ligne droite dans l’étendue de cet arc. 
Si cet angle variait proportionnellement à l'arc, on au- 
rait la courbure, pour une unité de longueur, en divisant 
celle d’un arc quelconque par la longueur de cet arc. 

Mais dans une courbe quelconque, si l’on divise cet 
angle par la longueur de l’arc, on aura seulement la 
courbure moyenne de cet arc, rapportée à l’unité de lon- 
sueur, c'est-à-dire celle que l’on trouverait pour un arc 
égal à l'unité, si la courbure variait proporüonnellement 
à l'arc, comme dans le cercle, et de manière à obtenir 
la courbure donnée pour une longueur égale à celle de 
l'arc dont il s’agit. 

Cela posé, si, à partir d’un point quelconque d’une 
ligne courbe, on prend un arc de grandeur arbitraire, sa 
courbure moyenne variera à mesure que cet arc dimi- 
nuera indéfiniment; et elle tendra vers une limite déter- 
minée, qu on appelle courbure de la ligne au point que 
l'on considère. Cette limite est, pour employer le langage 
reçu dans le calcul infinitésimal, la courbure d’un arc 
infiniment petit, rapportée à l’unité de longueur, cet arc 
commençant au point que l’on considère. C’est une no- 
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tion importante dans l'étude approfondie de la constitu- 
on d’une courbe. 


114. Si l’on considère l’inclinaison o de la tangente 
sur un axe fixe, comme une fonction de l'arc s pris a 
partir d’un point fixe quelconque de la courbe, la cour: 
bure © d’un are À n’est autre chose que l’accroissement 
de la fonction + correspondant à l'accroissement À de: 
l'arc s; on a donc 

DM 
M étant une quantité finie dépendant de la valeur de s re= 
lative à la première extrémité de l'arc et de sa longueur h: 

Et de même pour une fonction quelconque, si lon 
changeait s en s + ,, et qu'on désignât par w, laccrois= 
sement correspondant de w, on aurait 

6) =27M 4%. 
SihL—= Ron 

5 RAM On, 
et il en serait de même pour les accroïssements d'ordre 
plus élevé, comme nous l'avons vu en général pour toutes 
les fonctions (n° 74). 


115. Dans un cercle, la courbure d’un arc quelconqué 
s'obuendrait en multipliant celle d’un arc égal à l’unité 
par la longueur de l’arc donné. Dans une courbe quels 
conque , il n’en sera plus ainsi évidemment ; mais si l’on 
ne considère qu'un arc infiniment petit, le produit de la 
courbure, en une de ses extrémités, par sa longueur, en! 
donnera la courbure à une quantité près, infiniment pes 
tite par rapport à elle, puisque le rapport de la courbure 
exacte de cet are à l'arc même ne diffère que d'une 
quantité infiniment petite de la limite que nous appelons 
courbure en un point. De sorte que si cette courbure d'un 
arc infiniment petit ne doit être considérée que comme 
élément d'une somme dont on cherche la limite, ny 


DES QUANTITÉS CONSIDÉRÉES COMME LIMITES. 155 


aura aucune erreur dans le résultat; et par conséquent, 
dans la recherche de la courbure d'un arc fini, d’une 
courbe quelconque, on peut agir de la même manière 
que si c'était un cercle, pourvu qu'on partage cet arc en 
parties infiniment petites , et que pour chacune d’elles on 
prenne pour courbure de l'unité de longueur la courbure 
en un quelconque de ses points. 


116. Le cercle ayant une courbure constante, il est 
naturel de le prendre pour terme de comparaison, et 
de faire connaître la courbure d’une ligne en un de ses 
points, en donnant le rayon du cercle dont la courbure 
est la même. Ce cercle se nomme cercle de courbure, et 
son rayon, rayon de courbure. Si on le place tangentielle- 
ment à la courbe au point que l’on considère, en tour- 
nant sa concavité du même côté qu'elle, son centre, con- 


_sidéré relativement à ce point de la courbe, prend le nom 


de centre de courbure. 


La courbure d’un cercle en un de ses points, ou la 
courbure d’un arc de ce cercle égal à l’unité étant le rap- 
port de l’angle de ses tangentes extrêmes ou de ses normales 
extrêmes à la longueur même de cet arc, sera égal l’unité 
divisée par le rayon du cercle, puisque nous appelons 


angle le rapport de l’arc au rayon. Il s'ensuit donc que la 


courbure d'une ligne quelconque, en un de ses points, est 
égale à l'unité divisée par lerayon de courbureen ce point. 


117. Le centre de courbure est La limite du point de ren- 


contre de deux normales infiniment voisines. — Soient, 


en effet, M (/ig. 50) un point quelconque d’une courbe, 
MP la tangente, M/N la tangente au point infiniment 
voisin M, O le point de rencontre des normales en M,M/. 
Les quatre points M, N, M, O seront sur un cercle ayant 


pour diamètre NO, dont la limite est la même que celle 


de MO ou M'O. L’arc de ce cercle compris entre M et M 
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diffère de sa corde, et, par suite, de l'arc MM’ de la | 
courbe, d’une quantité infiniment petite par rapportsà 
lui-même ; on pourra donc le remplacer par ce dernier, | 
sans qu'il en résulte aucune erreur dans les limites des 


rapports : 


Mais l’angle inscrit MOM' est égal à l’arc de cercle in- | 
tercepté divisé par le diamètre : il est d’ailleurs égal) 


I ; er . 
— —, l'arc MNM' étant celui du 


TNM’ 


NM. RS T2 à 
: Donc Nr — No 


cercle. Le remplaçant par l’arc MM’ de la courbe, on | 
IAE P : el 


aura, en passant aux limites, 


.. TN 1 I 
him qe NS De NES Er e CEE ET e T4 
MM’ lim.NO  lim.MO 


"4 


TN ME 5 $ 3 | 
Mais lim. —— étant la courbure en M est égale à l'unité) 
1 | 


MM 
divisée par le rayon de courbure. 


On voit donc que la limite de MO est égale au rayon de | 
courbure; et le centre de courbure en un point quel-| 
conque est la limite du point de rencontre de la normale} 


en ce point avec la normale infiniment Voisine. 


118. Les courbures des deux moitiés d’un arc infimi:| 
ment petit de premier ordre, ne peuvent différer que d'un 


infiniment petit du second. — Car si h désigne la lon: 


sueur de cet are et w/, w/ les eourbures des deux mois} 


tiés , on aura 
hi 
wo = M-; # 
pr | 


M étant une quantité finie. Maïs w/ n'étant autre chose} 


ue la valeur que prend w’ quand on change dans M$ 


k . , 
en $+-) On aura, par ce qui précède, 


1 2 
AY ES @ — M'. (2) ? 
D. 


q 
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M! étant une quantité finie. On voit donc que les cour- 
bures des deux moitiés d’un arc infiniment petit du pre- 
mier ordre ne peuvent différer que d’un infiniment petit 
du deuxième ordre. 


119% La différence entre un arc infiniment petit et sa 
corde est du méme ordre que le cube de l’arc.— En effet, 
Parc étant compris entre la corde et la somme des tan- 
sentes extrêmes, diflère de l’une ou de l’autre de ces deux 
quantités, moins qu’elles ne diffèrent l’une de l’autre. 

Or les angles de la corde avec chacune des tangentes 
étant moindres que celui des tangentes entre elles, lequel 
est du même ordre que l’arc, sont au moins de cet ordre 
infinitésimal. On a donc un triangle dont un côté est in- 
finiment petit, et les angles adjacents sont du même ordre 
au moins que ce côté; d’où il suit (n°111) que la diffé- 
rence de ce côté à la somme des deux autres est au moins 
du même ordre que le cube du côté, ou de l’arc qui est du 
même ordre que le çôté. Il en est donc ainsi, à plus forte 
raison , de la différence de l’arc à la corde ou à la somme 
des tangentes. Ces différences seront du troisième ordre, 
si l’arc est du premier. 

120. La différence d’un arc infiniment petit à la tan- 
gente menée à l’une des extrémités de l’arc et terminée à 
l’ordonnée menée par l’autre, est de l’ordre du carré de 
l’arc. | 

Soit l’arc MM! ( fig. 51), MT sa tangente terminée à 
Pordonnée P'M'; il s’agit d'évaluer l’ordre infinitési- 
mal de la différence entre MT et cet arc. 

Remarquons d’abord en général que la portion M'T 
de l’ordonnée est du second ordre. Car on a la proportion 

MT  sinM me \ MM sin M 
MR ep d’où MP Meet 


Mais nous avons vu que l'angle M est au moins du mème 
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ordre que l’arc ou la corde MM et sin T est fini; donc 
la partie M'T d'une sécante quelconque faisant un 
angle fini avec la tangente est de l’ordre du carré de 
MM ou de l’arc proposé. 

Si maintenant on abaisse M’T perpendiculaire sur ME 
MI différera de l’hypoténuse MM! d’un infiniment petit 
de l’ordre du cube de MM’ au moins (n° 109), de plus 
IT est de l’ordre du carré de MM’, puisqu'on a 


IT — M'TosT, 


et IT, étant la différence de MT à ME, est la différence 
de MT à l’arc MM’ en négligeant un infiniment petit 
de l’ordre du cube de MM; d’où il suit, comme nous 
l'avons annoncé, que cette dernière différence est. de 
l’ordre du carré de l’arc. Elle sera donc du second ordre 
si l’on prend l’are du premier. 

Il en serait de même pour la tangente menée au point 
M' et terminée à l’ordonnée MP. L'une de ces tangenteés 
est plus grande que l'arc, l’autre plus petite. | 


121. Remarque. — On peut conclure de ce qui pré 
cède que les longueurs des deux normales en M, M’termi 
nées à leur point de rencontre O diffèrent d'une quantité 
qui est au moins du second ordre. Car cette différenceest 
la partie d’une de ces normales, comprise entre le point 
M! et le cercle décrit de O comme centre avec OM pour 
rayon. Or ce cercle étant tangent à la courbe en Mi 
suffit d'appliquer la proposition qui vient d’être démon: 
trée sur M'T. La différence des normales est doncauk 
moins du second ordre. Nous pourrions pousser l’apprés 
ciation plus loin. 

On peut tirer de là une conclusion qui a quelquefois 
- de lPutilité dans les problèmes de géométrie : c’est qu'une 
courbe dont les normales passent toutes par un même 
point, est nécessairement un cercle. En effet, enpartæ 
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geant un arc fini de la courbe en parties infiniment pe- 
tites du premier ordre, les accroissements successifs des 
normales, comptées à partir du point constant de leur 
rencontre, seront du second ordre, et la limite du rapport 
de la somme de ces accroissements à la somme des arcs 
sera zéro. Donc l'accroissement total de la normale est 
nul, ét tous les points du lieu sont également distants du 
point fixe. Ce lieu est donc un cercle, dont le point fixe 
est le centre. 


122. Considérons un arc infiniment petit a, appartenant 
à une courbe quelconque, dont les arcs pris à partir d’une 
origine fixe sont désignés par s; partageons-le en parties 
égales «, infiniment petites du second ordre, si a est 


6 é 3 ARS œ 
regardé comme du premier; ce qui veut dire que — tend 
1 a? 


vers une limite finie, lorsque a tend vers zéro. Désignons 
par w la courbure d’un quelconque de ces arcs «, on aura 
(n° 114) 

o— Mae, 
M désignant une quantité finie. 

Comparons maintenant les valeurs extrêmes vw, w/ 
de w. Pour avoir w' il faudra, dans M, mettre pour s la 
valeur correspondante à la première extrémité; pour 
avoir w/ il faudra changer s en s+ A, h n’étant autre 
chose que a — x, ei par conséquent du premier ordre. 
M croîtra donc d’une quantité du premier ordre, que l’on 
pourra désigner par M, a, M, restant fini; d'où il suit 


[4 
© —w —= M,coa. 


Ainsi /a différence des courbures des arcs extrémes » 
est du troisième ordre. 


193. Expression de la perpendiculaire abaissée d’une . 
r . ’ 9 . . CI 
extrémité d'un arc infiniment petit sur la tangente me- 
née à l’autre extrémité. 
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Soit OB (fig. 52) la tangente à l'extrémité O de l'arc 
OA — a infiniment petit du premier ordre, et AB la per= 
pendiculaire, dont nous allons chercher l'expression en 
fonction de la longueur a de l’arc et de sa courbure Q,; 
en nous assujettissant à ne négliger que les infiniment 
petits du troisième ordre. Pour cela nous décomposerons 
a en parties égales « infiniment petites du second ordre; 
dont Île nombre m croîtra indéfiniment à mesure que a 

endra vers zéro. 


La relation 
4 st f f Yo à 
donne 


L I L L] L2 . 
de sorte que — est infiniment petit du premier ordre, et 
1n 


2 


a Ar , 
am où — est une quantité finic. 
(#4 


Cela posé, soit MN un quelconque des ares 4 qui com- 
posent OA, et correspondant à OM = 74; formons le 
triangle MNI au moyen de la corde MN, de la parallèle 
MI à OB et de la perpendiculaire NI; AB sera la somme 
des m valeurs que prendra NI quand 7 prendra les #2 
valeurs o, 1, 2,..., (mm —1). | 

C'est-à-dire que l’on aura 


AB = > MN sin NMI, 


cette somme se rapportant aux 72 arcs égaux qui com- 
posent OA. Remarquons d’abord que, si dans l'expression # 
générale de l'élément MN sin NMI, on considère un terme 
infiniment petit de l’ordre p, il fournira dans la sommeun 
terme de l’ordre p — 1. En effet, on peut le représenter 
par Ka”, K étant une quantité finie variable. La somme 
des m valeurs qu il prend est égale à la somme des facteurs 
a? multipliée par une moyenne K, entre les premiers fac: 
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teurs #, c'est-à-dire à z2K, a”. Ce qui est évidemment de 
l’ordre p —1, puisque ma esi une quantité finie. Procé- 
dons maintenant au calcul de la somme en question, en 
négligeant dans sa valeur totale les quantités infiniment 
petites du troisième ordre. u 

Nous voyons d'abord qu'à ce degré d'approximation 
nous pouvons substituer l’arc & à sa corde MN, car leur 
différence est de l’ordre de &°; c’est-à-dire du sixième, 
puisque « est du second : et comme l’angle NMI est 
moindre que l’angle « que la tangente en M fait avec OB, 
augmenté de la courbure © de MN, et à plus forte rai- 
son moindre que {2 qui est du premier ordre, on voit 
qu'en prenant « au lieu de la corde MN, on néglige dans 
l'expression générale de NT une quantité du septième or- 
dre, au moins. Or, d’après la remarque précédente, elle ne 
pourra donner dans la somme qu’une quantité du sixième 
ordre : on peut donc la négliger au degré d’approximation 
que nous nous sommes proposé, et prendre pour valeur 


de AB l'expression 
> « sin NMI. 


On peut encore la simplifier en remplaçant sin NMI 
par l’angle NMI; car leur différence étant du troisième 
ordre, son produit par à sera du cinquième, ce qui ne 
produirait sur AB qu’une erreur du quatrième. Donc 
nous pouvons prendre pour NT l'expression plus simple 


4. NMJ. 


Et même nous pouvons remplacer NMI par @ dont il dif- 
fère d’un angle moindre que la courbure de MN qui est 
du second ordre; car nous négligeons ainsi dans &.NMI 
une quantité du quatrième ordre qui ne pourrait affecter 
AB que d’une erreur du troisième ordre, que nous devons 


1 11 
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négliger. Ainsi, au degré d’approximation demandé, 
nous pouvons prend re | 


AB — 3 ou. 


Il faut maintenant exprimer o au moyen de l’are 
OM= n«, afin de pouvoir effectuer cette sommation. 

Cet angle o n’est autre chose que la somme des cour- 
bures w des 2 premiers arcs «; et si elles étaient toutes 
égales à la courbure w’ du premier, o serait égale à 20. 
Oril est facile de voir qu’on peut les considérer ainsi, au 
degré d’approximation demandé. 

En effet, d’après le n° 122, une quelconque des diffé- 
rences w — w est un infiniment petit du troisième ordre. 
Ainsi la différence de o à no) est égale à 7 quantités du 
troisième ordre, et peut se mettre sous la forme A na”, 
À étant fini; or cette quantité est moindre que Armna 
qui est du second ordre, puisque #14 est fini; donc À na’ 
est au moins du second ordre. En prenant donc ® = nu), 
l’erreur est du second ordre, et pa est en erreur d’une 
quantité du quatrième, qui ne produira sur la somme 
Z ça qu’une erreur du troisième, que nous devons né- 
gliger. Nous pouvons done nous borner à la valeur beau- 
coup plus simple 


AB—>nau — cé 27: 


Mais n passant par toutes les valeurs de o à m—1, 
on a 


En mi (MEL La 1), 
> 


Donc 


m (m Ah, ao" # LM frs a 


AB — 


Ds... < 7: Rae 
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Mais on peut substituer m1 à m—1, vu qu'il n'en ré- 
sulte pour AB qu’une erreur du troisième ordre : et par 
les mêmes raisons que précédemment, mw ne diffère de 
la somme des courbures w des m arcs « que d’une quan- 
tité du second ordre. Subsuütuant cette somme Q à mw/, 
il n'en résultera donc sur AB qu'une erreur du troisième 
ordre; et au degré d’approximation demandé, on aura 
enfin 
AB — ss 
2 

Ce qui donne le théorème suivant : 

La perpendiculaire abaissée d’une extrémité d’un arc 
infiniment petit du premier ordre, sur la tangente menée 
à l'autre extrémité, est égale à la moitié du produit de 
l'arc par sa courbure, à un infiniment petit près du troi- 
sième ordre. 


124. L'angle formé par la corde d’un arc infiniment 
petit du premier ordre, avec la tangente au milieu de cet 
arc, est un infiniment petit du second ordre. 

Soit A A’ cet arc, O son milieu, et B'OB la tangente ; la 
corde AA’ fait avec BB’ un angle dont le sinus est égal à la 
différence des perpendiculaires AB, AB’, divisée par la 
corde. Soient , (/les courbures des deux moitiésOA,O A, 
on aura, d'après le numéro précédent, en Pen par 
2a la dur de l’arc AA’, 


Qa Q'a 
AB= —, A'B'=— —: 
». 2 
el, par suite, 
| ee 
AB — AB —(Q—0Q/).- 
2 


Or nous avons vu (n° 114) que la différence des cour- 
bures de deux ares égaux consécutifs, infiniment petits 
he 


A 
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du premier ordre, est du second ; donc Q — est du se- 
cond ordre; et, par suite, la différence AB — A'B' est du 
troisième, son rapport à AA’ est donc du second. Ainsi 
le sinus de l’angle de AB avec la tangente au milieu O de 
l'arc sous-tendu est du second ordre; et par conséquent 
aussi cet angle lui-même est infiniment petit du second 
ordre , comme nous l’avions annoncé. 


425. Remarques piverses. — Les perpendiculaires AB, 
A'B' étant du second ordre, celle qu’on abaïsserait du 
milieu Ï de AA’ serait aussi du second; il en serait de 
même évidemment de la perpendiculaire élevée de L sur 
AA! et terminée à BB’, ou à la courbe : et encore de la 
perpendiculaire abaïssée de O sur. À A’. 

Remarquons encore que dans le triangle rectangle OAB 
le côté OB et l'angle O étant du premier ordre, la difié- 
rence de l’hypoténuse OA à OB sera du troisième ordre. 
Donc aussi la différence de l’arc OA à OB sera du troi- 
sième ordre. 

— $i l’on avaiten O ( fig. 53) une seconde courbe tan- 
gente à la première et ayant même courbure en ce point, 
et que l'on prit un arc OA, — OA, la perpendiculaire 

A, a 


Z » (2, 


étant la courbure de l'arc OA, dont le rapport à Q a l’u- 
nité pour imite par hypothèse. Donc la limite du rap- 


À; B, serait, au troisième ordre près, égale à 


A, 


{ 9, à ” ’ . r 
port est l'unité, et, par conséquent, la différence 


de À; B; à AB est infiniment petite par rapport à AB, et, 
par conséquent, d’un ordre supérieur au second. 

De plus, on voit que BB, sera au moins du troisième 
ordre, puisque c'est la différence de OB et OB; qui dif- 
férent des arcs égaux OA, OA, de quantités du troisième 
ordre. ITen résulte que AA, est l’hypoténuse d’un triangle 
dont un côté est d'un ordre supérieur au second, et l’autre 
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au moins du troisième, ei, par conséquent, À A, est d’un 
erdre supérieur au second. 

l'est encore important de remarquer que la longueur 
d'une corde AS comprise entre deux courbes ayant même 
courbure en O , et dont la direction limite fait un angle 
fini avec la tangente commune en O, est d’un ordre supé- 


rieur au second. Car on a 

sin À, 

sin S 
et comme sin S reste fini, AS est au moins du même ordre 
que AA. 

Ainsi, par exemple, si l’on considère le cercle de cour- 
ÿ 2% . . 

bure d'une courbe quelconque, qu'à partir du point de 
contact on prenne un arc infiniment petit du premier 
ordre, et que de son extrémité on mène une sécante fai- 
sant un angle fini avec la tangente, la partie comprise 
entre les deux courbes sera d’un ordre supérieur au se- 
cond. 


126. Si l’on mène une tangente parallèle à la corde AA’, 
l'arc MT (/ig. 53) compris entre son point de contact T 
et le milieu M de l'arc, ayant pour courbure l'angle de 
ses langentes extrêmes, qui est le même que celui de la 
corde et de la tangente au milieu, sera infiniment petgt 
du second ordre, comme ce dernier ; d’où résulte cette 
proposition : 

L’arc compris entre Le milieu d'un arc infiniment petit 
du premier ordre et le point de contact de la tangente 
parallèle à la corde de cet arc est infiniment petit du 
second ordre. 


Si sur le milieu I de la corde AA’ (fig. 54) on élève 
une perpendiculaire, elle rencontre larc en un point P, 


également distant de A et A. Or chacune des cordes 
égales AP, AP ne différant de l’are qu'elle sous-tend 
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que d’un infiniment petit du troisième ordre, les deux 
ares AP, A’P ne peuvent avoir entre eux qu'une diflé- 
rence du même ordre. Mais cette différence est le double 
de PM, puisque M est le milieu de l’are entier : done MP 
est infiniment petit du troisième ordre. i 

Ainsi : 

MT est infiniment petit du second ordre; 

MP est du troisième; 

et, par suite, TP est du second. 


127. Si l’on joint le point I aux points M, T, et qu'on 
mène les cordes PM, TP, la première sera du troisième 
ordre et la seconde du second, comme leurs ares respectifs. 

Or nous avons vu que IP est du second : donc l’angle 
PIM est infiniment petit (n° 110). Mais dans fe triangle 
TIP les côtés TP, PT étant du mème ordre, le rapport des 
sinus des angles opposés a une limite finie, et, par consé- 
quent, ces deux sinus ont des limites finies ou tendent tous 
deux vers zéro. Or ce dernier cas ne peut arriver : car il 
faudrait pour cela que le troisième angle en P tendit vers 
deux droits ou vers zéro, ce qui n’est pas, puisque la 
direction TP est infiniment voisine de celle de la tangente 
en M, et, par conséquent, de celle de AA’, à laquelle IP 
est perpendiculaire ; donc l'angle TIP a une limite finie 


Ainsi, en joignant le milieu de la corde au milieu de 
l'arc et au point où la tangente est parallèle à la corde, 
on a deux directions, dont la première à une limite per- 
pendiculaire à la corde, et la seconde, oblique. 


128. Les angles formés par les tangentes aux extrémi- 
tés d'un arc infiniment petit avec sa corde, peuvent étre 
regardés comme égaux, et les tangentes comme égales, 
en négligeant les infiniment petits du second ordre. 


Soient À A’ (fig. 5) un arc infiniment petit du pre- 


mier ordre; AV, AV ses tangentes extrêmes, dont l'angle 


FRE 


méme degré d ’approxima tion. 


5 vs CE 
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extérieur V mesure la courbure de l’arc AA’. La tangente 
merée au milieu M de cet arc fait avec AV, A’ V des an- 
gles MEV, MT'V égaux, au second ordre près, comme me- 
surant les courbures des arcs égaux AM , A'M (n° 118). 
Or ces deux angles diffèrent des angles respectifs A, 
A! de l'angle même des deux droites TT’, AA’, lequel est 
du second ordre. Donc, comme nous l’avions annoncé, 
les angles des tangentes extrémes avec la corde sont 
égaux à unwnfiniment petit près du second ordre, et 
donnent la mesure de la demi-courbure de l'arc, à ce 


Cela posé, il est facile de prouver qu'il en est de même 
des côtés AV, A’V du triangle AV A’. En effet, on a 
A'V  sinA 
AV snA’” 


PE sin À 
et comme la limite de 


9 


t| ème que celle de 
a Cst la même q * de — 


qui est égale à l'unité, il en résulte 
A'V 
AV 


lim. 


0 


Il est facile d’ailleurs d'apprécier l’ordre de la diffé- 
rence AV — AV. En efet, l’équation précédente donne 


> sn (8 À + À 
ANS AV  sinA—sinA’ 2 ie 2 
AV gr sin A’ LS sin À’ 


ce qui est une quantité infiniment petite du premier ordre, 


x Le A! 4 TE ; 
puisque (=) est du second et sin A’ du premier. Le 
2 


IV — AV | 
l'apport —— étant du premier ordre, AV — AV est 
du second. 

Donc les longueurs des tan gentes extrémes sont égales, 
au second ordre près. 
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129. Les angles inscrits dans un, segment dont l'arc 
est tnfiniment petit du premier ordre, sont égaux, au se- 
cond ordre près. 

Soient l'arc AA (fig. 56) et un angle inscrit quel- 
conque AMA'. Si l’on mène la tangente TMT', l'angle 
UMA’ sera partagé en deux angles, doni l’un mesure la 
demi-courbure de AM et l’autre celle de AM. Donc 
l'angle UMA’ peut étre regardé comme constant et égal 
à la demi-courbure de AA, au second ordre près. 

L’angle inscrit AMA’ est donc aussi constant, au se- 
cond ordre près.s 


130. Sisur deux courbes tangentes on prend, à par- 
tir du point de contact, des arcs infiniment petits égaux, 
la droite qui joint leurs extrémités a pour direction limite 
celle de la normale commune. 

Soient M ( fig. 57) le point de contact, MM’=MM,, 
et supposons d’abord que les deux courbes soient de côtés 
différents de la tangente commune. Dans le triangle rec- 
üligne MM'M,, la différence des côtés MM’, MM, que 
nous considérerons comme infiniment petits du premier 
ordre, est du troisième ordre, puisque les arcs sont égaux; 
de plus, l'angle compris M étant la somme de ceux que 
chaque corde fait avec la tangente, est aussi du premier 
ordre (n° 128). Donc les limites des angles M, M, sont 
des angles droits (n° 112), et comme les directions des cô- 
tés MM”, MM, ont pour limite celle de la tangente en M, 
il en résulte que la limite de la direction de M'M, est celle 
de la normale au point M. 

Mais si les courbures étaient dans le même sens, les 
deux arcs MM’, MM, seraient du même côté de la tan- 
genie, et l’angle M serait la différence des deux angles du. 
premier ordre que les cordes font avec la tangente com- 
mune. Cet angle pourrait donc être d’un ordre supérieur 


Mn vob sr + CSS 
ARE PL 4 A 
+" j 
4 
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au premier, et nous ne serions plus dans les conditions du 
n° 112. Or nous avons démontré que ces angles ne diffèrent 
des moitiés des courbures des arcs, que de quantités du 
secondordre. Si donc les courbures des deux courbes en M 
sont différentes, ce qui est le cas général , les deux angles 
qui mesurent les courbures des ares MM’, MM, diffèrent 
d’une quantité du même ordre que ces arcs, puisque les 
limites des rapports de ces angles à la longueur de l'arc 
sont inégales. Ainsi, en laissant de côté les points parti- 
culiers où la courbure est la même, l’angle M sera tou- 
jours du premier ordre, et, par suite, les angles M”, M; 
ont pour limites des angles droits. Donc généralement /a 
limite de la direction M'M, est celle de la normale com- 
mune. 


Exemples de la détermination des centres de courbure. 


131. Cycloide. — Soit T (fig. 58) le point de con- 
tact du cerele générateur correspondant au point quel- 
conque M de la cycloïde. Nous savons qu’en prenant sur 
le cercle un arc infiniment petit MI, menant IM parallèle 
à AB et égal à MI; puis prenant TT'— MI—IM/, le 
point M’ appartient à la eycloïde, et T” est le point de 
contact correspondant du cercle générateur avec la base. 

Cela posé, MT, M'T’ sont deux normales infiniment 
voisines, et la limite de leur point de rencontre N est, 
d’après ce qui précède, le centre de courbure de la cey- 
cloïde, correspondant au point M. 

Or, si l’on joint IT et qu’on mène MK parallèle à AB, 
on aura HK = TT”, et on reconnait facilement que le rap- 
port de MF à MI et, par suite, à T'T’tend vers l'unité; car, 
dans le triangle recuiligne MI, les deux angles I et H 
ont une mème limite finie. En effet, la corde MI a pour 
direction limite celle de la tangente MU au cercle, et la 
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direction IHT a pour limite celle de MT; donc l'angle 1 
du triangle a pour limite TMU. L’angle H du même, 
triangle, ou son égal THK, a évidemment pour limite 
TMK. Or cet angle est égal à TMU, puisque, d’après les 
propriétés connues du cercle, MT est la bissectrice 
de UMK ; donc la limite du rapport des côtés MH, MI 
est l’unité. Il en est donc de même de la limite du rapport 


de MH à l'arc MI, ou à son égal TT”. Donc la hmite du 


x MK 
est 2. Mais le rapport —— est constamment 


MK 
rapport TT 


TT’ 
r , MN trs : 
égal à Rae Donc la limite de MN est 2MT , et on aura le 
centre de courbure O en prenant TO = TM. 
Ainsi dans la cycloïde le rayon de courbure est 
double de la normale. 


132. Ellipse rapportée à ses foyers. — Soient F, 
FE" (fig. 59) les deux foyers, a, b les deux demi-axes, 
d, d’ les rayons vecteurs d’un point quelconque M de 
l'ellipse, M' un second point infiniment voisin de M, 
MO’, M'O' les bissectrices des angles F°MF, FM'F, qui 


seront les normales en M, M’. Le rayon de courbure en M 
LA 


AL 


gr” Puisque l'angle O’des nor- 


sera la limite du rapport 


males est égal à celui des tangentes aux extrémités de 
l’are MM’. | 

Comme nous n’avons en vue qu'une limite de rap= 
ports, nous pourrons, d'après les remarques faites pré- 
cédemment (n° 107), remplacer les quantités infiniment 
petites par d’autres, dont le rapport avec elles aura l'unité 
pour limite, et écrire, comme si elles étaient exactes, 


les équations où elles entreront. Nous avons démontré 
MM’ 


que le résultat cherché lim. er 


n’en sera aucunement 


altéré. Nous donnons ainsi un premier exemple de ce 
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moyen si commode de simplification. Rien ne sera plus 
facile, au reste, que de faire les mêmes calculs en conser- 
vant, comme nous l’avons fait jusqu'ici, l'exactitude 
absolue des équations. 

Les deux triangles FMI, O'IM' ayant un angle égal, 
la somme des deux autres est la même de part et d’autre; 
d'où, en désignant par F’ l'angle infiniment petit MF°M”, 
par & l'angle donné F’Mw, et de même par F et w les 
angles MFM, F°M'0, 

O'— EF’ = wo — vw), 
et de même 


O'—EF— 0) — w ; 
d’où, en ajoutant, 
20° —=F + F”, 


Ainsi, en désignant par R le rayon de courbure cher- 

ché, on aura 
Rein er ME . 

F+F 

Nous allons calculer les angles F, F’ dans les triangles 
EFMM', F'MM, en les substituant à leurs sinus; nous 
substituerons de même l'arc MM! à sa corde, nous sub- 
stituerons à la direction de la corde MM! celle de la tan- 
gente en M, et aux angles des rayons vecteurs avec MM 
les limites de ces angles , e’est-à-dire le complément de w. 
Les valeurs de F, F’ ainsi calculées ne difléreront des 
véritables que de quantités infiniment petites par rapport 
à elles-mêmes, et, par conséquent, la limite du rapport 

MM’ LE 

fr Me sera pas altérée. 

Nous trouverons de cette manière 


,  MM'coso  , _ MM'cosv 


4 


Co NE D STATE EE 
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d’où 
AUS PQ BE A 
F + FE’ = MM’ cosw (; % > F) dd’ É 


et, par suite, 


ù ! 4 
R — ÿ ; 
«a COS oc) 
À b ; 
Or on sait que cosw — NA et que la longueur #7 de 
la normale MN a pour expression 
b 
n—= — V99 


D'où résulte 


ou, en désignant par p le demi-paramètre, 


n° 


me: 


Cette formule s'applique également à l’hyperbole et à Ja 
parabole. 


133. Cette formule donne pour la valeur de R une 
construction facile; mais on en obtient encore une plus 
simple en remarquant que la première valeur de R donne 
pour projection du rayon de courbure sur le rayon vec- 
teur F/M, la valeur suivante : 


LA 
R cos —= —. 
a 


Or, en divisant les valeurs de z et cosw, on obüent 


00 7 


— —=- , 


a cos © 
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n'est autre chose que la longueur MH obtenue en 


et 


cos wo 
élevant NH perpendiculaire sur la normale. Le point H 
est donc la projection de l'extrémité du rayon de cour- 
bure ou du centre de courbure. Elevant donc en H une 
perpendiculaire sur le rayon vecteur F°M, sa rencontre 
GC avec la normale sera le centre de courbure. 


134. Spirale logarithmique. — Soïent M, M (fig. 60) 
deux points infiniment voisins, A le pôle, MO, M'O les 
- deux normales en M, M’; il s’agit de trouver la limite du 
point O: Les rayons vecteurs AM, AM’ étant, comme 
nous l’avons vu, également inclinés sur les normales 
correspondantes, les angles A et O sont égaux, et les 
quatre points À, M, M’, O sont sur un mème cercle. 
Maïs lorsque M’ tend vers M, ce cercle tend à devenir 
tangent à la spirale en M, puisque la sécante commune 
MM! tend vers la tangente à la spirale; donc ce cercle à 
la limite a pour normale MO : son centre est donc sur 
MO; la imite C de O ou le centre de courbure est donc 
l'extrémité du diamètre de ce cercle dont M est l’autre 
extrémité. L’angle MAC est donc droit, et on a le centre 
de courbure en élevant en À une perpendiculaire au 


rayon vecteur, en cherchant sa rencontre avec la nor- 
male. 
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CHAPITRE XVII. 


DÉVELOPPÉES DES COURBES PLANES. 


135. Si, sur chacune des normales à ure courbe plane 
quelconque, on considère le centre de courbure correspon: 
dant, qui est la limite de la rencontre de cette normale 
avec une normale infiniment voisine, on obtiendra pour 
lieu de ces centres une courbe tangente à toutes les nor- 
males (n° 76). Cette courbe se nomme la développée de 
la première, et celle-ci s'appelle la développante de 
l’autre. Les développées jouissent d’une propriété remar= 
quable, à laquelle elles doivent leur nom, et que nous 
allons faire connaître. 

Soient M (fig. 61) un point quelconque d’une courbe; 
MO sa normale, O le centre de courbure, M'un point de 
la courbe distant de M d’une quantité infiniment petite 
du premier ordre, O’ le centre de courbure correspon= 
dant; les deux droites MO, M'O seront tangentes à la 
développée aux points O et O’. Or, comme la longueur 
MO du rayon de courbure dépend de la position de 
M, ou de la longueur de l'arc de la courbe donnée, 
compté à partir d’une origine quelconque sur la courbes 
on peut regarder MO comme une fonction de l’are ; ainsi, 
d’après un principe posé précédemment, l’accroissement 
infiniment petit de MO, ou la différence M'O'— MO sera 
généralement de même ordre que MM”; et de même l’ac 
croissement OO’ de l'arc de la développée sera de l’ordre 
MM, puisque l’arc de la développée est aussi une fone 
tion de celui de la proposée. 

Maintenant il est facile de reconnaître que la longueur 
de Pare O0, et la différence des deux rayons de courbure 


ef PE OR PER 
PAPE s 
À [1 Le 
ls 
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MO , M'O!ne peuvent différer que d’une quantité infini- 
ment petite par rapport à elles-mèmes. 

En eflet, élevons en M et O des perpendiculaires à 
MO, qui rencontrent la normale M'O’ en T et H. La 
partie LM” est d’un ordre supérieur au premier, puisque 
MP est tangente et que la direction HT n’a pas pour 
limite celle de la tangente (n° 120). De plus la longueur 
HT ayant MO pour projection sur la normale avec laquelle 
sa direcuon fait un angle infiniment petit du premier 
ordre, la différence entre OM et HT sera infiniment pe- 
tite du second ordre. Donc la différence entre M'H et MO 
sera infiniment petite d’un ordre supérieur au premier, 
puisqu 11 en est ainsi de la partie TM”, dont nous n’avons 
pas cherché à préciser exactement l’ordre. 

Il suit de là que la différence entre M'O'’ et MO sera 
HO, à une quantité près d’un ordre supérieur au pre- 
mier. Or l'arc OO’ et la tangente O'H à la développée 
ont une différence du second ordre (n° 120) : donc enfin 
O0’ et M'O/— MO ne peuvent avoir qu'une différence 
infiniment petite par rapport à elles-mêmes ; et, par con- 
séquent, si l’on considère la somme d’ares infiniment 
petits OO” formant un arc fini déterminé de la dévelop- 
pée, cet arc sera égal à la limite de la somme des accrois- 
sements successifs des rayons de courbure. Et, comme 
cette somme d'accroissements n’est autre chose que l’ac- 
eroissement total, ou la différence des rayons de courbure 
extrêmes, on arrive à cette conclusion : Un arc fini de la 
développée d'une courbe quelconque est égal à la diffé- 
rence des deux rayons de courbure de cette courbe, cor- 
respondants aux deux extrémités de cet arc. Et cette 
proposition s'appliquant à toutes les grandeurs des arcs 
de la développée, s'applique évidemment aux ares infini- 
ment petits ; d'où l’on voit que la différence entre OO’ et 
MPO'— MO, que nous avions démontrée être d’un ordre 
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supérieur au premier, était rigoureusement égale à zéro: 


136. Il suit de ce qui précède que, si l’on suppose un fil 
flexible et inextensible appliqué sur la développée jus- 
qu’à un certain point quelconque, à partir duquel il s’en 
sépare tangentiellement et se prolonge jusqu’au point où 
il coupera la courbe proposée; qu’ensuite on développen 
la partie enroulée, en tenant toujours le fil tendu, son 
extrémité sera toujours sur la courbe donnée. Car l’ac= 
croissement de la partie rectiligne du fil tangent sera 
toujours égal à l’arc de la développée compris entre deux 
points de contact, ou à la différence des rayons de cour: 
bure correspondants; donc la partie rectiligne sera tou: 
jours la longueur même du rayon de courbure, et, par 
suite, l'extrémité sera toujours sur la courbe donnée. Le 
lieu des centres de courbure d’une courbe peut donc ser“ 
vir à décrire cette courbe par son développement en ligne 
droite, et c'est de là que lui vient le nom de développée 


137. Développée de la cycloïide. — Soient M un point 
quelconque de la cycloïde (fig. 62), MN Ia normale, NMD 


le cercle générateur, R le rayon de courbure, on a 
R;=2 MN 

on aura donc le centre de courbure O, relatif au point M; 
en prenant NO = MN. Mais si au milieu 1 de la base on 
élève la perpendiculaire IB égale au diamètre 2 a du cercle 
générateur, et qu'on mène en B une parallèle BV à la 
base, le cercle décrit sur la perpendiculaire NC comme 
diamètre passera par O : l'arc NO sera donc égal à l’are 
MN du cercle NMD , et, par suite, à la ligne AN. Donc 
OC = NI — BC. Donc le point O appartient à la cycloïde 
décrite par un point d’un cercle ayant 2 a pour rayonle 
point B pour origine, et BV pour base. 

La développée de la cycloïde AEA se compose done 
de deux demi-cycloïdes AB, AB, identiques avec læ& 
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première, et dont le prolongement se rapporterait aux 
branches suivantes de celle-ci. 

_ 438. La différence de deux rayons de courbure étant 
égale à Pare de la développée, compris entre les deux 
points de contact, et le rayon de courbure de AEA’ étant 
nulau point À , la ligne MO est égale à l'arc AO. Donc 
dans toute cycloïde AOB, l’arc compris entre le sommet À 
etu» point quelconque O est double de la corde NO du 
cercle générateur NOC qui passe en ee point; proposi- 
ton déjà démontrée précédemment par d’autres considé- 
ralions. 

Ainsi, en revenant à la cycloïde primitive, on aurait 

ME — 2MD, 
et, par conséquent, 
AB — da lTetu AA’ — Ga. 

St l'on fait 2a— y = y’, c'est-à-dire si l’on compte 
les y’ à partir de E, dans le sens ET, et que l’on pose 
ENIE="Ss on aura 

Ho nr 

‘Felle est l'équation de la cycloïde entre l’ordonnée et 
l’are , comptés à partir de son sommet. 

159. Développée de la parabole. — Soïent l'équation 
Y® = 2px (fig. 63), M un point quelconque de la para- 
bole, MN la normale, O le centre de courbure ; on aura, 
d'après une formule donnée Pete ie 


I 
mo =" . 


Soient x, y les coordonnées de M; >, 6 celles de O, 
et l'angle de MO avec la parallèle MT à l’axe des y; on 


aura 
1 
MN—(y714+pt}, 7 —6— MO cos ®, & — x = MOsinw, 
) 
tango =T, CDS TG Pr 
Y VI? + p° Van pt 


Ts 12 
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On tire.de là 
CA TC RE EN 


Entre ces deux équations et celle de la parabole 
y? = 2px, si l'on élimine x et y, on aura l’équation 
du lieu des points O ou la développée. On trouve ainsi 


pri Rex (& _—- Pie 
27 P 

On peut remarquer que l'équation précédente 

— 3x + p indique une construction fort simple du 
centre de courbure O. Car l’abscisse OP de ce point 
étant égale à 3x + p,on a NP — 2x. Il suffit donc de 
mener la normale indéfinie MN, de prendre NP double 
de l’abscisse du point donné M et d'élever en P une per- 
pendiculaire à l’axe. Sa rencontre avec la normale don- 
nera le centre de courbure. 


140. Développée de la spirale logarithmique.— Nous 
avons trouvé que le centre de courbure € de cette courbe 
est le point de rencontre de la normale et de la perpen- 
diculaire menée par le pôle au rayon vecteur ( fig. 60). 
Le rapport de AC à AM étant constant, puisque les 
angles du triangle AMC sont constants, il s'ensuit que 
deux rayons vecteurs quelconques de la développée 
seront dans le même rapport que deux rayons vecteurs 
quelconques de la spirale, faisant entre eux le même 
angle que les deux autres: Si donc on fait tourner la 
développée autour de A, jusqu’à ce qu’un de ses points 
soit sur la spirale, toutes les autres y seront de mème et: 
les deux courbes coïncideront. La développée de la spi- 
rale logarithmique n’est done autre chose que cette spi 
rale même qui a tourné d’un certain angle autour du 


pôle. 
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CHAPITRE XIX. 


DÉPLACEMENT D'UNE FIGURE SUR UN PLAN. PROBLÈME 
DE LA ROULETTE : MÉTHODE DE DESCARTES POUR 
MENER LES TANGENTES AUX COURBES QU'ELLE 
DÉCRIT. GÉNÉRALISATION DE CETTE QUESTION. 
CENTRE INSTANTANÉ DE ROTATION. 


141. Lorsque l’on considère sur un plan fixe une 
figure invariable qui se déplace d’une manière continue, 
suivant une loi quelconque, un point quelconque appar- 
tenant à cette figure ou lié invariablement à elle, décrit 
une courbe dépendante de cette loi, et dont les géomètres 
du xvn° siècle ont étudié un cas particulier. Leurs 
recherches ont fait faire des progrès à la géométrie, et le 
problème qui en a été l’occasion a conservé beaucoup de 
célébrité. Ils supposaient une courbe roulant sans glisser 
sur une autre supposée fixe, et ils se sont d’abord proposé 
de mener la tangente à la courbe décrite par un point lié 
à celle qui se déplace. Le premier cas qu’ils ont étudié 
est celui du roulement d’un cercle sur une droite ; un 
point du cercle même décrit la courbe que nous avons 
nommée cycloide, et qu'on a d’abord appelée roulette. 

Nous ne nous proposons pas de faire connaitre les 
diflérents procédés employés dans cette recherche; nous 
pous bornerons à la méthode donnée par Descartes, 
comme la plus simple et la plus générale. 

Concevons d’abord , au lieu de deux courbes, deux po- 
Iygones ayant leurs côtés respectivement égaux , dont l’un 
soit fixe ct l’autre se meuve de manière que les côtés égaux 

12. 
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s'appliquent successivement les uns sur les autres: Un 
point lié au polygone mobile décrira une suite d’ares dé 
cercles doni les centres seront les sommets successifs du 
polygone fixe, et, par conséquent, la normale à l’un quel- 
conque de ces arcs passera par le sommet commun aux 
deux polygones. Si maintenant on suppose que les côtés 
des polygones diminuent indéfiniment, de manière que 
ces polygones tendent à se confondre avec les courbes 
données, cette propriété de la normale en un point quel- 
conque subsistant toujours, quelle que soit la petitesse des 
côtés, elle aura encore lieu pour la courbe limite de l’en- 
semble des arcs de cercle, c’est-à-dire pour celle que décrit 
le point lié à la courbe mobile. Donc on aura la normale 
en un point quelconque de ce lieu, en le joignant au point 
de contact correspondant des deux courbes. La tangente 
sera la perpendiculaire à cette ligne. 

Telle est la méthode de Descaries. Elle s'applique à des 
courbes quelconques. 

Mais on risquerait de se tromper si on Îa suivait trop 
loin, par exemple pour la détermination dela courbure; 
et il faut y regarder de très-près pour reconnaître que ce 
qui suflit pour la tangente, est insuflisant pour la cour- 
bure. C’est pourquoi nous allons reprendre la solution en 
mettant plus de rigueur dans les raisonnements. 


142. Soient LL’ ( fig. 64) la courbe fixé; SS' la courbe 
mobile; M le point de contaci pour une position quel= 
conque de SS'; A la position correspondante du point lié 
à SS/, et qui décrit la courbe en question. 

Prenons sur les deux courbes données deux arcs infin# 
ment petits égaux MM, MM, ; les points M’, M; seront 
coïncidents quand le point de contact des deux courbes sera 
M, puisque, d’après la définition du roulement sans glis= 
sement, les arcs qui séparent des points de contact corres- 
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pondants, pris su les deux courbes , doivent ètre égaux. 
Pour amener le système mobile dans la position qu'il aura 
alors, on peut le faire mouvoir d'abord de manière que 
tous les points décrivent des droites égales et parallèles à 
MM, , ce qui amènera M'en M, ; puis, laissant le point M’ 
fixe en M,, faire tourner le système autour de ce point, de 
manière que la tangente en M’ coïncide avec celle en M. 
Dans ce dernier mouvement toutes les droites s’incline- 
ront, sur leur première direction, d’un angle égal à celui 
des tangentes en M’ et M,, c'est-à-dire de la somme ou de la 
différence des courbures des deux arcs MM’, MM,, suivant 
que ces courburestseront de sens contraire ou de mème 
sens. Si donc nous menons AA’ égal et parallèle à MM, 
et que de M, comme cenire, avec un rayon égal à AM, 
qui n’est autre chose que AM, nous décrivions un are de 
cercle A’A,, tel que l'angle AM, A, soit égal à celui des 
tangentes en M’ et M, ; À, sera la position exacte de A, 
correspondante au contact en M, : AA, sera donc la sé- 
cante au lieu décrit par A et la limite de sa direction sera 
la tangente cherchée. 

Or les deux côtés MM’, MM, du triangle rectiligne 
MMM, ayant pour limite de leur rapport l'unité, et com- 
prenant un angle infiniment petit, le troisième côté MM, 
est infiniment peut par rapport aux deux autres. De plus, 
l'angle des tangentes en M”, M, est généralement du pre- 
mier ordre, mème lorsque les courbures sont de mème 
sens. Son égal A’M, À, sera donc du premier ordre, et il 
en sera de même de la droite A’ A,, puisque AM, a une 
longueur finie. Donc dans le triangle AA’ A,, le cdté 
AA° est infiniment petit par rapport à À’ A, ; par consé- 
quent, l'angle A, a pour limite zéro, et la direction de la 
Sécante AA, a la même limite que celle de A’A,. Mais 
cette dernière tend à faire un angle droit en A’ avec la 
droite AM, dont la position limite est AM; donc enfin 


Vo De te 
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la limite de la direction AA,, ou la tangente cherchée, est 
perpendiculaire à AM. 


Expression du rayon de courbure de la courbe décrite 
par un point lié à la courbe roulante. 


143. Une courbe donnée U’V! { fig. 65) roulant sans 
glisser sur une courbe fixe UV, un point M lié à U’V' dé- 
crit une courbe dont on demande le rayon de courbure en 
un quelconque de ses points. 

Soient À le point de contact des deux courbes corres- 
pondant à une position quelconque M du point décrivant ; 
O, O' les centres de courbure de ces courbes, qui se rap- 
portent au point À. On sait que AM sera la normale à la 
courbe décrite par M; nous désignerons par n sa longueur 
AM, et par o l’angle qu'elle fait avec la normale commune 
O0’ aux deux courbes données. 

Prenons sur ces courbes deux arcs infiniment petits 
égaux AN, AN’. Soit M' la position qu’aura prise M lors- 
que N’ sera venu s'appliquer sur N; MN’ viendra dans 
la position M’N ; elle sera la normale en M': le point de 
rencontre X de M'N et MA sera, à la limite, le centre 
de courbure de la courbe en question; et MX sera, à 
la limite, le rayon de courbure, que nous désigrierons 
par p. 

Dans ce mouvement, qui amène N'en N, et, par suite, 
la tangente en N’ sur la tangente en N, toutes les lignes 
du système se sont inclinées d’un angle égal à celui de ces 
deux tangentes, ou de leurs perpendiculaires N'O’, NO: 
Cet angle est O +0", et peut être regardé comme ayant 
pour mesure 


AN AN’ 
RARES 
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ou, à cause de AN — AN, 


I I 
AN | — — |}: 
Er) 
La droite N’M étant venue, dans ce mème mouvement, 
coïncider avec M’NX, s’est inclinée d’un angle égal à 
N'MA + X. 


Mais, en négligeant les infiniment petits sans influence 
sur le résultat, on peut prendre 


; AN cos AN cos ? 
A = — = ———. 
N MA AN X IX 
La somme de ces deux angles sera, en employant les no- 
tations précédentes, 


LE 


AN cos p (+ JE 


Den 


égalant ces deux expressions de la rotation du système, il 
vient 


ce LEE tr I I , 
R PAM APE R HUE 


d’où l’on tire 


R'(R +R’) 
(1) p= AN 1 9 
n(R +R") —RR' cos? 
ou 
TR I RR' cos v 
(a) ICE 01 


Les formules (1) et (2) résolvent la question et donnent 
le rayon de courbure du lieu de M, au moyen des rayons 
de courbure des deux courbes données, en leur point de 
contact À correspondant à M, et, en outre, de la posi- 
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tion du point M, par rapport à À et à la normale à ces 
courbes. 

Il n’est donc besoin de connaître aucune autre chose 
relativement aux courbes données, que leurs rayons de 
courbure au point que l’on considère. Ainsi l’on pourrait, 
en ce point, leur substituer deux autres courbes ayant 
même courbure qu’elles, et, par conséquent, leurs cercles 
de courbure eux-mêmes. Le lieu décrit par le point M ne 
serait plus le même, mais au point en question il aurait 
toujours même courbure. 

Si la ligne UV est droite, on a 


RE Met Dar SUILE PP L PF APCE 
n—kR cosy 
ce qui est immédiatement applicable à la cycloïde et ra- 
mène au résultat déjà trouvé. 
Si U’V' est une ligne droite, UV étant une courbe quel- 
conque, on a 
R''= 0%: 


et la formule (1) devient 


n? 


FT x —R cos o° 
si de plus le point M était situé sur la droite mobile, on 
aurait 


T : 
22 et, par suite, p— 7. 


Le centre de courbure serait donc au point de contact À, 
et, en effet, dans ce cas la courbe décrite ne serait autre 
chose qu’une développante de la courbe fixe. 
Omservarion. — Si la courbe UV tournait sa con” 
vexité en sens contraire, il faudrait changer R en —R 
dans les formules (1) et (2), pourvu toutefois quele 
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centre de courbure X se trouvàt toujours, comme on l’a 
supposé, sur le prolongement de MA. 
Si au contraire le point X se trouvait du même côté 
que M, il faudrait changer p en — p dans ces mêmes 
formules. 


Application aux épicycloïdes. 
144. Si l’on suppose que les courbes UV, U'V’ (fig. 66) 


soient des cercles, et que le point M appartienne au cerele 
mobile lui-même, la courbe décrite sera ce qu’on appelle 
une épicycloïde plane. 

Voyons ce que donne alors la formule (1). 

Le triangle AMB donnant 


nñ 
SD — — 
CSP RT? 
on aura 
2n(R+R') n R 
{3 EE ———————— ———————— a ———— — 
à P R+2R RATES 


Ainsi, pour avoir le centre de courbure, il suflit de 
prolonger la normale AM d’une quantité AX dont la 
valeur est 

nR 


MN; 
R+2R 


Cette remarque donne un moyen bien simple de con- 
struire le centre de courbure X. Il suffit pour cela de tirer 
le diamètre MM,, puis la droite M, O : la rencontre de 
cette dernière avec MA donnera le point X. 

En effet, la corde BM, étant parallèle à MA, on aura 
la proportion 

AX : BM, :: AO : OB 
ou 
AR r. R;: RER, 


çe qui démontre la proposition. 
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Si R est infini, la courbe devient une cycloïde, et l’on 
trouve p —2n, comme on l’a vu précédemment. 

SiR = — 2R', on trouve p — « en chaque point, et 
l’épicycloïde se réduit à une ligne droite. 

Si le point M, au lieu d'être sur la circonférence O0, 
était à l’intérieur ou à l'extérieur, il décrirait ce que l’on 
appelle une épicycloïde allongée ou raccourcie, à laquelle 
on pourrait semblablement appliquer la formule (1). 


Développées des épicycloïdes. 
145. La développée de l’épicycloïde décrite par M est 


le lieu des points X ; et nous allons démontrer que c’est 
encore une épicycloïde. 

Soit C la position primitive de M; on a alors AM = 0, 
et le point X coïncide aussi avec C. Prenant ensuite 
l'arc CD égal à la demi-circonférence R', le point M est 
en mn à sa distance maximun R + 2R/ du centre O; et le 
point X est à sa distance minimum Ox de ce même 
point. 

Pour connaître cette dermière, il faut faire 7 = 2R! 
dans la valeur de AX ; ce qui donne 


2RR/ R° 
DR RAA 077 RER | 
faisant 
Ox=r, Dr 0r 
on aura donc 
Re Re RR’ 
FE Ra Ni 
- d’où 
PET A RE te 
Cela posé, décrivons du centre o un cercle avecle 
rayon r, qui coupera OB en I; et sur AI comme diamètre, 
décrivons un cercle dont le rayon sera r’. Il est facilede 


Et. SDS 
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voir quece cercle passera par Le point X; car MA, pro- 

longé jusqu’à ce cercle tangent en À au cercle O', donnera 

une corde dont le rapport à MA sera celui des rayons 

ré 

RORESR 

LL ou à AX. 
Maintenant les arcs AX et AM étant semblables seront 

dans le rapport des rayons r’, R’, ou, d'après ce qui pré- 

cède, dans le rapport de r : R. IL en sera de mème des 

suppléments de ces ares, et l’on aura, par conséquent, 


Cette corde sera donc égale à 


EAN er LR, 


Mais AM, — AD, puisque CD est égal à la demi-cir- 
conférence MAM.. 


On a donc 


PNR AD :: FRS: Oz 'OD: 
Donc 
RENTE 


d'où il résulte que le point X est constamment sur l'épicy 
cloïde décrite par un point du cercle de rayon 7’ roulant 
sur le cercle de rayon r, ce point partant de x. Le point 
de rebroussement de cette épicycloïde correspondra donc 
au sommet 72 de la première, et le point de rebrousse- 
ment C de la première au sommet c de la seconde. 

On reconnait facilement que les deux nouveaux cer- 
clés r, r” forment un système semblable à celui des cer- 
cles R,R', et qu’ainsi les deux épicycloïdes sont sem- 
blables. Ainsi, la développée d’une épicycloïde est une 


FRE ". ° 7e à 
épicycloïde semblable, et le rapport de similitude est FR 


ou j 
 R+2kr 


ie | 
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De la double génération des épicycloïides planes. 


146. Toute épicycloïde peut être engendrée par deux 
cercles de rayons différents, roulant sur un même cercle: 
1°. Supposons le cercle roulant intérieur au cercle 


fixe O {jig. 67). Soient AB son rayon, B le point de con- 


tact dans une position quelconque, M le point décrivant 


dont la position primitive était I; on aura BM = BI. Par 
le point M, faisons passer un cercle de rayon OA tangent 
au cercle O. Il suflira pour cela de merier le rayon OB 
parallèle à AM et de prendre OA'=— AB— AM: Il en 
résultera 

A'B' = OA — AM. 


Le cercle décrit du centre A avec un rayon égal à OA 
passera donc par M et sera tangent en B’ au cercle O. 
Cela posé, il est facile de voir que les arcs B'M, B'I 
sont égaux. 
En eflet, puisque la figure OAMA est un parallélos 
sramme , les angles B'A'M, MAB, BOB’ sont égaux. 
Donc 
B:M ‘BMP 
AIM AB .OBl 


Ajoutant les termes des deux premiers rapports égaux, on 
aura encore un rapport égal | 


B’M +- BM 
DÉS 
d’où résulte 
BB'—B'M + BM, 
el, par suite, 
B'M— B'I. 


Donc le point M appartient à l’épicycloïde décrite par. 


le cercle À’ roulant intérieurement sur le cerclé O‘en 
sens contraire du cercle A. 
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Si done M est un point lié invariablement aux deux 
cercles, le cercle A’ tournant dans O sans glisser fera rou- 
ler lecerclé À de manière que les ares IB, IB', égaux 
respectivement à MB, MB", soient entre eux comme les 
rayons AB, OA ; et, par conséquent, les vitesses angulaires 
des centres À, A’ autour de O seront proportionnelles aux 
rayons de ces cercles. 

20, Supposons maintenant que le cercle roulant A 
(fig. 68) soit extérieur au cercle fixe O. 

Soit M le point du cercle À qui décrit l'épicycloïde, 
1 sa position primitive sur le cercle O, B le point de con- 
tact des cercles À, O ; les arcs MB, IB seront égaux. 

Menons par O un rayon OB parallèle à AM; pre- 
nons OA’ — AM, et décrivons un cercle de A’ comme 
centre avec un rayon égal à A’B', c’est-à-dire égal à la 
somme des rayons des deux cercles donnés. Ce cercle 
sera tangent en B’ au cerele O; de plus, il passera par 
M, puisque la figure MAOA est un parallélogramme et 
que, par conséquent, AM — OA — A'B. 

Cela posé, les angles égaux A, 4’, O, ayant des me- 
sures égales, on aura 


MB BB MB 
AB VOB  °Wp 


et comme le dénominaieur du dernier rapport est [x 
somme de ceux des deux premiers, il s’ensuivra 


MB'= MB + BB = IP + BP. 


Donc le point M appartient à l’épicycloïde décrite par 
un point du cercle A’ qui roulerait sur le cerele O, du 
même côté que le cercle A. 

On reconnait facilement que les vitesses angulaires des 
centres À , À’ sont encore proportionnelles aux rayons. 

Réciproquement, si À’ était le cercle roulant sur le cer- 


E 7 RS 
En ! 
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cle fixe O renfermé dans son intérieur, Pépieycloïde en- 
gendrée par un point de ce cercle, pourrait être engendrée 
par un point du cercle extérieur À, ayant un rayon égal à 
la différence des deux autres et roulant sur O du même 
côté que le cercle A’. 

On peut tirer de là la conséquence générale que toute 
épicycloïde peut être engendrée par le roulement de deux 
cercles de rayons différents sur'un même cercle. Les 
rayons de ces deux cercles ont une somme ou une diffé- 
rence égale au rayon du cercle fixe, et le point de contact 
de ces cercles générateurs avec le cercle fixe se déplace en 
sens contraire si ces deux cercles sont intérieurs l’un à 
l’autre, et dans le même sens dans le cas contraire. 


Comment tout déplacement continu se ramène au roule- 
ment d'une courbe sur une autre. 


147. Euler a démontré qu'une figure tracée sur la sur- 
face d’une sphère pouvait être amenée d’une position 
quelconque à une autre, sur cette même surface, par un 
seul mouvement de rotation autour d’un point de la 
sphère comme pôle. 

Cette proposition, indépendante de la grandeur du 
rayon, s'applique évidemment au plan, et d’ailleurs les 
mèmes raisonnements peuvent être faits directement dans 
ce cas particulier. On peut l’établir très-simplement de 
la manière suivante : 

Soient À, À; (fig. 69) les deux positions successives 
d’un mème point du système mobile; on amènerait A 
en À, en donnant à l’ensemble un mouvement de transla- 
tion par lequel chaque point décrirait une droite égale 
et parallèle à AA. Il suffira donc, après cela, de laisser 
le point À fixe en À, et de faire tourner le système au- 
tour de ce point jusqu’à ce qu’un second point arrive àla 
position qu'il doit occuper. Or ces deux mouvements 
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successifs peuvent être exécutés au moyen d’une simple 
rotation autour d’un point fixe. En effet, menons VA,U 
perpendiculaire à AA,, et par À,, deux droites faisant 
avec VU: des angles égaux à la moitié de l’angle dont le 
système a du tourner ; inserivons entre ces deux droites 
les lignes MM’, NN’ égales et parallèles à AA,. IT est fa- 
cile de voir qu'après les deux mouvements de translation 
et de rotation, l’un des deux points M ou N, considéré 
comme lié au système, est revenu à sa première position. 
Car si la rotation porte de la direction A, N vers A, N’, et, 
par conséquent, À, M’ vers A, N, il est évident que le 
point M, parvenu en M’ après la translation, reviendra en 
M après une rotation représentée par l’angle M'A,M. Et 
si la rotation était en sens inverse, le point N, amené par 
la translation en N’, sera ramené en N par la rotation. 

Il existe donc un point du système qui se trouve à la 
même place quand le système passe d’une position à 
l'autre, et par conséquent ce passage peut être effectué 
en faisant tourner le sysième autour de ce point. 1] est 
facile de reconnaître que l'angle de cette rotation unique 
est le mème que celui de la première. En effet, supposons 
que M soit le centre de la rotation finale; le point A ve- 
nant en À,, l'angle de rotation sera précisément AMA,, 
qui est égal à MA, M, puisque AA, étant égal et parallèle 
à MM, il en résulte que AM est parallèle à A, M. 


148. Revenons maintenant au mouvement continu 
d’une figure sur un plan. 

Considérons un nombre indéfiniment croissant de po- 
sitions infiniment voisines du système entre deux quel- 
conques de ses positions; on pourrait l’amener de cha- 
cune d'elles à la suivante par une simple rotation autour 
d'un point fixe. Les centres successifs sont distants les 
uns des autres de quantités d'autant plus petites que les 
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positions sont plus voisines, et en Îles joignant par des 
droites on forme un polygone déterminé. On peut maïn= 
tenant considérer les points liés au système mobile, qui 
viennent successivement coïncider avec les sommets de ce 
polygone; ils formeront un autre polygone déterminé, 
mobile avec le système, et ayant ses côtés successifs res= 
pectivement égaux à ceux du polygone fixe sur lesquels 
ils viendront successivement s'appliquer. On peut done 
faire passer le système par toutes les positions intermé- 
diaires que l’on a choisies, en faisant rouler un polygone 
lié avec lui sur un autre polygone fixe. Concevons maiïn= 
tenant que ces positions se multiplient indéfiniment, on 
se rapproche de plus en plus du mouvement continu en 


question; ces deux polygones tendent vers des courbes 


déterminées, et par conséquent le mouvement donné, 
quel qu’il soit, peut ètre opéré en liant une certaine 
courbe au système mobile, en en construisant une autre 
qui reste fixe, et faisant rouler la première sur la se- 
conde sans glisser, puisque les parties de polygone qui 
s’enroulent l’une sur l’autre sont constamment égales. 
Telle est la manière la plus simple de se représenter le 
mouvement continu d’un système sur un plan; elle rentre 
dans le mouvement de roulette que les géomètres avaient 
d’abord considérée. 


149. Les centres des rotations très-petites, ou les dif 
férents sommets du polygone fixe, tendent vers des points 
limites qui sont ceux de la courbe fixe, et que l’on nomme 
centres instantanés de rotation; et l’on dit, en em- 
ployant le langage infinitésimal, que tout mouvement 
peut être considéré comme composé d’une infinité de 
mouvements de rotation autour de ces centres instanta= 
nés. Mais il faut toujours entendre par ce langage, que 
nous avons tant de fois expliqué, que ce mouvementest 


— 2.60 


+ 
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la limite d’une suite de mouvements de rotation dont le 
nombre croit indéfiniment, et qui s'exécutent successi- 
vement autour de points qui se rapprochent indéfiniment 
des centres instantanés. 


Moyen de mener la tangente à la trajectoire d’un point 
quelconque du système, quand on connaït les tan- 
gentes aux trajectorres de deux points. 


150. M. Chasles à déduit de ces considérations un 
moyen de mener la tangente à la trajectoire d’un quel- 
conque des points du système, c'est-à-dire à la courbe 
qu'il décrit, quand on sait mener les tangentes aux 
trajectoires de deux de ses points. Il l’a même étendue à 
d'autres cas, comme nous Île verrons toui à l’heure. En 
eflet, nous avons vu que, pour avoir la normale.en un 
point quelconque d’une de ces courbes, il suflisait de 
Joindre ce point au point de contact de la courbe roulante 
avec la courbe fixe, c’est-à-dire au centre instantané de 
rotation. Si donc on peut mener les tangentes aux tira- 
jectoires de deux poinis du système, aux points corres- 
pondants à une position quelconque de ce système, la 
rencontre des normales en ces points fera connaître le 
centre instantané; et en le joignant à un point quel- 
conque du système dans cette même position, on aura 
la normale à la trajectoire de ce point : la tangente 
s'ensuit. 

ExempLe. — Supposons qu’une droite de longueur con- 
stante se meuve de manière que ses extrémités restent 
sur deux droites données ; un quelconque de ses points dé- 
crira une ellipse dont la normale s’obtiendra en joignant 
ce point au: point de rencontre des perpendiculaires aux 
deux droites menées par les extrémités de la droite mobile 
dans la position correspondante au pointquel’on considère. 

16 13 
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Si, au lieu des deux droites fixes, on avait deux courbes 
auxquelles on saurait mener les tangentes, il n’y aurait 
pas plus de difficulté. Dans le cas où ces courbes sont 
des cercles, la courbe décrite par un point de la droite 


inscrite est d’un grand usage dans les applications aux 
machines, 


151. Extension de cette règle au cas où une droite du 
système est tangente à une courbe fixe, Ou passe par un 
point fixe. | 

Cette règle peut être étendue au cas où une droite du 
système se mouvrait tangentiellement à une courbe fixe 
donnée; cette condition peut remplacer la connaïssance 
de la trajectoire d’ün point. 

Il est inutile de parler du cas où la droite roulerait 
sans glisser sur la courbe, paree que le centre instantané 
ne serait autre chose que son point de contact avec cette 
courbe; il serait donc connu et le problème serait ré- 
solu. Il suffit donc de considérer le cas où les longueurs 
qui s’enroulent l’une sur l’autre sont inégales, et où, 
par conséquent, leurs parties infiniment petites corres- 
pondantes n’ont pas pour limite de leur rapport l'unité; 
de sorte que ces parties étant du premier ordre, leur dif- 
férence en est aussi. Soient UV, UV’ (fig. 70) deux 
positions infiniment voisines de la droite du système 
qui reste tangente à la courbe fixe SS'; M, M! les 
points de contact correspondants à ces deux positions. 


LS 


Lorsque UV se déplace , celui de ses points qui était en M" 


décrit une trajectoire tangente en M à la courbe SS’. En 
effet, soit M, sa position sur U'V’; la différence .entre 
M'M, et l'arc MM’ est par hypothèse du même ordre que 
MM; mais, puisque l’angle des tangentes, ainsi que MM; 
sont des infiniment petits du même ordre que MMiou 
du premier ordre, la distance MM, esi aussi du premier 
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et la perpendiculaire abaissée de M, sur MV est du se- 
cond; donc l'angle M,MV à pour limite zéro; c'est-à-dire 
que la tangente en M à la courbe que décrit ce point lié à 
la droite UV, coïncide avec UV. 

Il suit de là que dans une quelconque des positions 
de UV, son point de contact M peut être considéré 
comme se mouvant sur une courbe fixe tangente en M à 
. UV. Donc on aura le centre instantané de rotation, en 
élevant en M une perpendiculaire à UV et cherchant son 
point de rencontre avec la normale à la trajectoire connue 
d’un autre point du système. 

Maïs si. au lieu de cette trajectoire d’un autre point, on 
connaissait une seconde courbe à laquelle une seconde 
droite du système serait tangente, on se retrouverait dans 
le même cas que tout à l'heure; et en élevant une per- 
pendiculaire à cette seconde droite en son point de con- 
tact, On aurait une nouvelle droite renfermant le centre 
instantané de rotation qui se trouverait ainsi déterminé. 
D'où résulteraient, comme nous l'avons vu , les tangentes 
aux trajectoires des autres points. 


152. Si la courbe à laquelle la droite du système est 
tangente se réduisait à un point, c’est-à-dire si elle était 
assujettie à passer par un point fixe, il suit de ce qui 
précède qu'en élevant en ce point une perpendiculaire à 
la droite, on aurait une ligne passant par le centre instan- 
tané. D'ailleurs la démonstration directe en est encore 
plus facile. 

Car soient À (fig. 71) le point fixe, UV, U'V'deux 
positions infiniment voisines de la droite, M’ la position 
où est venu le point M de UV, MM' sera une sécante du 
lieu décrit par ce point; à mesure que U’ V' s’appro- 
cherait de reprendre la position UV, le point M tendrait 
vers M et la sécanite MM’ vers UV; cette dernière direc- 

Éd. 
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tion est donc celle de la tangente au lieu décrit par le 
point M de UV. Donc on aura encore une ligne contenant | 
le centre instantané de rotation, en menant par M une 
perpendiculaire à UV. 


Applications de ces différents procédés. 
153. 1°. Conchoïde. — La droite AN ( fig. 36) passant 


par le point fixe A, et son point M décrivant la droite 
XY, on aura la normale à la courbe décrite par un de ses 
points N, en élevant en À une perpendiculaire à AN, et 
en M une perpendiculaire à XY , puis joignant N à leur 
point de concours O. 

On reconnaïîtrait facilement que cette solution plus 
simple rentre dans celle que nous avions trouvée par une | 
autre voie. 

Cyssoïde. — Nous considérerons le mode suivant 
de génération de cette courbe. 

On donne deux droites rectangulaires AC, CZ ( fig. 92); 
on prend deux longueurs égales CB, BA , et on fait mou- 
voir un angle droit AVU , de manière que VU = AC, que 
le point U se meuve sur CZ, et que le côté VA passe 
toujours par le point fixe A : le milieu M de UV décrira 
une cyssoïde commençant en Bb et ayant pour asymptioie 
la parallèle à CZ à une distance CB’ — CB. 
= Cela posé, pour mener la tangente en M, il sufhra 
d'élever en Ü une perpendiculaire à la droite CZ, sur 
laquelle se meut le point U de la figure mobile, et en A 
une perpendiculaire à AV; le point de rencontre de ces 


_— 


droites sera le centre instantané, et, en le joignant à M, 
on aura la normale à la cyssoiïde. 

3°. Angle droit dont les côtés sont tangents à une el= 
lipse.— 1 suffira de mener des perpendiculaires aux côtés 
de l’angle, en chacun des points de contact, et de joindre 
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leur point de rencontre au sommet de l’angle mobile; on 
aura ainsi la normale au lieu décrit par ce sommet. Cette 
normale sera la seconde diagonale d’un rectangle dont 
d'autre sera la corde de contact; elle passera donc par le 
_mulieu de cette corde et, par suite, par le centre. On voit 
done que toutes les normales au lieu en question passent 
par le centre de l’ellipse ; donc ce lieu est un cercle con- 
centrique à l’ellipse. On aura son rayon en prenant Îes 
côtés de l'angle parallèles aux axes; on trouvera ainsi 
Va? + b?, en désignant les demi-axes par &, 6. 

Les mêmes raisonnements s’appliquent immédiatement 
à l'hyperbole; mais le problème n’est pas toujours possi- 
ble. Dans le cas de la parabole, toutes les normales au 
lieu seront parallèles à l’axe; par conséquent, ce lieu 
sera une droite perpendiculaire l'axe : et l’on reconnait 
facilement que c’est la directrice. 
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CHAPITRE XX. 


DES COURBES ENVELOPPES. 


154. Considérons une courbe dont l’équation renferme 
une constante, ou paramètre, à laquelle on donne une 
série de valeurs, variant d’une manière continue. Pour 
chacune de ces valeurs, on aura une courbe déterminée: 
Ces courbes changeront de forme et de position; et, si 
leurs points laissaient une trace sur le plan, il arriverait 
généralement qu'il y aurait une partie du plan sur laquelle 
cette trace serait imprimée et une autre partie où il n en 
existerait pas. La séparation de ces deux parties sera une 
ligne avec laquelle les courbes variables auront un point 
commun, mais qu'elles ne pourront couper, puisqu’alors 
elles pénétreraient dans la région où cependant elles n’ont 
aucun point, par l’hÿpothèse même. Cette ligfie de sépa-. 
ration est donc tangente à toutes ces courbes, et on la 
nomme leur enveloppe. 

Nous avons déjà traité un cas particulier de cette ques- 
tion générale, celui où la ligne mobile est droite; et nous 
avons démoniré que si, pour chacune des positions de 
cette droite, on cherchait la limite de sa rencontre avec 
la droite infiniment voisine, on obtenait un point d’une 
courbe à laquelle ces droites sont constamment tangentes,. 

Il s’agit maintenant de généraliser ces considérations: 
Pour cela, considérons une quelconque des courbes en 
question et deux autres infiniment voisines, l'une précé- 
dant, l’autre suivant la première; et supposons que 
celle-ci soit coupée par chacune des deux autres, ce qui 
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peut très-bien ne pas arriver. Joignons ces deux points 
de rencontre infiniment voisins par une droite : ce sera 
une sécante à la courbe, d'autant plus voisine de la tan- 
sente que les courbes seront plus rapprochées. 

En agissant de la même manière pour toutes les cour- 
bes infiniment voisines, dans toute l’étendue des valeurs 
du paramètre pour lesquelles les courbes infiniment voi- 
sines se coupent, on construira un polygone à côtés in- 
finiment petits et auquel les courbes variables tendront 
de plus en plus à être tangentes, à mesure que l’on con- 
sidérera un plus grand nombre de courbes intermédiai- 
res. De sorte que la limite vers laquelle tend le lieu de 
ces points de rencontre est une courbe tangente à toutes 
les proposées ; et, sur chacune de celles-ci, on aura le point 
appartenant à l'enveloppe, en cherchant la limite de son 
point de rencontre avec une autre qui s’en rapproche 
indéfiniment. Le problème est donc ramené à la recherche 
de la limite d'un point, après quoi il rentrera dans les 
questions ordinaires de lieux géométriques. Le calcul 
de cette limite peut être indiqué d’une manière générale. 

Soit 
(1) F(æ,y,a)—=0o 
l'équation d’une quelconque des courbes , à désignant le 
paramètre variable. Une courbe infiniment voisine cor- 
respondra à un accroissement infiniment petit À de a, et 
aura pour équation 
(2) Br, y;a+h})}=0. 

Les valeurs de x et y, tirées de ces deux équations, 
tendront vers les coordonnées du point limite à mesure 
que lon y fera tendre À vers zéro. C’est ce que l’on 
pourra effectuer dans chaque cas particulier; maïs il est 
possible de ramener ce calcul à une considération géné- 
rale. 
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Remarquons d'abord que, puisque nous désignons par 
le même signe F les fonctions qui expriment les deux 
membres de ces équations, nous supposons que ces fonc- 
tions ont une forme unique, que, par exemple, il ne s'y 
trouve pas de radicaux affectés, de double signe; car il 
faudrait alors s'assurer si, pour le point de rencontre, 
les signes doivent être pris de la même manière, sans 
quoi la fonction ne serait pas la même dans les deux 
équations. Pour éviter ces difhicultés, nous admettrons 
que la forme de l’équation donnée a été modifiée, sil Pa 
fallu, de manière à devenir unique. 

Retranchant les équations (1), (2), on aura une équa= 
tion qu'on pourra substituer à (2) sans changer les solu- 
tions communes; on peut encore diviser par , et les 
coordonnées du point de rencontre des deux courbes in- 
finiment voisines seront données par l'équation (1) et la 
suivante : 

(3) F(r ra) EC, a) 

h 

On aura donc les coordonnées du point limite en 
cherchant les solutions communes à l'équation (1) et à 
celle dontle premier membre serait la limite vers laquelle« 
tend celui de l'équation (3} lorsque L tend vers zéro, 
c'est-à-dire la dérivée de F (x, y, a) par rapport à a. 

Ainsi, pour chaque position de la courbe mobile, le 
point de la courbe enveloppe sera déterminé par les équaz 
tions 

F(x, 7, 4) ONF TIEeNr 


et si l'on veut le lieu de ces points, il suffit d'éliminer 
a entre ces deux équations. 

Remarquons que si dans une de ces positions la courbe 
n’est pas coupée par les voisines, cela annoncera qu’elle 
n'aura aucun point commun avec l'enveloppe. Dans ce 
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cas, cette dernière courbe ne sera tangente qu'aux courbes 
correspondantes aux valeurs de a comprises entre cer- 
taines limites, comme nous en citerons des exemples. 


195. Applications. — 1°. Soient deux droites paral- 
lèles BU, B'U' (ji. 73) coupées par une troisième BB, 
et une droite MM’ qui se meut de manière que l’on ait 
toujours 

BM.B'M'=— #7"; 


trouver l'enveloppe de ces droites. Prenons pour origine 
le milieu À de BB’, pour axes la droite ABX et une paral- 
lèle à BM, et faisons BB/ — 2 4. 

En prenant pour équation de MM 


re Mir 6, 
on devra avoir, entre x, 6, la condiuon 


6 — ao? —= m?, 


d'où 
6= HE Va + om, 
et l'équation de la droite sera 
MT MET Var + m°. 
Pour faire disparaitre la double forme, on l'écrira 
ainsi : 
\ * : 

(r— ax} = ata+ m?, 

ou 
J—2uxy + a (x — a) — m'= 0. 

Egalant à zéro la dérivée par rapport à «, il vient 

— xÿ +a(x — a )—=0; 


en éliminant z entre cette équation et la précédente, on 
aura pour équation de l'enveloppe 


dy?+ mx = ma. 
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On peut remarquer que si l'équation de la droite avait 
été résolue par rapport à &, ce qui aurait donné un double 
signe, le calcul devenait illusoire, et l’on se trouvait dans 
le cas dont il a été parlé en général. 

2°, Supposons maintenant un cercle variable ayant 
pour équation ° 


(1) '+(x—a}=ma, : 


a étant le paramètre variable. 

Faisant passer tous les termes dans le premier membre, 
et prenant la dérivée par rapport à a : ou encore pre- 

nant les dérivées des deux membres par rapport à a, on 

trouve 


(2) — 24 +24 — mMm = O. 


Éliminant & entre (1) et (2), on a pour équation de Pen= 
veloppe 


m° 


LE mx + Z , 


parabole qui a pour axe la droite sur laquelle se meut le 

centre du cercle. Son sommet C ( fig. 54) est à une dis- 
In . « 

tance AC — +; et les points B, B’, où elle coupe l'axe 


Â 


: m 
des y, ont pour ordonnées + —. 
2 


Cette question offre un exemple du cas où toutes les 
courbes mobiles ne sont pas touchées par l’enveloppe. En 
effet, les équations (1), (2) donnent pour coordonnées 
du point limite de l'intersection de deux cercles 


m ë m 
TA ——) Vert OF ONE 
2 | 4 


A: à ; 71t 
insi, pour toutes les valeurs de & moindres que re les 
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cereles successifs ne se coupent pas; ils sont intérieurs 


« 1? 
l’un à l’autre. Pour a — F4 
% 


> OU à 
ce qui donne le point C. Les valeurs plus grandes de a, 


jusqu'à l'infini, donneront tous les points de la para- 
"Lot | ? P 


bole. 
Caustiques. 


156. Lorsque des rayons de lumière ou de chaleur, 
émanés d’un même point dans toutes les directions situées 
dans un mème plan, sont réfléchis à leur point de ren- 
contre avec une courbe située dans ce plan, de manière 
que les angles des rayons incidents et réfléchis avec la 
normale à cette courbe soient égaux, l’enveloppe des 
rayons réfléchis se nomme caustique par réflexion , rela- 
tivement à cette courbe et au foyer de chaleur ou de lu- 

. 
mière. 

Si les rayons étaient réfractés au point où ils rencon- 
trent la courbe, l'enveloppe se nommerait caustique par 
réfraction. Ces courbes ont dans la physique une utilité 
dont nous ne parlerons pas ici. Pour les obtenir, on cher- 
chera, sur un rayon réfléchi ou réfracté quelconque, la 
limite de son point de rencontre avec un rayon infini- 
ment voisin, puis le lieu des points ainsi trouvés. Ce 
point limite peut être trouvé par le calcul, en cherchant 
l'équation générale des rayons réfléchis ou réfractés; on 
peut aussi le trouver souvent plus simplement par des 
considérations géométriques : nous allons en donner 
quelques exemples, en nous bornant aux caustiques par 
réflexion. 

Considérons d’abord généralement la question pour 
une courbe quelconque. 
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Supposons qu'un rayon de lumière parte d'un pot 
donné À { fig. 75 )etse réfléchisse en B sur une courbe dons 
née, en faisant avec la normale BV un angle VBX — ABV* 

Considérons un autre rayon infiniment voisin, partant 
de À et se réfléchissant en M sur la courbe. Ce rayon rés 
fléchi rencontre le premier en X. 

Cela posé, on demande la limite du point X, eue M 
se rapproche indéfiniment de B. 

On suppose connue, d’après la nature de la courbe, la 
limite »2 du rapport de l’angle O des deux normales à 
l’angle À correspondant. 

Les deux triangles MHX, BHO, ayant un angle égal H; 


donneront, en désignant par ©, 2! les deux angles d’inci- 
dence successifs, - 


X — O0 —= OBH — HMX = & — «/; 
les deux triangles BAK, MOK donnent de même 


O—A—=a 


&”, 
d’où 
X—0=0—.A:.ou2 XP AAA 


On aura maintenant les deux proportions suivantes : 


MX ; M ::sinl:snX, BA: BI ::sinl:sinA, 


d’où 
MX. MI ., -sinX 
BA; 5 BI. 03ein 


Or on reconnait facilement que la limite du rapport 
IL 
gr St l'unité, parce que, dans le triangle BIM, les deux 


angles B et M ont une même limite finie. Donc 


im MX ln sin À L À L Â I 
j =AlIOn. — —=— ni —— 
\ sin En € 4 20 — A 2m —1I 
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Donc enfin, en observant que MX et BX ont même 
limite, on aura 


B 
lim. DAT in 


Ne 1 


La limite m peut s'exprimer au moyen du rayon de 
. courbure R et de l’angle d'incidence «. En effet, 


2 DM 
Q=—= lim. ED 


et l’on peut prendre 


BH, 7: BM COS &. 


Mr ee — 
AB AB 
donc | 
RU AB : AB.R cos « 
== -——— t 2. : 
Art A gs R cos a $ Eu PS 2AB—Rcos« 
si AB=, 
; R c« 
ins EN 
Applications. 


157. 1°. Cercle. — Un faisceau de rayons parallèles 
situés dans le plan d’un cercle O ( fig. 76) est réfléchi 
par la circonférence de ce cercle; on demande la limite du 
point X où le rayon PM, après s’être réfléchi suivant MV, 
est rencontré par les rayons réfléchis infiniment voi- 


sins NX. 


Cette question rentre dans la précédente, en supposant 


AMEN A À 


On aura donc d’abord 


RE 20: 
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le triangle MNX donnera ensuite 


NX MN 
sinNMX sinX 


Passant à la limite, et observant que NX a même limite 
que MO, et que l’angle NMX a pour limite le complé- 
ment de +, le premier membre deviendra 

lim.MX 
COS & 

Quant au second membre, on pourra, sans changer sa 
limite, remplacer la corde MN par l’arc qui est le produit 
du rayon du cercle par l'angle O ; remplaçant ensuite X 
par 20, et substituant l’angle infiniment petit à son 


; MO 7 
sinus , On trouvera —- pour limite du second membre. 


On conclut de là 


MO cos MP 
lim.MX — Ha = —. 


Cherchons maintenant le lieu des points X , ou la caus- 
tique. 

Soient CC'( fig. 77) le diamètre parallèle aux rayons, 
et H'PH un rayon incident quelconque; on aura le rayon 
réfléchi en faisant l’angle OHH, — OH. 

On a vu précédemment que le point M de la caustique 
s obtéenait en prenant 


HUILE _ 


Soit N le milieu de HO, la ligne NT sera parallèle à PO; 
donc l'angle Let, par suite, l'angle M sera droit; et, par 
conséquent, le cercle décrit sur HN comme diamètre 
passera par I et M. Les deux angles MHN, AON seront 


égaux entre eux, comme étant l’un et l’autre égaux à HN. 
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$ : OC 
Or, si L'on décrit du centre O avec un rayon OA — : 
un cercle qui sera tangent au cercle HMN, l'angle au 


AN 
AO ? | 
dans le cercle dont le diamètre est égal à AO aura pour 


centre AON aura pour mesure et l'angle MHN inscrit 


MN 
mesure — 


AO 
On aura donc égalité entre les arcs MN, AN, puisque 
les deux angles sont égaux. ‘ 


D'où il résulte que le point M de la caustique appartient 
à Pépieycloïde décrite à partir de l’origine À par un cercle 
dont le rayon est le quart de celui du cercle donné, rou- 
lant sur un cercle concentrique au cercle donné et d’un 
rayon moitié moindre. 

29, Caustique par réflexion d'une spirale logarith- 
mique, en supposant le point lumineux au pôle. 

Soient M, M’ ( fig. 38) deux points infiniment voisins 
pris sur la spirale; MO, M'O les normales; AM, AM’ 
deux rayons incidents, et MX, M’X ces mêmes rayons 
après la réflexion. 

Il faut d’abord trouver la limite du point X quand M' 
tend vers M. 

Les angles des rayons vecteurs avec la normale étant 
constants, d’après la nature de la courbe, et l’angle de ré- 
flexion étant égal à celui d'incidence, on reconnaît im- 
médiatement que les trois angles A , O, X sont égaux. 

Donc les cinq points M’,M, À, O, X sont sur un même 
cercle. La limite de ce cercle est celui qui passerait par les 
deux points À, M et aurait en M la mème tangente que 
la courbe. Traçant donc ce cercle, le point I, où il coupera 
le rayon réfléchi, sera un point de la caustique. 

Si l’on veut connaitre le lieu des points I, il sufhira de 
remarquer que le triangle AMT est isocèle, puisque les 
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cordes MA, MI, symétriques par rapport au diamètre 
MO”, sont égales, et que l'angle AMI est constant ; done 
le rapport de AI à AM est consiant, ainsi que l'angle 
IAM. 

Donc les points I appartiennent à une spirale identique 
à la proposée, et que l’on fera coïncider avec elle en la 
faisant tourner autour du pôle, jusqu’à ce qu'un quels 
vonque de ses points vienne s'appliquer sur la spirale 
donnée. 
De l'enveloppe d'une courbe de forme invariable liée 

à une courbe qui roule sur une autre: 


158. Soient HMK (fig. 79) la courbe enveloppée, M le 
point où elle touche l'enveloppe UV ; H'M’K°’ la première 
courbe dans une position infiniment voisine, M'le point 
où elle touche lenveloppe. Les points de contact de la 
courbe mobile et de UV se déplacent d’une manière con- 
nue sur cette courbe mobile; de sorte que le point M de 
HK est situé sur H'K à une distance infiniment petite de 
M’. Ce point est donc à une distance infiniment petite du 
second ordre de UV, puisque la courbe H’K’ est tangente 
à UV en M'. 

D'où il résulte que le lieu décrit par le point M dela 
courbe mobile est tangent en M à UV, et par conséquent 
à HK. 

Ce qui donne Île théorème suivant : 

Les points où une courbe mobile invariable touche son 
enveloppe, dans une quelconque de ses positions, sont 
ceux qui décrivent des trajectoires tangentes à la courbe 
mobile dans la position que l’on considère. 

Or la trajectoire d’un point lié à la courbe roulante 
sa tangente perpendiculaire à la droite qui joint le point 
que l’on considère au centre instantané de rotation étre 


y "LI . 
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centre est le point de contact de la courbe roulante avec la 
courbe fixe. 

Donc, enfin, pour une position quelconque de la courbe 
mobile, on aura les points où elle touche l'enveloppe, en 
abaïssant du point de contact de la courbe roulante toutes 
les normales possibles sur la courbe mobile. 

… Exempze. — Un cercle dont le centre est O’( /ig. 80) 
roule sur-un cercle fixe dont le centre est O; trouver l’en- 
veloppe d’un diamètre déterminé du premier. 

Soient CC’ une position quelconque du diamètre en 
question , et B le point du cerele O, avec lequel le point C 
a Coïncidé ; les arcs AB et AC seront égaux. 

Pour avoir le point de CC’ qui appartient à son enve- 
loppe, il faut abaisser du point de contact À des deux 
cercles une perpendiculaire AI sur CC’: I sera le point 
cherché. 

Or, si l’on décrit un cercle sur AO’ comme diamètre, il 
passera par IL, et l’angle AOÏ considéré successivement 
comme inscrit dans ce cercle, et comme ayant son sommet 
au centre du cercle roulant, aura pour mesure 


arc AI 7 arc AC 
AO’ AO’ 


Done l'arc AT est égal à AC et par suite à AB. Le point I 
appartient donc à l'épicycloïde décrite par le cercle de dia- 
mètre AO’ roulant sur le cercle fixe. Cette épicycloïde est 
donc l'enveloppe cherchée. 

Autre ExEmMPLE. — Considérons maintenant l’enve- 
loppe d’une droite de longueur constante dont les extré- 
mités sont assujetties à rester sur deux courbes données, 
on aura le point appartenant à l’enveloppe en menant 
d’abord les normales aux deux courbes aux extrémités de 
la droite; leur point de rencontre sera le centre instan- 
tané, et il suffira d’abaisser de ce point une perpendicu- 


1e r. 14 
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laire sur la droite inscrite pour avoir le point de la courbe 
enveloppe. 

En appliquant cette construction au cas où les deux 
courbes se réduisent à des droïtes perpendiculaires, om 
retombe sur un résultat précédemment obtenu. 


Rayon de courbure de l'enveloppe d'une courbe de 
forme invariable liée à une courbe qui roule sur une 
autr'e. 


159. Soient la courbe U'V' (fig. 81) roulant sur UV, 


HK la courbe liée à U’V’, et H'K' son enveloppe. Soient | 


A le point de contact de UV, U’V’ dans une position quel- 
conque , O, O' les centres de courbure de ces deux lignes, 
R ,R leurs rayons de courbure, 71 la longueur de la nor- 
male AM abaissée de À sur HK, 0 l’angle qu’elle fait 
avec la normale commune OA O0. | 

D’après ce qui précède , le point M appartient à l’enve- 
loppe de HK. Pour avoir un point de cette mème courbe, 
infiniment voisin de M, prenons sur UV, U'V' deux ares 
égaux infiniment petits AN, AN’, que nous désignerons 
par w, et abaïssons de N’ une normale N’B’ sur HK. Lors- 
que, dans le roulement de U'V', N° sera venu coïncider 
avec N, le point B' de HK sera devenu le point de l’enve- 
loppe, puisque N'B/ sera alors la normale abaïssée sur HK 
du point de contact N des deux courbes UV, U/V’. Soit B 
la position que B’ aura prise ainsi, BN sera la normale 
commune à l’enveloppée et à H’K; le point X où elle ren- 
contre la normale infiniment voisine a pour limite le 
centre de courbure de l’enveloppe, et nous le considére= 
rons dans-nos calculs comme étant ce point même. 

De même nous considérerons le point de rencontrel des 
deux normales à HK aux points infiniment voisins M; B' 
comme étant le centre de courbure de HK , et nous El 
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rons 


Rp MX — p. 


Cela posé, lorsque le point N sera devenu le point de 
contact, le système mobile aura tourné d’une quantité 
angulaire égale à l’angle que faisaient les deux tangentes 
en N, N'lorsque À était le point de contact. Cet angl i 

Ù q P PAC URSS 
est le même que celui des normales NO, N'O, est égal à la 


CE œ 
somme des angles O, O' ou à are 

Mais, d’une autre part, la ligne N’B'T étant venue coïn- 
cider avec BNX, la quantité dont le système a tourné doit 


être égale à la somme des angles 1, X ; d’où résulte 


s ; O + O0’ = I + X. 
Pour évaluer les angles I, X on abaïssera de À des per- 
pendiculaires sur IN’ et BX ; elles auront pour valeur 
w cos®, et l’on aura, par conséquent, 


o COS y w COS y 


— 


I 


mt 
— Ci 


= —— 9 
n + p o—n 


d’où résuliera l’équation 


D D Us, 
R R’ n +p' p— x 
ou 
I 1 T I 
(4) stp ose( +), 


ce qui détermine p au moyen de R, R, p',n, ®. 

On voit donc que le rayon de courbure en un point 
quelconque de l'enveloppe ne dépend que des rayons de 
courbure des trois courbes UV, U/V', HK et non de ces 
courbes mêmes; de sorte que, pour cette détermination, 
on pourrait les remplacer par leurs cercles osculateurs, 

14. 
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correspondants à la position quelconque que l’on consi- 
dère. 


160. On retomberait dans le cas primitivement exa- 
miné, si l’on supposait que le rayon de courbure p”füt con- 
stamment nul, parce que la courbe HK se réduirait alors 
à un point. On voit, en effet, que l’équation (4) coïncide 
avec l’équation (1) lorsque l’on fait p' = 0. La première 
question n’est donc qu'un cas particulier de la seconde, et 
l'équation générale (4) renferme la solution de l’une et de 
l’autre; on pourra donc se borner à conserver cette der- 
nière formule, ( 

ExempLe. — Appliquons la formule (4) au cas déjà exa- 
miné, où les courbes UV, U'V' sont des cercles , et HK un 
diamètre de ce dernier. 

Il faut alors supposer R, R’ constants et p = ©, ce 
qui réduit d’abord la formule (3) à la suivante : 


1 LENCO Là 
ÉERURIT: CRT Tri 
d’où 
De ch 2 e 
I I 
R'VR4 


Exprimant coso au moyen de n, d’après la relation évi- 
dente 7 = R'cosv, il vient 


az (2R +R’) 
Dh SP 


En comparant cette valeur à la formule générale (3) rela- 
tive aux épicycloïdes, on reconnait, comme cela devait 


ètre, que p est le rayon de courbure d’une épicycloïde dé- 
e + 9 R’ 
crite par un point d'un cercle de rayon ge roulant sur.un 


cercle de rayon KR. 
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Mesure du glissement de la courbe mobile sur son 
enveloppe. 


161. Si l'arc MB pouvait être égal à MB’, la courbe 
HK roulerait sans glisser sur l'enveloppe H'K’. Cela n’est 
pas possible, parce que le système mobile devrait alors 
tourner autour du point de contact M supposé immobile, 
ce qui ne peut être, puisque le point À l’est dmi-mème. 
Car les vitesses de tous les points seraient nulles, si celles 
de deux points l’étaient; et si toutes les vitesses étaient 
nulles à chaque instant, le système serait constamment 
dans la même position. 

Nous allons d’ailleurs reconnaitre que le calcul donne 
des valeurs essentiellement différentes pour MB et MB”. 
En effet, on a 


MB—=pX—É TT, MB pr PET; 
p—u p +72 
donc 
: > dr 
MB—MB= o cos9[ Fent. -)= Ra'cus gate 
p—n p+n (p— n)(p°+ n) 


et, en vertu de l'équation (4), 


I I | 
MB — MB'—= 760 [= +— | —nr(0 +0). 

C'est ainsi que M. Savary, après avoir établi la for- 
mule (4) dans ses feuilles sur les engrenages, a donné le 
calcul de Parc de glissement dont la considération est in- 
dispensable dans la théorie des machines. 


1602. Mais nous allons montrer comment il est pos- 
sible de calculer cet arc de glissement sans introduire les 
rayons de courbure des deux courbes qui glissent l’une sur 


CA NTUE 
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l'autre, et, par conséquent, sans avoir besoin de con- 
naître la formule (4). 

En effet, avant de calculer cette formule, nous avons 
fait voir que si l’on prenait deux arcs infiniment petits. 
égaux AN, AN’ sur UV, U’V/; que de N’on abaissâät une 
normale N’B’sur HK , et de N une normale NB sur H'K', 
le point B’ de la courbe mobile venait prendre la posi- 
tion B, lorsque N’ coïncidait avec N. 

Or les Arcs MB’, MB étant tangents, le point B’ peut 
être considéré comme appartenant à l’arc MB , en négli- 
geant les infiniment petits du second ordre. Donc on 
peut prendre M’B pour la différence MB — MB, ou l'arc 
de glissement. Mais B’B peut aussi être regardé comme 
un arc de cercle décrit du centre À avec le rayon 7, pen- 
dant que le système tourne de l’angle O + O’ pour arri- 
ver à sa seconde position. ‘ 

Donc y 


/ 


; I i 
MB— MB — (0 +0')= 70 (i+x) 
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CHAPITRE XXI. 


CERCLE OSCULATEUR. 


163. De même qu'il a été intéressant de chercher la 
limite de la direction suivant laquelle on passe d’un point 
d’une courbe à un autre infiniment voisin, et que nous 
avons appelé la direction méme de la courbe en ce point, 
de même il est naturel de chercher le cercle, c’est-à-dire 
la ligne la plus simple après la droite, qui serait 
la limite de ceux qui, ayant un point donné com- 
mun avec une courbe, ont encore dans le voisinage autant 
de points communs avec elle que le comporte la nature 
du cercle. De là ce problème : 


Trouver la limite des cercles qui passent par un point 
donné d'unecourbe,et par deux autres points de la méme 
courbe, infiniment voisins du premier. 


Ce cercle limite se nomme cercle osculateur. 

Soient M (fig. 82) un point d’une courbe quelconque, 
N, P deux autres de ses points infiniment voisins du 
premier ; faisons passer un cercle par ses trois points. On 
sait que dans tout cercle un arc est égal au produit du 
diamètre par l'angle inscrit opposé : d’après cela, en dési- 
gnant par r le rayon du cercle qui passe par les points M, 
N, P, on aura, en désignant l’are de cercle par MP, etob- 
servantque l'angle inscrit est égal à l’angle extérieur N, 
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et l’on pourrait encore prendre le rapport de la corde au 
sinus de N. 

Maïs nous avons vu que l’angle extérieur N est égal à 
la moitié de la eourburew de l’arc MP dela courbe, en né- 
gligeant une quantité infiniment petite par rapport à cet 
angle; et d’ailleurs le rapport de l'arc de cercle MP à 
l'arc de la courbe a pour limite Punité, puisque leur 


* ds MP 
corde est la même. La limite de 


est donc la même que 


arc MP 


celle de , arc MP désignant l’are de la courbe 


CG) 
2 
donnée. 


Si donc on représente par R la limite de r, ou le rayon» 
du cercle oscillateur, on aura 


à arc MP 
R — lim. Er 
o) 


ce qui n’est autre chose que le rayon du cercle de cour= 
bure. Il est d’ailleurs évident que ce cercle est tangent à 
la courbe en M, puisque la limite de la direction MN sera 
une tangente commune. 

Le cercle osculateur se confond donc avec le cercle de 
courbure. 


Remarque. — Nous devons faire ici une observation 
importante. Les raisonnements précédents n'imposent au- 
cune conditign à la position du point N entre M et P; 
elle peut diviser l'arc MP en deux parties du même ordre 
ou d’un ordre différent; l'angle extérieur pouvant tous 
jours être remplacé par la moitié de la courbure de Pare 
MP, on arrivera toujours au même résultat. On pour- 
rait, par conséquent, faire coïncider M et N, c’est-à-dire 
mener un cercle tangent en M à la courbe, et passant par 
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le point infiniment voisin P, et l’on trouverait le même 
cercle limite. 
… C’est d'ailleurs ce que l’on peut reconnaître directe- 
ment; il suffira de remplacer l'angle N par celui de la tan- 
gente en M avec la corde MP : le diamètre du cercle va- 
riable sera le rapport de l’arc de cercle MP à cet angle, qui 
peut être remplacé par la moitié de la courbure de l'arc 
MP de la courbe. On trouve donc encore méme limite 
pour le cercle tangent en M à la courbe et passant 
par un autre point de la courbe infiniment voisin du 
premier. 


164. On peut donner pour le rayon du cercle oscula- 
teur une formule dépendante des accroissements de l’or- 
donnée et de l'arc de la courbe, correspondants à ceux de 
l’abscisse, 

Les deux points infiniment voisins du premier pouvant 
ètre pris d’une manière quelconque sans changer le ré- 
sultat, nous supposerons qu'ils correspondent à deux 
accroissements successifs égaux de l’abscisse. Soit 2 la 
valeur d’un de ces accroissements; / l’accroissement cor- 
respondant de l'arc; k l’accroissement correspondant de y; 
k, Paccroïissement de cet accroissement-quand on y change 
x en x + h; soient M, M’, M” (jig. 83) les trois points 
de la courbe, O le centre du cercle qu'ils déterminent, 
R son rayon, MH, M'H les accroissements correspon- 
dants L, k des coordonnées rectangulaires de M; M'H, 
MH les accroissements de ces mêmes coordonnées 
à paruür de M’, de sorte que d’après ce qui précède on 
at MH = Ah, SM'— k,. L'accroissement / de l'arc, à 
parür de M, pourra être remplacé par la corde MM’, ou 
son égale M'S dans les rapports dont on cherchera les 
limites. 


Dans les deux triangles OIM”, MM'H dont les angles | 
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tendent vers les mèmes limites, les rapports des côtés ont 
les mêmes limites; et comme nous le savons, nous pour- 
rons sans inconvénient les regarder comme égaux : les 
calculs seront plus simples et les résultats ne seront pas 
altérés; nous écrirons donc la relation 


M'IS MH RMS 
R MM’ RASE 


— 


Les deux sécantes SL, SM donneront la proportion 


SL _SM  2WI+A Las 
SM SM” 21 FERMER 


Éliminant MT, il vient 


ps 
Re TE 


RE + — 
2 


Observant que le second terme du dénominateur est infi= 
niment petit par rapport au premier, on aura, pour la 
limite de R ou pour l'expression du rayon de courbure, 


l° 


Him. 


RÉSUMÉ DU LIVRE PREMIER. 


Nous avons établi dans ce livre les principes fondamen® 
taux de la méthode des limites. Nous avons montré com= 
ment les anciens avaient introduit la notion des limités; 
et l'usage qu'ils en faisaient pour ramener la mesurede 
certaines grandeurs à celle d’autres grandeurs plus sim= 
ples; comment les modernes avaient rendu plus facile le 
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passage de la relation des variables à celle de leurs limites, 
ou des quantités proposées. Nous avons fait voir com- 
ment Archimède avait considéré les grandeurs comme 
limites, soit de séries, soit de sommes de quantités infini- 
ment petites, et nous avons donné des exemples variés 
de ces procédés. Nous avons considéré ensuite l'emploi 
que les modernes seuls ont fait des infiniment petits 
comme termes de rapporis, et nous avons montré com- 
ment ils y ont été conduits naturellement par le problème 
des tangentes, qu'ils ont envisagé sous un autre point de 
vue que les anciens. Maïs nous avons fait voir par divers 
exemples que les limites des rapports d’infiniment petits 
se présentaient dans bien d’autres recherches que celles 
des tangentes. 

Nous avons fait ressortir l'avantage que présente l’em- 
ploi des infiniment petits dans les limites de sommes ou 
de rapports, et qui consiste en ce qu’on peut leur substi- 
tuer des quantités infiniment petites inégales, maïs qui 
n’en diflèrent que d’une quantité infiniment petite par 
rapport à elles-mêmes. Ce principe facilite beaucoup les 
calculs en ce qu'il permet de négliger des quantités dont 
l'expression serait quelquefois très-compliquée et entiè- 
rement inutile pour la détermination du résultat que l’on 
a en vue. 

Dans les applications que nous avons faites des infini- 
ment petits à l’étude des théories géométriques et méca- 
niques, ces quantités se sont souvent présentées comme 
les accroissements correspondants de variables liées entre 
elles par des relations connues. Nous sommes parvenus à 
la détermination des limites des sommes ou des rapports 
de ces quantités par des procédés indiqués par la nature 
de la question, mais qui ne se rattachaient pas à des mé- 
thodes générales. Nous allons actuellement nous occuper 
spécialement de ces méthodes générales dont l'utilité 
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doit être beaucoup mieux sentie, d’après toutes les appli: 
cations que nous savons qu'elles auront. 

En conséquence, l’objet principal du second livre sera 
la détermination des limites des rapports des accroisse- 
ments des variables liées entre elles par des équations don- 
nées, ou les limites des sommes d’infiniment petits dont 
l’expression générale est donnée. Cet objet est purement 
algébrique. Les applications que nous en ferons auront 
pour but d’abord d’éclaircir l’usage des formules et des 
notations particulières et quelquefois compliquées que 
nous y ferons connaître, et ensuite d'étendre et générali= 
ser des théories exposées dans ce premier livre. 


| 


| 
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CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES DES 
FONCTIONS. CALCUL INVERSE OU INTÉGRATION DES 
DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE PREMIER. 


DES FONCTIONS EN GÉNÉRAL ET DE LA CONTINUITÉ. 
GÉNÉRALISATION DE LA MÉTHODE DES LIMITES. 


165. On désigne sous le nom de variable toute quantité 
qui , dans la question où on la considère, est susceptible de 
recevoir successivement différentes valeurs. 

On nomme variables indépendantes celles dont les 
valeurs sont entièrement arbitraires; et variables dé- 
pendantes où fonctions, celles dont les valeurs sont dé- 
terminées par celles de certaines autres quantités, quelle 
que soit la nature de cette dépendance, et soit qu’il s’a- 
gisse de quantités concrètes ou de quantités évaluées en 
nombres. Dans le premier cas, on a des fonctions con- 
crètes ; et dans le second , des fonctions analytiques. 

Les fonctions analytiques se distinguent en fonctions 
explicites et fonctions implicites. Les premières sont celles 
dont les valeurs peuvent s’obtenir au moyen d’opérations 
indiquées et que l’on sait effectuer ; les autres sont celles 
qui sont liées aux variables indépendantes par des équa- 
uons non résolues : dans ce cas, les opérations à effectuer 
pour former les valeurs des fonctions ne sont pas indi- 
quées. On les connaitrait par la résolution des équations 
données, et les fonctions deviendraient alors explicites. 
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Les fonctions explicites se subdivisent ordinairement en 
algébriques et transcendantes. Les premières sont celles 
où les seules opérations indiquées sont des additions, sous- 
tractions, multiplications, divisions, élévations à des puis: 
sances etextractionsderacines de degrés connus; les autres 
sont celles qui renferment d’autres opérations indiquéessur 
les variables : comme. par exemple, les quantités exponen: 
üelles, les lôgarithmes, les lignes trigonométriques, etc. 

Lorsqu'une seule de ces diverses opérations est indi= 
quée sur une variable, on a une fonction simple de cette 
variable. Lorsque plusieurs d’entre elles sont accumulées 
les unes sur les autres, on a ce que l’on appelle une 

fonction de fonctions. Toutes les fonctions qui ne ren- 
trent pas dans ces deux cas se nomment fonctions come 
posées. 

Lorsque deux variables sont liées par une équation 
quelconque, elles sont fonctions l’une de lautre. Ea 
forme de ces deux fonctions est différente s1 les deux 
variables n’entrent pas dans l'équation d’une manière 
symétrique. On leur donne, l’une par rapport à l’autre, 
le nom de fonctions inverses. Si, par exemple, on résout 
par rapport à x les équations suivantes, qui sont résolues 


par rapport à y, 
AT DT ne 1 6 
on obuent 
mm; à 

LENMATEIlOErSÉMMENNONEEISS ‘ 
Ainsi, d'après notre définition, la racine m°°"* est la fonc- 
tion inverse de la puissance m; le logarithme est la fonc: 
tion inverse de l’exponentielle, etc. 


166. Continuité. — Une variable est continue lors- 
qu’elle ne peut passer d’une valeur quelconque à une 
autre, sans passer par toutes les valeurs intermédiaires: 
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Une fonction est dite continue lorsqu’en faisant varier 
d'une manière continue les quantités dont eile dépend, 
elle est constamment réelle et varie elle-même d’une ma- 
nière continue, c’est-à-dire qu'elle ne peut passer d’une 
valeur à une autre sans passer par toutes les intermé- 
diaires. Une fonction peut être continue tant que les va- 
riables dont elle dépend restent renfermées entre certaines 
limites, et cesser de l’être, ou devenir discontinue, en 
dehors de ces limites. : 

Pour démontrer qu’une fonction qui est réelle entre 
certaines limites de la variable est continue, il sufhit de 
faire voir que l’on peut faire croître la variable par degrés 
assez petits pour que les accroissements correspondants 
de la fonction soient moindres qu’une grandeur quelcon- 
que : car, si cette fonction n'était pas continue, il faudrait 
qu'elle passät brusquement d’une certaine valeur à une 
autre qui en différerait d’une quantité finie; ce qui est 

| absurde, puisque l'accroissement de la fonction peut être 
rendu moindre que toute grandeur donnée. C’est ainsi 
que, dans les éléments, on a démontré que toutes les 
fonctions simples sont continues , etque, par conséquent, 
il en est de mème des fonctions composées. Récipro- 
quement, toute fonction continue d’une variable jouit de 
la propriété, que ses accroïssements peuvent devenir 
moindres que toute quantité donnée, pourvu que l’on 
donne des valeurs suffisamment petites aux accroissements 
de la variable : car, si l'accroissement donné à la variable, 
à partir d’une de ses valeurs, tendait vers zéro, sans qu'il 
en fütainsi de l’accroissement de la fonction, il en résul- 
teraitque la fonction passerait brusquement d’une valeur 
| à une autre qui en diflérerait d'une quantité finie, et que, 
par conséquent, elle ne serait pas continue. 
Si l’on considère les valeurs d’une fonction continue 
comme des ordonnées, et les valeurs correspondantes de 
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la variable indépendante comme des abscisses, les points 
ainsi obtenus se suivront sans interruption et formeront 
une ligne continue, qui sera la représentation géométrique 
de la fonction analytique. 


Généralisation de la méthode des limites. 


167. Nous avons dit, dans le premier livre, qu'on 
appelle limite d’une quantité variable une quantité fixe 
dont elle approche indéfiniment, c’est-à-dire de telle 
sorte que leur différence puisse devenir moindre que toute 
grandeur assignée, sans cependant se réduire jamais ri> 
goureusement à zéro; et nous avons d’abord fait cette 
remarque bien simple, qu'une même quantité ne peut 
tendre en même temps vers deux limites inégales. 

Nous en avons conclu que si deux quantités variables 
dépendent de certaines autres, de telle sorte qu’elles res= 
tent constamment égales entre elles dans tous les états 
par lesquels elles passent, et que l’on sache que l’une* 
d'elles tend vers une limite, on peut aflirmer que l’autre 
a la même limite : car, puisqu'elle est toujours égale à Ja 
première, elle s’approchera indéfiniment de la quantité 
fixe dont celle-ci est supposée s'approcher indéfiniment: 

Cela posé, considérons une équation dont les deux 
membres soient des fonctions continues quelconques de « 
variables x, y, z, etc., dépendantes ou indépendantes" 
les unes des autres, et représentons-la par 


FT Vies) J (LT VS CITREE 


Supposons que les variables x, y, z, ete., tendent simul 
tanément, d'une manière continue ou discontinue, vers! 
les limites respectives a, b, c, etc., dont quelques- 
unes pourraient être zéro ; et proposons-nous de découvrir 
la relation qui lie entre elles ces limites, en admettant 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 229 


que les fonctions restent continues dans le voisinage de 
ces valeurs des variables. Pour cela, observons que, Fet f 
désignant des fonctions continues de x}y,2,etc., elles 
subissent des accroissements très-petits lorsque ces va- 
riables changent elles-mêmes de quantités très-petites, 
et que ces accroissements correspondants tendraient en 
même temps vers la limite zéro : donc, si l’on conçoit 
‘que x, y, 7, etc., tendent simultanément, et suivant des 
lois quelconques, vers les limites a, b, c, les fonctions 
F{(x;y,2,...),f(x,7,2,...) tendront indéfiniment 
vers Fa, b,c,...),f (a, b,c,...). Mais les limites 
de quantités égales sont égales : donc on aura nécessaire- 
ment 


(ab ca, <) 


c’est-à-dire que la relation entre les limites sera identi- 
quement la même que celle qui avait lieu constamment 
entre les variables ; et qu'il suflit de changer dans celle-ci 
les variables dans leurs limites, pour avoir la relation 
qui existe entre ces dernières. 

Si cette substitution introduisait des indéterminations 
apparentes, on les ferait disparaître par des procédés que 
nous aurons occasion de faire connaître par la suite. 

C’est ainsi que se trouve généralisée la proposition qui 
sert de base à la méthode des limites ; et la méthode elle- 
même consiste à considérer les quantités dont on veut 
découvrir la relation, comme limites de quantités plus 
simples, et à chercher la relation de ces dernières. Lors- 
qu'elle est établie, il ne reste plus, d’après le théorème 
précédent, qu'à substituer à toutes les variables leurs li- 
mites respectives. 

Les quantités variables qui ont pour limites les quan- 
tités proposées peuvent être choisies de bien des manières 
différentes, comme nous avons déjà eu l’occasion de le 

J, 


1) 
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dire, et ce choix est très-important. Les calculs peuvent 
être très-simples ou très-compliqués, suivant la nature de! 
ces variables ; et dans chaque cas particulier il faudra s’at- 
tacher d’abord à reconnaître quelles sont celles qui don- 
neront le plus de facilité au calcul. Ainsi, par exemple; 
quand on cherche la relation entre les surfaces de deux 
cercles et leurs rayons, on considère ces cercles comme 
limites de polygones réguliers semblables, parce que la 
relation entre ces polygones et les rayons des cercles est 
très-facile à obtenir ; tandis qu’elle aurait été très-difficile 
à découvrir si lon avait supposé différents les nombres 
des côtés des deux polygones, et que de plus on ne les eût 
pas supposés réguliers. Au reste, si cetité dernière était 
découverte, elle conduirait nécessairement à la même re- 
lation entre les cercles et leurs rayons, et le choix des 
variables n’a d'autre effet que de conduire plus où moins 
simplement au résultat. Mais il n’y a aucune règle pré” 
cise à donner à ce sujet. 


mi CC 2 ——— 
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CHAPITRE H. 


DES DÉRIVÉES, DES DIFFÉRENCES ET DES DIFFÉREN- 
MIELLES DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. 
NOTATIONS. 


en + 


168. Nous avons démontré (n° 69) que le rapport des 
accroïssements infiniment petits correspondants d’une 
fonction et de la variable dont elle dépend, tend en gé- 
néral vers une limite déterminée, et nous avons nommé 
cette limite dérivée de la fonction par rapport à la va- 
riable indépendante. 

L'accroissement positif ou négatif d’une variable quel- 
conque , dépendante ou indépendante, se nomme la drf- 
férence de cette variable, et se désigne par la caractéris- 
tique À suivie de la lettre qui représente la variable. 

Ainsi Ax,Ay, Az, etc., représentent les différences 
ou accroissements des variables x, y, z, etc. 

La dérivée d’une fonction se désigne, comme nous l’a- 
vons déjà dit, par la lettre même qui désigne cette fonction, 
affectée d'un accent : de sorte que les dérivées par rapport 
a x des fonctions F (x), f (x), p (x), ete., s'écriront 
ainsi : 

Fox), f(x), (x). 

Aïnsi, d'après la notation des diflérences, si l’on dé- 

Signe.une fonction quelconque F (x) par y, on aura, en 


: 
supposant que A x et ÀAy tendent vers zéro, 


A ñ 
J ALT (x) 


him. À 


et, par conséquent, en représentant par & une certaine 
2: 
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quantité tendant vers zéro en même temps que NE 


AY 


Az 


—F'{x)+a, et Ay=—=F'(x)Ax+baAx- 


169. Cette dernière expression nous fait voir que l’ac= 
croissement infiniment petit d’une fonction quelconque 
peut être considéré comme composé de deux parties, dont 
lune & A x est infiniment petite par rapport à l’autre 
qui est F”’ (x) Ax. Or nous savons que les limites des 
sommes ou des rapports d'infiniment petits, ne sont pas 
altérées lorsqu'on remplace ces infiniment petits par d’au- 
tres qui en diffèrent de quantités infiniment petites par 
rapport à eux. Donc, toutes les fois que A y entrera dans 
un calcul comme terme d’un rapport ou d'une somme 
dont on cherchera la limite, on pourra le remplacer par 
F'(x}Ax, c'est-à-dire par le produit de la dérivée de y 
par l’accroissemeni infiniment peut de la variable indé- 
pendante x. 

On donne le nom de différentielles à ces quantités que 
l'on peut substituer aux différences infiniment petites 
des fonctions. Elles sont plus simples, puisqu'on néglige 
dans celles-ci le terme « A x qui est presque toujours 
excessivement compliqué. Ce sont même les plus simples 
quantités que l’on puisse considérer au lieu de l’accroisse- 
ment de la fonction correspondant à l'accroissement ar- 
bitraire Ax, puisque c'est le simple produit de ce Ax 
par une fonction où À x n'entre pas. 

Les différentielles , ces quantités infiniment petites, 
plus simples, que l’on peut substituer aux différences 
elles-mêmes, se désignent par la caractéristique d, aun 
lieu de À, et comme elles ne sont autre chose que le 
produit de la dérivée de la fonction par l'accroissement 
de la variable, on aura 


AY: EE 
Ay = ENT) ou PS |: 
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la différentielle est donc une quantité dont le rapport à 
l'accroissement de la variable est égal à la limite du rap- 
port de la différence de la fonction à ce mème accroisse- 
ment. On voit que la recherche de la dérivée ou celle de 
la différentielle d’une fonction sont une seule et même 
question. 


- 


» 


170. Si l’on suppose que la fonction y soit x lui-même, 
on aura 


D ir): et  dy— Ar. 


Ainsi la différentielle de la fonction y, qui dans ce cas 
est x, est identique à A x, c'est-à-dire que lon a 


LLSS AT: 


et, comme il est plus naturel d'employer une seule carac- 
téristique quand cela est possible, toutes les fois qu'il 
s agira de différentielle de fonctions de x nous représen- 
terons l'accroissement de x par dx; et, lorsqu'il s'agira 
des accroissements exacts désignés par la caractéristi- 
que À, nous représenterons l’accroissement de x par A x. 

Remarque. — Si, dans une même question, on a à 
considérer une variable indépendante x et plusieurs fonc- 
tions y, Z, u, v, etc., de cette variable; que l’on repré- 
sente par AY, A z, Au, Av, etc., les aecroissements de 
ces fonctions, RUES à un même accroissement. 
À x de x; et par dy, dz, du, dv, etc., leurs différentielles 
correspondantes à dx — À x : toutes ces différentielles 
seront dans des rapports constants avec dx et, par consé- 
quent, les unes avec les autres, à mesure que dx tendra 
vers zéro. Ces rapports constants seront évidemment les 
limites des rapports des différences correspondantes, qui 
ne diffèrent des différentielles que de quantités infiniment 
petites par rapport à elles-mêmes. 
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Ainsi, par exemple , on aura A 
do : A 
— = lim. , 
dy À 


de SRG ; 
de sorte que == est la dérivée de # par rapport à y, quelle 
dy - 


que soit la variable commune par rapport “à laquelle on 
ait pris les difiérentielles dv et dy. Ce qu on peut encore 


L2 « . de 
exprimer d'une autre manière en observant que 4 est le 


rapport de 2 à ee et on obtient cette proposition que 

la dérivée d'une variable v par rapport à une autre va- 

riable y, est égale au rapport des dérivées de » et y par 

rapport à une méme variable quelconque x, dont elles | 
peuvent élre considérées comme dépendantes: 


Des fonctions simples, des fonctions de fonctions 
et des fonctions composées. 


174. La manière dont une quantité peut dépendre 
d’une autre est susceptible d’une variété indéfinie. Parmi 
toutes les formes possibles de fonctions, on en a choisi ur 
certain nombre irès-limité, auxquelles on est convenu de 
chercher à ramener toutes les autres. Elles sont telles 
que , Soit par les premières opérations de l’arithmétique* 
soit au moyen des Tables construites d'avance, on peut 
avec un degré suffisant d’approximation, obtenir leurs 
valeurs correspondantes à des valeurs numériques quel=» | 
conques de la variable dont elles dépendent. 

Ces fonctions, que l’on désigne sous le nom de-fone= 
tions simples, sont ies suivantes, dans lesquelles a dé= 
signe une quantité indépendante de la variable x: a 


[44 8 y, 
a— ZX, ax, —» x" (m étant un nombre réel quelcon 
Ê 5 44 : 
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que), a%, sinx, cosx, tangx, colx, sécæ, coséc x; 
et les fonctions inverses logx, are sinx, arc cos x, 
arctangæ, arc cotx, arc séc x, arc COsécr. 

Une fonction quelconque de x peut être soumise aux 
opérations qui constituent une nouvelle fonction; on a 
alors une fonction d’une fonction de x. En la considérant 
elle-même comme une variable, on peut encore la sou- 
mettre aux opérations qui constituent une nouvelle fonc- 
ton, et ainsi de suite. Les fonctions obtenues de cette 
manière se nomment, en général, des fonctions de fonc- 
tions. 

Lorsqu'une fonction dépend de plusieurs fonctions 
de x, on la nomme une fonction composée de x, et c’est 
le cas le plus général des fonctions explicites, c’est-à-dire 
de celles qui sont l'indication d'opérations qu’on sait 
effectuer. ( 


Dans tous les cas, lorsque deux fonctions, renfer- 
mant un nombre quelconque de variables dépendantes 
d'une seule, sont toujours égales, quelque valeur qu'on 
donne à cette variable, il est clair que leurs accroisse- 
ments Correspondants sont toujours égaux, et que, par 
conséquent , leurs dérivées par rapport à cette variable le 
sontaussi, ainsi que leurs différentielles. 

D'où il résulte que, quand une équation à lieu pour 
toute valeur de la variable indépendante, les dérivées 
ou les différentielles de ses deux membres par rapport à 
cette variable sont égales, quelque valeur qu'on lui 
donne. 

Nous allons faire connaître les principes au moyen 
desquels la détermination des différentielles ou des déri- 
vées de toutes ces fonctions se ramène à celles des diffé- 
rentielles ou des dérivées des fonctions simples. 
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Différentiation des fonctions de fonctions. 


172. Considérons une fonction u de x, déterminée 
par la suite d'équations 


u—=F(3),, 2= {70 PR 


et cherchons sa dérivée par rapport à x, ou la limite du 
Au , , 
rapport — dont les deux termes tendent vers zéro, opé- 
DA : 


ration qu’on appelle différentiation. Soient Au, Az, Ay 
les accroïssements de u, z, y correspondants à l’accroiïs- 
sement À x de x; on aura identiquement 


d’où, en observant que la limite d’un produit est le pro- 
duit des limites, 

Au AUS A TOR RER 
lim. — = lim. —: lim. — lim. ——#"()# Fe 

re RTE ne 3 = (2) 01) pe) 
Donc la dérivée de u par rapport à x est le produit des 
dérivées de u par rapport à z, de z par rapport à y, et 
de y par rapport à x. 

Si l’on représente la dérivée de u par rapport à x par le“ 

rapport des différentielles, on aura 


ou 
du =EF'(z)f" (y) + (x) dx. 


C’est en cela que consiste le principe de la différentia=" 
tion des fonctions de fonctions. Il a lieu évidemment; 
quel que soit le nombre des fonctions accumulées ; et il 


Re Re CNE" 
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ramène à la simple différentiation de chacune de ces fonc- 
tions, considérée isolément. 


Différentiation des fonctions inverses. 


173: Si l’on désigne une fonction F(x) par y, c’est-à- 
dire si l’on pose 
Mes E tas 
et qu’en résolvant par rapport à x, on en tire 


z—q(y); 


on dit que les fonctions F et © sont inverses l’une de 
l’autre. 

Cela posé, ces deux équations étant les mêmes sous 
une forme différente, elles donneront les mêmes ac- 
croissements correspondants pour x et y. Soient Ax, Ay 
ces accroissements , On aura 


gr) LE) 


— 


(x) = lim. 7 — lim. 
Ax Ax 

(ir) 

d’où il résulte que, pour avoir la dérivée d’une fonction 

F(x) inverse de la fonction o(x), dont on sait trouver 

la dérivée , il suffira de prendre la réciproque de la fonc- 


tion dérivée Ÿ', et de placer sous ce signe la fonction pro- 


posée F (x). 


Expression de l'accroissement infiniment petit d’une 


Jonction de plusieurs variables dépendantes ou indé- 
pendantes. 


174. Considérons une fonction y qui dépende de deux 
variables u, w, et soit 


HE (ul 


Si l’on donne à & et v des accroissements infiniment petits 
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Au, Av dépendants où indépendants l’un de Pautre , suis 
vant que w et # le seront eux-mêmes, accroissement cor: 
respondant de y sera 


Ay —=F(u + Au,v+ Av)— F{u,v) 
et pourra se mettre sous la forme 


Ay —=F(u+Au,r)—F(u,v) 
+ Fu +au,v + Av) — F(u + Au,v). 


e . 4 74 L] 12 L] 
Les deux premiers termes peuvent s écrire alInsi : 


F(u + Au,v)— F(u, GE 
 : Au 


U. 


Le coeflicient de Au ne diffère que d'une quantité inf= 
niment petite de la dérivée de F'(u,) par rapport à & 
y étant considéré comme constant. Soit F,(u, ») cette dé= 
rivée, que l’on appelle dérivée partielle de Eu, v); où 
de y, par rapport à u; l'expression précédente pourra 
mettre sous la forme 


[Fi(w,v)+a]Au, 


a désignant une quantité qui devient nulle avec Au. 
La seconde partie peut se mettre sous la forme 


F(u+Au,r + Av) —F(a + au; v}A 
AO 


pes 


et le coeflicient de Av ne différera de la dérivée“de 
F(u+ Au, v) par rapport à # considéré comme seule 
variable, que d’une quantité 6 qui deviendra nulle avec 
Av. Soit F,(u,v) la dérivée partielle de K(u, v}par 
rapport à #; on pourra donc mettre la seconde partiede 
À y sous la forme | 


[E(u +au,v) + Bla, 


5 devenant nul avec Av. 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 235 
Mais Fé{u + Au, v) ne diffère de F,(u,v) que d'une 
quantité qui deviendra nulle avec Au; l’ajoutant avec f, 
et en désignant leur somme par &', la seconde partie de 
Ay aura pour valeur 


[F(u,e) + a]av; 
et par conséquent , en réunissant les deux parties de À y, 
Ay—={Fi(u,v) + a]Au +[F,(u,v) +a!]aAr. 
Or Au, étant infiniment peüt par rapport à la pre- 
mière partie, l’est par rapport à Ay lui-même; et il en 
est de même de «Av, soit que Au et Av soient dépen- 
dants ou indépendants l’un de l’autre. Donc, en désignant 
par wo une quantité infiniment petite par rapport à A y, 
on aura 
Ay — Fi(u,v)Au + F,(u,v)Av + o. 


On représente les dérivées partielles F(u, v), F,(u, v) 


dE IF(u,o d 1 PE e 
par dE(u, a meta v) u n' 4 LUE mais il faut bien se 
du dv du de 


rappeler que ces deux dy sont différents et représentent 
PP q x Ï 
les différentielles de y relatives à la variation d’une seule 
des quantités u, # : on les nomme les diflérentielles par- 
tielles de y par rapport à « ou à v. Euler avait proposé 
HE Qu pes NV. j dy d 
d'écrire ainsi ces dérivées partielles : ae) (e). On a 
iU (44 4 
supprimé, depuis, ces parenthèses, parce qu'avec un 
peu d'attention, toute méprise est impossible. L’équation 
"précédente s’écrira alors de cette manière : 
dy dy 
AYy=—Au + — A0 + w ; 
Y du de À 
et il est bon de se rappeler que w se compose d’abord 
d'une partie qui, divisée par Au, devient encore nulle 
quand on y fait Au — 0, et d’une autre partie qui, après 
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avoir été divisée par Av, contient des termes qui devien- 
nent nuls, les uns quand on y fait Au — 0, et les autres 
quand on y fait A — 0. 

On aurait des résultats analogues pour un nombre 
quelconque de variables u, », etc., soit entièrement indé 
pendantes, soit dépendantes les unes des autres, ou d'au 
tres variables quelconques. 


Différentiation des fonctions composées. 


175. Soient 
Y= Lu, PER 
et 


u— f(x), v= 6 (2) EN eee 


y sera alors une fonction composée, relativement à x. 
Pour avoir sa dérivée, on remarquera que, d'aprèsce 
qui précède, on a, en supposant les accroïssements infi 
niment petits, 
d d d 
AY NAT Ag ve LRU + 0; 
du dv de 
a) étant infiniment petit par rapport à Ay. 
Divisant par A>x et passant aux limites, on obtient 


dy __ dy du dy dv dy dw 
dx du dx | do dx  dwdz |? 


: «té 


L2 L 1 L2 1 l 
expression dans laquelle il ne faut pas oublier que pe 
du : 


d d PT » . L L; 
Ér 23° ont les dérivées partielles de la fonction V. Si x 
dv dw | + 
entrait explicitement dans F{u, w, w,...), par exemple 
e 9 » e d e. 0 d 
si 4 n'était autre chose que x, “e deviendrait _ et se- 
* du dx 


rait la dérivée partielle de la fonction par rapport à æ; 


| 
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tandis que le % du premier membre est la dérivée to- 
tale de la fonction dans laquelle on fait varier toutes les 
quantités dépendantes de x. On ne se méprendra jamais 
sur le sens de ces notations : c'était pour éviter toute 
crainte à ce sujet, qu Euler avait proposé, comme nous 
l'avons dit, de mettre en deux parenthèses les dérivées 
partielles ; maïs on a renoncé à cette précaution. 
L'équation ci-dessus donne, en multipliant les deux 


membres par dx, 


d d dy 
dy = du + “de + PA MEN RIAA À 


[/A 
que l’on écrit quelquefois ainsi : 


dy = d,y + d,7 + dir +.... 


On peut donc énoncer ainsi le principe de la différentia- 


tion des fonctions composées : 

La difjérentielle d’une fonction composée est égale à 
la somme de ses différentielles partielles, relatives à 
chacune des variables qui y entrent explicitement. 

Quant aux différentielles du, dv, etc., de ces dernières, 
elles se rapportent toutes à la différentielle dx de la va- 
riable unique dont elles dépendent. 


176. Théorème des fonctions homogènes. — La difé- 
rentiation des fonctions composées donne la démonsira- 
tion d’un théorème remarquable sur les fonctions homo- 
gènes. On dit qu’une fonction de plusieurs variables est 
homogène et du degré m, lorsqu’en multipliant chaque 
variable par une indéterminée t, la fonction se trouve 
multipliée par 1”. 

Cela posé, soientu—F(x,7y,z,...)une fonction ho- 
mogène du degrém, eto(x,7,z,...),d(x,7y,z,...), ete, 
ses dérivées partielles par rapport à x, y, etc.; on aura, 
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d’après la définition précédente, 
Cr) F(er, mir. nl = NES 


s ". . c] H 
Différentiant les deux membres par rapport à la variable : 
seulement, il vient 


pÜérs ty, 12,...)2 (ie, ty,tz,.) nm mt (2, ai; 


… 


faisant & — 1 dans cette identité, on aura la suivante : 


(2) D Dre EME +, CM, 


C’est en cela que consiste le théorème des fonctions ho- 
mogènes. 


On peut remarquer que si. dans l’identité (1). on sup: 
P | q ; ) UP 


I ; 
pose {— -; on obtient 
(2 


F(r,J2s.) F(: Lay 2.) 
SE Na 


Vu 


Ainsi une fonction homogène de degré m, divisée parmi 

puissance 72 d'une des CAS UD ne dépend plus que des 

rapports des autres variables à L première. j! 

dj 

Différentielle d’une somme, d’un produit ou d'un 
quotient. 


JR 
177. La règle précédente, appliquée à une sommede 


iermes, montre que la diflérentielle d’une pareille fonc- 
tion est la somme des différentielles de chacun de ses 
termes, ce qui était d’ailleurs évident de soi-même. 

Si l’on suppose maintenant y = uvsv..., la même règle 
donnera, en observant qu’en général d[ AF(x) [= AdE(x} 


si À est un coefficient constant, . 


dy ÉLUS EN. du t- UwW. . de —- UV. , . dx —+- è 


] 
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ou 


4: A stdr, id | 
dy = uvw... — + — -- FT TANT US CCR] 
LU [4 w 


U x . ’ 
Soitencore y = -» d’où vy — u. En prenant les différen- 
0 L°2 
tielles des deux membres, on aura 


Jde + vdy = du, 
d’où 


ce que l’on peut écrire ainsi : 


du — udv 


v? 


k dy — 


” 


Ces trois règles sont d’un usage très-fréquent. 


Cominent la différentiation de toute fonction explicite 
se ramène à celle des fonctions simples. 


178. Considérons maintenant une fonction explicite 
quelconque de x : elle indique une suite d'opérations, à 
effectuer, dès que l’on aura choisi arbitrairement une va- 
leur numérique pour x. Celle de ces opérations qui doit 
se faire la dernière, et doni le résultat est la valeur de la 
fonction, porte soit sur une seule, soit sur deux quantités 
variables avec x; dans ce dernier cas la différentielle de 
cette fonction se ramène, par le théorème des fonctions 
composées, au cas-où une seule des deux quantités serait 
variable , et alors on n'a plus à considérer qu’une fonction 
simple. Si donc on savait trouver les différentielles de 
toutes les fonctions simples , on saurait trouver celle de la 
fonction proposée , au moyen des différentielles des quan- 
üités sur lesquelles doit s’exécuter la dernière opératon. 
La question est donc ramenée à déterminer ces différen- 
tielles, qui sont celles de fonctions moins compliquées 
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que la proposée, et qui se ramèneront semblablement à 

d’autres fonctions encore moins compliquées, jusqu'à ce 

que l’on parvienne à des fonctions simples. 
Tout se réduit donc à la différentiation de ces dernières, 

et c’est de quoi nous allons nous occuper présentement, 


Différentiation des fonctions simples. 


179. Différentielle de logx.— Soit y = logx; ce 
logarithme étant pris dans une base STATS a, on 
aura 


= log(x + Az) — logx = log (14 =) 


log | 1 ee 
AT à ds 


me ————_—_—_—— 0e 


AZ — Ax 


et, par suite, 


À x : : 
Posons — — «, et substituons dans le second membre; 
TL , 


il yient 
I 


Ayitlog(i ie) 7 
a —-lg( re) 


Az a X 


L 


Or on sait que (1+ &)" tend vers la base e du système de 
Néper, lorsque « tend vers zéro (voir la note I à la fin). 


Donc la limite de A ét loge 
AT 


On peut donc écrire 


d log e loge 
7,085 MOT ET COS 
dx ni Z 
1 a 
Si l’on observe que loge — —; 1 désignant les loga= 


la 
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2Ât. 
rithmes népériens, on pourra écrire 
d dx dy ï 
ee ee | ST g- 
Vxla dr xla' 
sia—e, on aura y — Îlx, 
d CE ENET: à à I 
et Cr | — = — 
S x CA ARE © 


Dans le cas où «a — 


loge —0,4342945.... 


10, le module loge à pour valeur 


180. Différentielle de a*. — Soit maintenant la fonc- 


tion inverse y —«a*. D'après la règle donnée en général 
pour les fonctions inverses , et dont on pourrait refaire Ja 
démonstration sur chaque cas particulier, on aura 


d z 
A 22 T — a nez 4/7 1% la, 
dx log e log e 
et, par suite, 
dy = a* ladx. 


On pourrait aussi trouver directement la différentielle 


de 4°, et en déduire celle de la fonction inverse logæx. En 
effet, si l’on a y —4*, on aura 


AY —= ORET ET AC SE 
d’où 
— 1 

A x 


out se réduit donc à trouver la limite de 


HOME 
gant ou » 
LC 
a —1 
pour plus de commodité, de a tendant vers zéro. 
Posons 


af —1=6, d'où a*—1 +6, 
LE: 


16 


PR NE NIET 
È “a 

k RSC ET 
(LIVRE 11. EN RRRRENl 
et, par suite, ER FACE do APT 
ala—=1(1+6);. Dee 

d’où il résulte | 

21 6 la 


— = la —. 
x F(1+6) 4 28e" RSR 


HAE 


oi 


à 
Or, 6 tendant vers zéro, (1+6)° a pour limitee; done 
ANA 
hm. — la, 
(24 
et, par conséquent, 
dy 
= —ala, et dy —=aladx. 
(LIST Do y 


| ROSE. 
181. Différentielle de x". — Soit y = x”; on aura, en 
prenant les logarithmes des deux membres dans la base e, 


rm; l È 


prenant maintenant les différentielles des deux membres; 


il vient — . C0 
d d: : "1 1H LS 
LA nl Fa ss d'où = 2 dx. ; £ 
4 æ [HEURE TE TT + 


Remplaçant J par x”, on aura, quel que soit m2, ‘ 
d: 
DE UT AIAe. _ =UIRE D 
Æ 


Si y et x n'étaient pas positifs, les logarithmes serai 
imaginaires; on évitera cette difliculté en élevant au 
carré les deux membres de l'équation y = x"; ce"qu 


donne | | “2 
RS (ES cé ii USE ( : 


et, prenant les logarithmes , 


AP ne LR 
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Différentiant les deux membres, il vient 


et, comme on reconnaît facilement que l’on a 
M) —-2rdr D d.{(rt)=34dx, 


cette équation deviendra 


dy mdx 
Re — , 
5 4 LA 
et, par suite, 
dy 
dy = ma"! dx et = — man! 
4 ? dx ,] 


comme dans le premier cas. 


Dans le cas particulier de #7 ——1, on trouve 
jux dx 
d star ri 
4 F5 
LA I " 
Sim— -;ona 
D} 
dx 
d » Vz— ER ce 
o Vx 


On peut parvenir directement à la différentielle de x”. 
Si l'on suppose d’abord 7 entier et positif, on aura, en 
désignant x” par y, 


| In (In — 1 
Aÿ = mat Ar + HA me, AL. ..; 
I L2 2 


divisant par À x et passant à la limite, on obtient 
dy 


— == MAN. 


Soit maintenant m—£# , p ei g étant entiers et positifs, 
on aura k 
Le | 
PESt/, CAO Yi, 
p: 16. 


PPONNTE SR TOR Te Le 
. Phnes JE 
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Différentiant les deux membres, 1l vient 


qy1—" dy = pa?” "dx; 


dy = PRESS dx= ? AT dr. mx 
; RELER q 
Cette formule étant vraie, quelque valeur commensu- 
rable qu'ait m, est encore vraie lorsqu'il est incommen- 
surable. 
Soit enfin m——n, n étant un nombre quelconque 


positif, on aura 


I 
rare =: M'obt re 
nel 
Différentiant les deux membres, il vient, en appliquant 
au premier membre la règle des fonctions composées, 


a" dy + nx"—!' ydx = © ; 
d’où 
dy = 120868 da rx" tes 
Ainsi, quelque valeur qu’ait m, la différentielle de x” 
est, comme nous l’avions déjà trouvée, mx” dx. 


#82. Différentielles de sinx, tangx, sécx. — Les 
lignes trigonométriques étant des fonctions de l’are cor-« 
respondant (voir, dans les applications géométriques, 
l’article sur la longueur des lignes courbes), nous pou= 
vons chercher l’expression de leurs différentielles corres- 
pondantes à celle de l’arc. Dans tous ces calculs nous 
supposerons que le rayon soit pris pour unité. 

1°, Soit d'abord 

Y=SsNT, 
il en résultera 


: : NAZ F3 
Ay=sin(x+Ax)=—sinx= 2 sin — cos | + 0 
. 2 


\ 
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d’où 


Or, lorsqu un arc tend vers zéro, le rapport du sinus à 
Parc tend vers l’unité, ainsi que le rapport de la tangente 
à l'arc, ou du sinus à la tangente; donc 


la limite du second membre est donc cosx. 


On a donc 
dy 
= — COST; : 
dx à 
on en déduit 
dy =cosxdx , 


ou 
d.sinxz — cosxdx. 


2°. Soit maintenant y — tangzx; on aura 


tang x + tang A x tang A x (1 +-tang”’x 
Tv = 5 5 — langx — - ë ë 7 
1— tangzx tang Ax 1— tangæx tang A+ 


d'où 
AY __tangAz 1—+ tang* x 


Mæ 0 Ar | 1—tangztangAr” 


et passant aux limites, 


dy tane: 1 1 
Pa— 1 t-lans T—secr— , 
dx : cos? x 
et, par suite, 
dx 
dy =d .tangx = ——. 


cos? æ 
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On arriverait au mème résultat en considérant que tang x 
sin æ 


égale » et appliquant la règle pour différentier les 


cos gr 
fractions. 


. , I 1 
Soit enfin y — sécx — —— ; on aura, par la règle des 
cos x 
fractions , 
d.cosx sinxdx ; 
dj =— ——— —= ———— = tangx sécædz : 
COS? Tr cos? x 
ainsi d.sécx —tangx sécxdx. 
On y parviendra encore en observant que 


I I 
ÂAYV= —— — 
Y cos(x—+Ax) COS x” 


et développant les calculs comme dans les cas précédents. 
3°. Différentielles de cosx, cotx, cosécx. — Consi- 


dérons maintenant les mêmes fonctions du complément 
T 


= —xde l’arcx. 
Observons pour cela que l’on aura en général, en re- 


T x D D 
gardant —- — x comme une fonction de x, et appliquant 
2 


la règle des fonctions de fonctions, 


d.F (Te) = (T—+) d (£ s)=—#" (T-+) dx. 
2 > 2) 2 


Aïnsi , pour les trois fonctions cosx, cotx, cosécx, qui ne 
. T T À T 
sont autres que sin | — —x } >: tang | —- —X})»sec|=—x};s 
2 2 2 
il faudra prendre les dérivées des fonctions respectives 
Ë ; T ‘ : 
sinæ, tangx, sécx, y changer x en 5 —X) puis mulu- 


plier par — dx. On trouvera ainsi : , 
dx 
sin?æ 


d.cosx = — sinxdx, d.cotx = — 9 


d.cosécx = — cotzx coséc xdx . 


sc ‘ PA NES Cr 


CRE 
\ 
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183. Différentielles des fonctions trigonométriques 
inverses. — Nous avons vu que, pour obtenir la dérivée 
d’une foncüon y de x, il suflisait de diviser l'unité par la 
dérivée de la fonction inverse, dans laquelle on mettrait 


y pour variable. 
D’après cela, si l’on considère les fonctions arc sinx, 


arctangx, arcsécx, arccosx, arccotæ, arc cosécx 
qui ont respectivement pour inverses 


D NET Dsécr,l. cosr, , cotx,i 1 COSéCZ, 


on trouvera : 


à dx dx 
HO =arcsint, dy — = » 
COSY  V1— x 
dx 
pour y = arctangzxz, dy — cos’ ydx = ——; 
LL 
: ] dx dx 
pour y —= arcsecæx, ay —= RSA TT TT em Ne 
tang y séc y x Vx?—i 
j dx dx 
pour y — arccosæ;, dY = — = DA — 9 
ù dr 
pour —arccotxz, dy = — sin’xzdy = — -— ’ 
PF 2 à 
; dx dx 
pOur — arc cosecr, dy — — - PSS : LE lc UE 
coty cosecy x Vx?— 1 


Il faut bien remarquer que les radicaux qui se sont iu- 
iroduits dans ces formules doivent être pris , tantôt avec 
le signe +, tantôt avec le signe — ; on reconnaîtra celui 
que l’on doit prendre, en considérant la ligne trigonomé- 
trique qui l’a introduit. 

Les trois dernières différentielles sont égales aux trois 
premières, en faisant abstraction des signes, qui peuvent 
être semblables ou dissemblables ; et cela tient à ce que la 
somme ou la différence des deux arcs correspondants est 
une constante. 
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Les signes que nous ayons donnés aux radicaux dans 
ces formules se rapportent au cas où l’arc est compris 


T 
entre o et es 


Les différentielles des fonctions trigonométriques , ou 
fonctions circulaires, pourraient encore s’obtenir par dés 
considérations géométriques fort simples , auxquelles nous 
ne nous arrêterons pas. | 


184. Le tableau suivant renferme les différentielles de 
toutes les fonctions simples. Nous y représentons par la 
lettre caractéristique L les logarithmes dans une base 
quelconque, et par 1 ceux qui se rapportent à la base de 
Néper. Dans les fonctions trigonométriques inverses, les 


e e. e- FF 
signes des radicaux supposent l'arc compris entre o et 2] 


A ER d .sinx—cosxdx i dx 
d.x —nx dx 5 d.arcsianx = ——— 
Tr —< 
d Nr d'tangr= Fa 
< 2 
cos x dx 
A d'.sécx—tangzx sécrdx 2 RITES) 1+ x? 
d = 1x — — : 
= d.cosx—=—sinxrdx : dz 
k à 2 d.are sécx = ——— 
d.a*— a] adx dicotz=— > 2 Vas 
sin? x 
de —e* dx , : de 
d.coséex = — cotx cosécxdx d.arc cosx = — 
V1 
dx 
| d.arccotz= — — 
| +2 
| à dx 
| d.arc cosécx = —.  J 
| TX Va: 
Î 


Il est bon d'observer que ces différentielles des fonc 
tions simples de x ne supposent nullement que x soïtMla 
variable indépendante. Elles correspondent bien à la 
différentielle dx; mais celle-ci peut dépendre de celle 
d'une variable quelconque dont x dépendrait, comme 
aussi elle peut être entièrement indépendante. Ainsi l’on 
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aurait 
MU 2[F(z)ld.F(x}, 
nie (x)|—= cos (x )]d: EF (x), 0 


C'est cette mème considération qui nous a conduits à la 
différentiation des fonctions de fonctions. 


Différentielles des fonctions implicites. 


185. Si par fonction implicite on entendait toute fonc- 
tion dont la forme n’est point donnée explicitement, mais 
qui est déterminée complétement par les données de la 
question , on se jetterait dans une trop grande généralité, 
et il ne serait pas possible de donner des règles générales 
pour leur différentiation. Nous renfermerons “seulement 
sous celte dénomination les fonctions qui sont liées aux 
variables dont elles dépendent, par des équations dont les 
deux membres sont des fonctions explicites de toutes ces 
quantités. 

Nous considérerons d’abord le cas où l’on a une seule 
équation ; ce cas se subdivise en deux autres, suivant que 
la fonction dépend d’une seule ou de plusieurs variables 
indépendantes. 

Soit d'abord la fonction y déterminée par l'équation 


HS ME I0i 


Les dérivées par rapport à x, des deux membres de 
cette équation, devant être identiques, et y étant une 
fonction déterminée, quoique inconnue de x, nous au- 
rons, d’après la règle des fonctions composées, 


dF dE dy dr dE 
10; où :— dx re 


PT de 


équation qui détermine la dérivée ou la différentielle de, 


ù cn. À 
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. ? FF TE: . dE dF 
puisque l’on peut former les dérivées partielles de 0 
de la fonction explicite F(x, y). On aura ainsi : 

dF dF 

dy dx dx 
= = — — d'où dy = —— dr. 
An TE JAP 0 SITE 

dy dy 


Ces valeurs de la différentielle et de la dérivée de y 
sont exprimées au moyen de x et y à la fois; elles ne 
peuvent l'être au moyen de x seul, que quand on peut 
résoudre l'équation F(x, y) — 0 par rapport à y; maïs 
néanmoins ces formules ne laissent pas que d’être d’une 
grande utilité dans le cas même où cette résolution est 
impossible. 


186. Considérons maintenant m — 1 équations entre m2 
variables; ce qui détermine m— 1 d’entre elles en fonc 
tion de la m°"*, qui sera la seule variable indépendante: 
Soient 


Fa ee d'elle 


on trouvera, en différentiant toutes ces équations, 


dE ’ gb, dE ’ 
ee — — — 
4 T SAT de SPORE ne O, 
dE, dF. 
— d —— d —— d ne 
1x ‘ nn dy 12, 00 ai 
dEn dE dE m2 
d, L — ——— 1 CRE SEE TE — d SUCDAEe ee 4 

dx qe dy AP, TE GR Ÿ: 


De ces m—1 équations du premier degré par rapportà 


…« 
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dy, dz, eic., on tirera la valeur de ces mn — 1 inconnues 
en fonction de x, y, z,... et dx; ce qui était l’objet de la 
question. 


Expression remarquable du rapport des accroissements 
finis de deux fonctions d’une méme variable. 


187. Soient F (x), f(x) deux fonctions quelconques, 
et x, X deux valeurs arbitraires de x; X surpassant x, 
d’une quantité finie positive À. Il s’agit de trouver, au 
moyen des dérivées de ces fonctions, une expression du 
rapport 


Fm) (a) FX) (a), 
f(to+h)—/f (%) FX) —f(%) 


en supposant que la fonction f(x) soit toujours crois- 
sante ou toujours décroissante; ou, en d’autres termes, 
que sa dérivée soit constamment de mème signe, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre x, et X. Admet- 
tons, pour fixer les idées, que f'(x) soit constamment 
positive entre ces limites; et soient À , B la plus grande et 


la plus petite valeur que prend entre ces mêmes limites le 


F'(x 
rapport ER on aura constamment 


Fe) 


. 


Pa), Fa) 
19} 707 


Multipliant par f'(x) qui est positif, on aura les deux 
inégalités suivantes, qu'il faudrait changer de sens si 


“ 


f' (x) était négatif : 


F(x)< AS (x), (x) >Bf/(r). 


Le premier membre de la première inégalité est la dé- 
rivée de F {x}, et le second de À f(x), et par conséquent 
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(n° 72) F (x) croit moins rapidement que À f(x). On 


a donc 


F(X)— F(20) <A[S(K) — f(x) l; 
et divisant par f(x) — f(x), qui est positif, par hy- 


pothèse, 


La seconde inégalité conduit de même à 


EF X)— F(x0) 
SES) — f(x) 7 
F’(x) 


Si donc le rapport est continu entre x, et X, ce 


FA 
qui arrivera évidemment, par exemple, si F’(x)et f(x) 
le sont séparément, il existera une certaine valeur de x 


intermédiaire entre x, et X, telle que ce rapport devien- 


F(X) —F(x) 


dra égal à FRE) qui est compris entre la plus 


grande et la plus petite valeur que prend P ee . Si l'on dé- 
signe cette valeur de x intermédiaire par x, + 0h, 0 ayant 
une valeur comprise entre © et + 1, on parviendra à la 
formule suivante, dont nous ferons de nombreuses appli= 
cations : 
h) F (x + h)—F(x) _F(t+0k) 

ft h)— f(x) f(x +0k) 


Si l’on avait supposé f’(x) constamment négauf, les 


inégalités n'auraient fait que changer de sens, et n'en au 
raient pas moins conduit à cette même formule. Il faudra 
bien se rappeler, dans les applications de cette formule; 
qu'elle suppose que f’(x) soit constamment de même 


F'(x 
signe entre Lo EL Lo + , el que le rapport (æ) asse par 


JTE fx) P 


Ÿ TS TT 
Li HT 1.7 
? (4 ; 
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toutes les valeurs comprises entre sa plus grande et sa plus 
petite, quand x passe par toutes les valeurs comprises 
entre %o et Xo—+ h. 


188. Nous allons déduire de l'équation (1) quelques 
propositions qui nous seront fort utiles par la suite. 

Si l’on avait pour une valeur particulière x, de la va- 
viable, F(x)=0, f(x) —0, la formule (1) devien- 
drait, en posant 0} — h,, h, étant moindre que , 


F(x, +) CM EF (Tor h, } 
Faro+ h) fm + hi) 


Si l’on avait, en outre, F’(x,) —=0,/f'(xs) —0, on 
aurait semblablement , en représentant par F/{x), f" (x) 
les dérivées de F’ (x), f” (x) ou les secondes dérivées de 
F{x), f(x), 

F'(xo+ hi) F”(xo + #2) 7 
J'(a-+ hi) DR TUPE TA 

F"(x x) 

F' (x) 


par toutes Les valeurs entre sa plus grande et sa plus pe- 
tite; et, par suite, 


hk étant moindre que h;, ,eten supposant que passe 


F1 (to + À) EF" (2x0 + les) 
(a+ À) so PAT Do + hs) 


Si l'on avait F/(xr,) = 0 et f(x) = 0, on obtiendrait 
une formule semblable où entreraient les dérivées de 
F'(x) et f(x) ou les troisièmes dérivées de F{x), 


f(x). En continuant ainsi, et désignant, en général, par 


g"(x) la fonction qu'on obtient en différentiant successi- 
vement m fois la fonction quelconque o (x), on verra que 
si l’on a les conditions 


Firi20, UP ENTER LAPS 0, 
F0) —= 0, ES (x) RO hi de AT (to) 0e 
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et que les rapports des dérivées de même ordre, jusqu’à 
l’ordre 7: inclusivement, passent par toutes les valeurs 
entre leur plus grande et leur plus petite, ce qui aura 
lieu s'ils sont continus, on aura 


(2) F(ro+h) _ F(a+ 0h) 
f(m+h) fn +6) 
8 désignant une quantité positive moindre que l’unité. 


Si toutes les conditions précédentes étaient satisfaites, 
excepté F (x,) — 0, on aurait 


F(x+h)—F(x) _ F'(x<+0k) 


‘ 


(3) fla+k) OA 


189. Comme application de cette dernière formule; 


supposons que l’on ait 
F(x)= (x — mm)", 


et que la fonction F (x) ait toutes ses dérivées continues k 
jusqu’à F"{(x) inclusivement, entre x et x + k : les 
conditions. f(Xo) = 0: f' (ro) = 0, ROIS | 
seront évidemment satisfaites; et, en supposant toujours 
que l’on ait 
F'(x,) = 0,10. , EPST END 
” 


l'équation (3) devient 


F(z<+A)—F(x)  F(x +0) 


hr 1.9, 9 70 


d’où 
A 


(4) F(n+h)—=F(me= a, F'(G ee) 


On voit que si l'accroissement À de x tendait vers zéro, 
et que F"(x,) füt fini, l'accroissement de F(x), pour 
la valeur particulière x, , serait infiniment petit de l’or- 
dre 7, celui de x étant du premier. 
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Si l'on a, en outre, F (xs) = o, la formule précédente 


devient 


4 h" n 
(5) Mons F (x + 0h). 


Si x, est zéro, cette équation se change en la suivante : 


° ; 
F (2) — ns (7 


RÉ 7€: 


et, changeant l’indéterminée À en x, 


x" 


2 F1 (Pa}, 


(6) F(x) = 
en admettant les conditions 
O0 Fo) —0;..:, Et (où 
On peut remarquer qu’on aurait semblablement 


2°! 


et que par conséquent, dans ce cas, F (x) est infiniment 
petit par rapport à F' (x). 

Si l’on n'avait pas F (x) — 0, on obtiendrait, au lieu 
de l'équation (6), 


x!" 


(7) Ex) — F(0) = — 


ARRET 


F" (0x). 


190: Nous déduirons de ce qui précède un corollaire 
irès-simple, et qui nous servira par la suite. Il consiste 


F(x) 


x! 


en ce que si tend vers zéro en même temps que x, 


et que F (x), F'({x),..., F"(x) soient continues entre o 


F(x) 


etx, la fracuüon 
x! 


E(0æ) 


PEt9.. ; [ZA 


pourra se mettre sous la forme 


En eflet , 1l résulte d’abord de hypothèse, que 
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l’on doit avoir 


F{0)=.0:,:.É/(0) =0,..., Re 


F (x) 


1 


car sans cela 


serait infini, pour x = 0. On peut donc 


appliquer ici la formule (6), et l’on voit, par conséquent, 


F(x) 


ar! 


que si devient nul pour x — 0, on aura 


F{t)uss Er di 


PMR ee 


191. L’équation (4), dans laquelle on suppose 7 =; 
devient, en remplaçant par x la quantité arbitraire x, , 


(8) F(z+h)—F(x)=2F'(x+ 02). 


Elle conduit immédiatement à une conséquence déjà ob= 
tenue precédemment, savoir : qu'il n'y a qu’une expres= 
sion indépendante de x, dont la dérivée par rapport à x 
soit nulle quel que soit x. 

En effet, soit F (x) une fonction telle, que pour toute 
valeur de x on ait F’ (x) = 0; l'équation désignée montre 
que, quels que soient x et x + h, on aura 


F(x)— F(x+A)—o, 


puisque F'(x+860h) est nul par hypothèse. Donc 
F(x)=F(x+h),et par conséquent la fonction F (x) 
a toujours la même valeur, quelle que soit la valeur dela 
variable; elle est donc constante relativement à x, ou, en 
d’autres termes, elle ne dépend pas de x. 

D'où résulte, comme nous l'avons dejà dit, que deux 
fonctions qui ont la méme dérivée par rapport à une 
méme variable, ne peuvent différer que par une con- 
stante, c'est-à-dire par un quantité indépendante de cette 
variable. En effet, la dérivée de la différence de ces deux 
fonctions , étant la différence de leurs dérivées, ést nulle 
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d'elle-même, d’après lhypothèse ; donc cette différence 
est une constante, comme il fallait le démontrer. 


192. Nous terminerons par cette proposition très-im- 
portante, que si F(x, y) est égal à zéro quel que soit x, 
quand on donne à y une certaine valeur particulière a, 
toutes les dérivées de F (x, y) par rapport à x devien- 
dront aussi nulles, quand on y fera y = a. 

En effet, pour toute valeur de x et de À, on aura, en 
vertu de l’équation (8), 


(a) Ffx+h;y)—Fix,ry) = 2AF(x+064,7), 


la dérivée étant prise par rapport à x. 

Or les deux termes du premier membre deviennent nuls 
pour y — a; donc F'(x + 6h, a) —o. 

Et comme x et sont arbitraires, on peut affirmer que 
x + 0h peut prendre toutes les valeurs possibles, bien 
qu on ne connaisse pas la valeur de-0; car x + 0h est 
toujours compris entre x et x + k, et l’on peut faire en 
sorte que x et x + À comprennent toujours entre eux 
une valeur arbitraire x’ et s’en rapprochent indéfiniment ; 
d'où il suit que x + 0h peut s'approcher indéfiniment de 
x', etque, par conséquent, F’(x,a) est nul, quel que 
soit ZX. 

De là on déduira semblablement que F/(x,a) est nul 
quel que soit x ,et qu'ilen esi de même, en général, de 


Pre. a). 


195. IL est encore utile de remarquer que si 2 tend vers 
zéro, et y vers &, le second membre de l’équation (9) sera 
infiniment petit par rapport à À, puisque F'(x + 6h, y) 
tendra vers zéro; donc {a différence infiniment petite re- 
lative à x, d'une fonction F(x, y) qui est infiniment 
petite, quel que soit x, est infiniment petite par r'Ap- 
port à l'accroissement correspondant de x. 


pe 17 
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À 
Différentielles et différences d'un ordre quelconque de 
fonctions d’une seule variable. i 


194. La différentielle dy d’une fonction y de x, étant 
elle-même une fonction de x, aura aussi sa différentielle, 
et ce sera une quantité dont le rapport à la différentielle 
de x sera égal à la limite du rapport de l'accroissement 
infiniment petit de dy à l’accroissement correspondant 
de x. Pour plus de simplicité, on prendra pour la diffé- 
rentielle de x, dans cette nouvelle différentiation, la 
même valeur que dans la première; et, en général, on lui 
conservera toujours la même valeur pour toutes les diffé- 
rentiations que l’on aura à effectuer; c’est ce que l’on ap- 
pelle prendre dx constant. Nous représenterons la diffé- 
rentielle de dy par ddy ou d?y, et nous l’appellerons la 
différentielle seconde de y par rapport à x. De même dy, 
aura une différentielle que l’on désignera par d?y, et qui 
s’appellera la différentielle troisième de y; et aïnsi de 
suite. 

Il faut bien se garder de confondre ces indices de diffé- 
renlation avec des exposants de puissance. Les puissances 
successives d’une différentielle dy s’écriraient de [a ma- 
nière suivante : 


dy Sud. LAyA EX IN ÉEORAREE 


_ 


4 
* 
t 
3 


TT NT en D D CE TI 


Rien n’est plus facile que d'exprimer les différentielles\ 


successives de la fonction F (x) désignée par y, au moyen 
de ses dérivées. 
En effet, on a d'abord 


REP EAICE 


4 


Or la différentielle de F’ (x) dx sera le produit de dx par 


sa dérivée par rapport à x, laquelle est F/ (x) dx, puis- 
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que dx est indépendant de x. On aura donc 
és 
d'y = E"(x)dx. 
On aura de même 
Pn-=E7 (a) dr, 
et généralement 
d'y — Fr (ride, 
ou 
d 247 
dx" — F° (æ) ) 


de sorte que les dérivées successives d’une fonction de x 
peuvent être considérées comme les rapports des différen- 
tielles de même ordre de cette fonction aux puissances du 
mème degré de dx. 

On voit par là qu'une différentielle d’un ordre n quel- 
conque est en général un infiniment petit de l’ordre », 
dx étant pris pour le premier ordre; et que [a détermi- 
nation des dérivées successives d’une foncüon ne diffère 
pas de celle de ses différentielles. 


195. Les différentielles successives d’une fonction ont 
avec les différences de cetie fonction des rapports qu’il est 
essentiel de connaître. 

La différence Ay de la fonction y étant elle-même une 
fonction de x, a aussi une différence; il en est de même 
de celle-ci, et ainsi de suite indéfiniment. Pour former 
ces différences successives de la fonction y, on suppose 
que l’on donne constamment à x le même accroisse- 
ment A x, et on les désigne de la manière suivante : 


AY, AY, Ay,..., A7. 
Les puissances de À y seraient désignées comme il suit : 


Dr A MA ANT ESS y IAE. 
, 17. 
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Or la proposition que nous allons démontrer consiste en 
A"y Le à 


ce que l’on a généralement, lim. — . 
q D 9 À x" dx 1 
En effet, ori a d’abord 
AY 
n}4 
— == TX) + o 
Â x ( ) 3 


w devenant nul quel que soit x, quand on fait Ax =0: 
Prenons maintenant les accroissements que subiront ces 
deux membres lorsque l’on augmentera encore x de A x, 


EEE ; n° 
et divisons-les par Ax; le premier donnera — Quant 
T 


au second, il suflira de prendre sa dérivée par rapport à 
x et d’y ajouter une quantité qui soit infiniment petite en 
même temps que Ax. Mais w devenant nul avee À x, quel 
que soit x, sa dérivée deviendra nulle en même temps, 
et par conséquent le second membre difière de F”(x) 
d’une quantité qui devient nulle avec Ax. En la dési- 
gant par 6, NOUS aurons 


A? y 
D F'(x) +0; 


AE 


en prenant encore les accroissements des deux membres 
de cette identité, relatifs à un nouvel accroissement A%, 
et les divisant par Ax, on obtiendrait semblablement 


et généralement 


uw), _, devenant nul avec Ax. 
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On a donc, en passant aux limites, 


dry 


d x"? 


him. —— = F'(x) = 


comme nous l’avions annoncé. 
Il suit de là que si l’on fait tendre Ax vers zéro, en 


1/2 


L 


V EUR D 
prenant dx = Ax, le rapport 1e aura pour limite l’u- 


nité, et la différentielle de l’ordre n d'une fonction 
quelconque de x pourra étre prise pour la différence 
du méme ordre de cette fonction, en négligeant une 
quantité infiniment petite par rapport à cette diffe- 
rence. | 

Cette proposition est très-importante, en ce qu'elle 
permet de substituer les différentielles d’ordre quelconque 
aux différences infiniment petites de même ordre, dont 
l'expression serait beaucoup plus compliquée , et il n'en 
peut résulter aucune erreur dans les calculs où l’on ne 
considère que les limites des rapports ou des sommes. 


Remarque.— Lorsque plusieurs fonctions, que l’on a 
à considérer dans une même question , dépendent toutes 
d’une seule variable x, les différences premières infini- 
ment petites sont touics déterminées par Az, oupar une 
quelconque d’entre elles; ainsi Ay désignera partout le 
même accroissement , soit qu'on le détermine d’après Az 
ou d’après la valeur correspondante de Ax, en supposant 
toujours que la valeur de x soit la même. Mais le y 
n'aura pas la même valeur quand il exprimera la diffé- 
rence de y par rapport à x ou par rapport à z. En effet , 
dans le premier cas il faut considérer les trois valeurs de 
Y correspondantes à x, x + Ax, x+2Ax; prendre la 
diflérence de la deuxième à la première, et de la troi- 
sième à la deuxième, puis la différence de ces deux diffé- 
rences. Dans le second cas, il faudra considérer les trois 
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valeurs de y qui correspondent à z, z + Az,z:+2Az, 
et agir de la même manière sur elles. Or les deux 
premières sont les mêmes dans les deux cas; mais la 
troisième est différente parce qu'à x + 2 À x ne corres- 
pond pas z + 2AÀz : il s’en faut d'une quantité infini- 
ment petite par rapport à Az, et que l’on n’a pas le 
droit de négliger par rapport aux différences du second 
ordre. + 
Il est donc nécessaire de distinguer avec soin les diffé- 
rences désignées par À°y, dans les questions où l’on ne 
prendrait pas toujours la même variable indépendante. Il 
en serait de même des ordres supérieurs. 


+ 


196. Si l’on considère en particulier les fonctions 
a," Hogz," a," SSir OURS 
on trouvera 


/ 


d'a" = mim—i)...(m—n<+i)x""t dx", 


dx" 
d'logxz = =ÆE1:2.3...(nr—a)loge=s 
LS 


dia = af l'aux', 


. . Te 
d'sinx = sn(x+A n din 
g r 
d"cosx = cos | x + 7 — ) dx"; 
2 


et il est bon de se rappeler que le second membre donne 
la valeur de la différence infiniment petite de l’ordre»; 
à une quantité près infiniment petite par rapport à cette 
différence. 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 203 


mi mem ——— 


CHAPITRE IE. 


DIFFÉRENTIELLES, DÉRIVÉES, ET DIFFÉRENCES PAR- 
TIELLES DES DIVERS ORDRES, DES FONCTIONS DE 
PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. DIFFÉRENCES 
ET DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 


197. Une fonction de deux variables indépendantes, x 
eby, peut être différentiée successivement par rapport à 
chacune d'elles partiellement, et l’on peut supposer que 
ces différentiations soient en nombre quelconque et se 
succèdent d’une manière quelconque. Le nombre de ces 
 différentiations constitue l’ordre de la différentielle, de la 
différence ou de la dérivée. Il n’y a rien de nouveau à 
dire sur eur formation , puisque l’on n’a à considérer à 
chaque opération qu’une seule variable indépendante. 
Les dérivées partielles d'ordre quelconque s’exprimeront 
au moyen des différentielles correspondanies d’une ma- 
nière entièrement semblable à celle que nous-avons trou- 
vée pour les fonctions d’une seule variable, Elles ont 
aussi lesmèmes rapports avec les différences partielles cor- 
respondantes ; et la reproduction identique des raisonne- 
ments déjà faits dans le cas où l’on considère toujours 
la même variable, conduit immédiatement à ces con- 
séquences. Nous ne croyons cependant pas inutile de don- 
ner quelques développements à ce sujet. 


(roc (x, y) le résul- 


Désignons généralement par 
TIR sas 
at de 2 dérivations partielles effectuées par rapport à x 


sur lafonction u — F(x, y), suivies de n dérivations par- 
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tielles du résultat par rapport à y ; lesquelles seront elles: 
mêmes suivies de p dérivations par rapport à x, et ainsi 
de suite. 


Désignons de même par du le résultat obtenu 


en prenant d’abord la diflérentielle partielle de l’ordre m 
de w par rapport à x, puis la différentielle partielle de 
l’ordre n par rapport à y de l’expression obtenue, et aïnsi 


de suite. Et enfin représentons par AT?" u le résultat 


2, Ps Tee 
obtenu en prenant d’une manière analogue les différences 
au lieu des différentielles. Cela posé, on aura d’abord, 
d’après ce que l’on a vu en traitant les fonctions d’une 
seule variable, et faisant usage des notations que nous 
venons d'indiquer, 


ASE TE T2 \ IN 
Put y.) date 


Considérant maintenant y comme la seule variable, ct 
prenant la différentielle 2°°”*° des deux membres, on aura, 
de la même manière, 

FR jé dd FA (æ ,Y ) dx"! dy" à 
prenant maintenant la différentielle partielle d'ordre p 
par rapport à x, et continuant ainsi indéfiniment, on 
obtiendra 


Are me MSN HD 
TiYrtrre NOR Tec 


(es y hd an da? ..., 


ou 


m+ .… 
d: n+p 


: (E4 
CHALARE 


M+ie+p 177 


ALI CARRE NES 1 Ses 
dx" dy" dx? RES EAELDIE ( ? %, ] 


Les dérivées partielles s expriment donc au moyen des 
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différentielles partielles correspondantes d’une manière 
analogue à celle qui se rapporte aux fonctions d’une seule 
variable. : 

Il y, a encore évidemment le mème rapport entre ces 
dérivées et les différences partielles correspondanies. En 
effet, on aura d’abord, d’après ce qui a été démontré 
pour les fonctions d’une seule variable, 


Nr, Ne, 


o) devenant nul en même temps que Ax. Prenons main- 
tenant la différence n°”° des deux membres par rapport 
à y, et divisons-la par A y"; il faudra, par les mêmes rai- 
sons, prendre la dérivée partielle 2°"* du second membre 
par rapport à y et y ajouter une quantité qui devienne 
nulle avec Ay. Si, de plus, on observe que w devenant 
nul avec Ax, il en est de même de sa dérivée 2*"° par 
rapport à y, on en conclura légalité suivante : 


m+n 
[74 
Yar M+n+p"*" 
 — VF sa (x, 7)+o, à 
À ax" A y" CHACL 


u, devenant nul quand on suppose que Axet Ay Île de- 
viennent tous les deux. 

Prenant actuellement la différence d'ordre p des deux 
membres par rapport à x, la divisant par Ax? , et con- 
inuant ainsi indéfiniment , on obtiendra la formule gé- 
nérale 


Mm+n+p'."* 
Pé 1 
ss di m+n+pe \ 
— ET (x,Y)+e, 
AZ A y" AP... PRIT NE 


# 


£ devenant nu! quand Ax et A le deviennent tous les 
deux. | 
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D'où l’on conclut enfin, comme pour les fonctions 
d’une seule variable, 


2 nm+n+ .. 
ER (42 $ d de tTA 
. T,J,T°°° mn … LPC TRES 
im, 2780) 00 prete CS 
GANT A TRE, FEU dx" dy dx. ; 


et il en serait de même pour un nombre quelconque de 
variables indépendantes. 

Les notations que nous venons d'employer veu être 
simplifiées au moyen d’une proposition fondamentaleque 
nous allons démontrer. 


198. De l’ordre dans lequel se succèdent les différen 
tiations. — Si l’on prend les différences successives“ 
d’une fonction par rapport aux diverses variables indé“ 
pendantes quelle renferme, on arrivera toujours au 
même résultat, dans quelque ordre qu'on effectue ces s 
opérations , pourvu qu'on ne change pas le nombre des 
celles qui doivent être faites respectivement par rapport | 
à chaque variable. 

Soient, en effet, x et y deux des variables dont dépend 
une EE DA TA 


Si l’on change d’abord x en x + Ax, u devient 
| 4 


HU + Au; ni 
à - il : p | à dat ‘ol 6 4 ] à DA af D À 1] Î 
si dans cette expression On change y en y + ày,eMe 
devient  . 


u + Au +A,u + A, 


et l’on a ainsi ce que devient u quand x et y sont changés | 
en X + AX, y + AY. 

Or, en faisant les substitutions en sens inverse; on 
aura 


2 
u + A,u + A;u + À, Us £ 
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‘et ce résultat doit être identique au précédent puisqu'il 
exprime toujours la fonction u dans laquelle x et y sont 
changés en x + Ax, y +- À y. 
Donc on a identiquement 
1° Li re AU. 
2,7 ya 
Si maintenant on divise les deux membres par Ax Ay 


ét qu'on passe aux limites, en faisant tendre Ax et Ay 
Vers zéro, on en conclura, par ce qui précède, 


[/4 
er 


(x, x) CE Tr) 


et, par conséquent, 


Î 


dd, u Fe 

Si l’on prend successivement un nombre quelconque 
de différences, de différentielles ou de dérivées partielles, 
il est facile de voir que l’ordre dans lequel on les prendra 
est complétement indifférent. En effet, deux de ces opé- 
rations successives pouyant être changées d'ordre, on 
pourra faire ârriver au premier rang celle que l’on vou- 
dra, en la faisant avancer successivement d’un rang vers 
le commencement ; on amènera ensuite au second rang 
celle que l’on voudra des auires, et enfin on les placera 
toutes dans un ordre quelconque , sans que le résultat 
cesse d’être identiquement le même. 

D’après cela, on pourra supposer que toutes les diffé- 
rentiations par rapport à la même variable soient faites 
consécutivement , et les notations précédentes seront sim- 
plifiées en ce qu’elles ne renfermeront qu’une seule indi- 
cation pour chaque variable : et c’est ce que nous ferons 
dorénavant. 


On simplific-encore l'expression des dérivées partielles 
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m+n 


dm+n y ; 


EP don lieu de Re parce que les expo- 
sants de dx et de dy suflisent pour indiquer le nombre 
des différentiations effectuées par rapport à chacune des 
variables x et y. 

Mais si, pour avoir la différentielle parüelle correspons 
dante, on faisait la multiplication par dx” dy" en suppre 
mant le dénominateur, on obtiendrait du, expression 
qui ne renfermerait plus aucune trace des différentiations 
effectuées. On est donc obligé, pour que la notation aït 
un sens déterminé, de conserver le dénominateur, et dé 
crire ainsi cette différentielle, 


en écrivant 


m+n 
drrru dx"! dy" à 
dx" dy" 


Elle serait représentée beaucoup pl us simplement par la 
notation déjà employée, d”"u. 
z,Y 


Le système de notation de Lagrange s'applique aux 
fonetions de plusieurs variables; mais nous n’en parles 
rons pas, vu que ies géomètres n’en font pas usage. Pa 
notation de Leïibnitz a prévalu, parce qu'élle a surioul 
le grand avantage de mettre en évidence les différences 
infiniment petites, dont la considération est si utile dans k 
toutes les recherches qui dépendent des mathématiques: 


Différentielles totales des fonctions de variables 
indépendantes. 
199. Soit 
EL == ke pi a MA 


x ety étant indépendantes ; nous avons vu précédemment 
que l’on avait 
du du 


Au=— Ax + — AY F@;, 
dx dy 
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“” étant infiniment petit par RÉDPONS à Ax,AYy, Au, 
quand A x et A y tendent vers zéro. 

La somme des deux premiers termes jouit donc, par 
rapport à l'accroissement total Au ,de cette propriété 
remarquable, d’être égale à la différence elle-même, à 
une quantité près infiniment petite par rapport à cette 
différence. D’après cela , l'analogie nous conduit à donner 
le nom de différentielle totale de w à lexpression sui- 
vante : 

\ s dx + mn dy , 

dx et dy étant des quantités indéterminées et indépen- 
dantes que nous nommerons les différentielles de x et y. 
Elle jouit de la propriété que, lorsque dx et dy seront 
considérés * comme les accroissements infiniment petits 
donnés à x et y, elle pourra être prise pour l’accroisse- 
ment total de w en négligeant une quantité infiniment 
petite par rapport à cet accroissement. 

Nous désignerons cette différentielle totale par du, et 
il faudra bien la distinguer des du partiels qui se trouvent 
dans le second membre et sont différents l’un de l’autre. 
Pour éviter toute confusion , on devra se garder de sup- 
primer les facteurs communs dx et dy, et écrire 


du du 
DR PE : 
(1) u A Pr 


On peut encore écrire 
du = du + du : 


Ces considérations s'appliquent à un nombre quelconque 
de variables indépendantes, et /a différentielle totale 
dune fonction de plusieurs variables indépendantes 
sera toujours la somme de ses différentielles partielles 
relatives à chacune de ces variables. 
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Cherchons maintenant l'expression dés différentielles 
successives de u. A pour cela remarquons d’ abord que la 


différentielle de Ÿ sera, par la règle qui vient d’être 
2! 2" dyr 
démontrée, 
drtp+i u d'i+P+iyn 


RER EEE dx —— dy ; 
de dpr À dede Ÿ'? 
du 

elle se formerait donc en multipliant par = — dx SR mL] 
d'rP u 
dx” dyP? 
l'indice du numérateur comme un exposant, et qu'après 
la multiplication on changeàt l’exposant des numérateurs 
en indices de différentiation. D’après cela, si l’on part del 
la formule (1), la différentielle du second membre s'ob: 


L 
V expression pr oposée — pourviu qu'on » | considérat 


; A du “ 
üendra en la multipliant par + =. dx + PAAUE et faisant 


le changement des exposanis en PR. Il en sera dl 
même pour la différentielle de ce résultat; et, par con 
séquent , en désignant par du la différentielle totale de 
l’ordre m de «, on aura la formule symbolique 


.J 


en entendant toujours que les exposants des du danse 
second membre seront changés en indices de différentia 


tions. 
Comparons maintenant d"'u à la différence totale A"% 


Reprenons pour cela la formule 


A se A ve A 
| PNR pe L + dy 4 a ES o), 
dans laquelle nous supposons Ax et À y infiniment pe- 


tits; et donnons à x et y les mêmes accroissements 


\ 
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à du ; 
Ax, A y. L’accroissement de E calculé semblablement 
F4] 
PTE RES | Miroir du du NT du À de 
n mulüpliant — par — ot 
s’obtiendrait e P + PU Se 
ajoutant une quantité infiniment petite par rapport à Ax 


$ k à ; du 
et A; ilen serait de même pour l'accroissement de ns 
94 


Ay sera r'e- 


du 
dy 
présenté symboliquement par le carré de cette expression, 
dans lequel on changera les exposants de du en indices, 
plusune quantité infiniment petite par rapport aux quan- 
tités Ax”, AxAÂY, Ay°. Or nous savons que w se 
compose de termes qui ont en facteurs, les uns Ax, les 
autres Ay, et en outre d’autres facteurs qui deviennent 
nulssavec À x et A y ainsi que leurs dérivées; d’où il 
suit que l’accroissement de w sera infiniment petit par 
rapport aux mêmes quantités À x°, AxAy, Ay’.Ona 
donc la formule symbolique 


: du 
De sorte que l'accroissement de ne NE 


étant infiniment petit. par rapport aux quantités À x?, 
AxAy, Ay*. En continuant ainsi on parviendrait, sans 
difficulté, quel que füt le nombre des variables, à la for- 
mule symbolique générale 


So du * du " m 
eme 1 Le 
ne 772 ZT + Dh r) + ©, 


w étant infiniment peut par rapport au produit de m fac— 
teurs À x ou À y. 

On a donc aussi cette autre proposition générale : 

La différentielle totale de l’ordre m d’une Jonction 
d’un nombre quelconque de variables indépendantes 
dans laquelle on prend dx, dy, etc., égaux aux accrots- 


{ 
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sements infiniment petits de ces variables, ne diffère de 
la différence mi" correspondante, que d'une quantité 


infiniment petite par rapport à elle-même. 


Remarque GÉNÉRALE. — Lorsque l'on cherchera une 
équation entre les différentielles d'ordre quelconque de 
fonctions quelconques, et que, pour y parvenir, il sera 
avantageux de considérer d’abord des différences infini- 
ment petites, on pourra substituer les différentielles aux 
différences correspondantes, et négliger toute quantité 
infiniment petite par rapport à celles entre lesquelles on 
cherche la relation. Car si l’on divisait l'équation exacte 
par une des différences, élevée à une puissance convena- 
ble, et qu'on passät à la limite, les rapports des diffé 
rences seraient remplacés par ceux des diflérenuelles, ( 
l’on aurait l'équation même à laquelle on serait parvenné 
en négligeant des quantités nécessaires pour l'exactitude, 
de l'équation entre les différences, mais qui disparaissent 
de l'équation exacte entre les différentielles, considérées. 
comme des quantités infiniment petites ou finies. 


Différentielles totales des divers ordres des fonctions 


de plusieurs variables dépendantes. 


200. Si les variables x ei y, qui entrent dans la font" 


tion z, étaient elles-mêmes des fonctions de variables 
indépendantes, les différentielles totales de u changeraïent 
toutes de forme, excepté celle du premier ordre, parce 
que les facieurs dx, dy ne seraient plus constants. 
Ainsi la diflérentielle première de u auraït toujours 
pour expression 
du 


l 
une 7 UE FLE 


Mais, en diflérentiant cette expression, il s’introduirait 


| 


1 
+ 


SJ 
© 
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les termes 


et l'on formerait dx, d°y en fonction des variables indé- 
pendantes et de leurs diflérentielles d’après les formules 
précédentes. On aurait ainsi 


du d'u d'u du Mar? 
nou 249 lxdy dy + — Dr + — d 
LL rer M, 0 + a? Na DE %: 


et du jouira, par rapport à A°u, de la propriété qui a 
été démontrée indépendamment de la forme qui pourrait 
résulter de variables intermédiaires entre u etles variables 
indépendantes. 

On trouverait de même les différentielles totales des 
ordres suivants, et pour un nombre quelconque de va- 
riables, supposées dépendantes d’autres quelconques. Si 
parmi ces variables, les unes étaient dépendantes et les 
autres indépendantes, il suffirait de supposer nulles les 
différentielles de ces dernières qui passeraient le premier 
ordre. 

Cas particulier où x et y sont des fonctions linéaires. 
— Si xet y étaient des fonctions linéaires des variables 
indépendantes, dx et dy seraient constants, quelles que 
fussent les valeurs des variables; on aurait donc 


2 -0,2:d—=0, = dr—0;:..e 


ét, par conséquent, on retrouverait la formule symbo- 


lique 


l l L 
d'u -— É dx + a dy) , 


L ; dx dy à 


qui s’étendrait à un nombre quelconque de variables, 
Différentielles des divers ordres des fonctions implicites. 


201. Supposons bord la fonction implicite u dépen- 
ji 10 
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dante des variables x et y, et déterminée par une équa= 


tion unique 
F{x, mm, 4)—='05 $ 


nous aurons d’abord 
“ 


dE dE dE 
— Ar 4 Elf CESR 
dx dy du 


d'où l’on tirerait du, comme nous l'avons déjà vu. 

Différentiant encore cette équation par rapport à 
toutes les variables, et observant que du n’est pas con 
stant, il vient 


ŒE à dE Te EF ee æY ne 
métis nn f# L A 
te j l LA he ë re FA 
2 LE dr 
229 dxdu + 2 —. dydu + d'u = 0; 
dxdu dy du 


d’où l’on tirerait d?u, et ainsi de suite. On agirait de la! 


mème manière pour un nombre quelconque de variables 
indépendantes. Siune dépendait que d’une variable x, 
cette équation se réduirait à 


dE as dE 14 RS d Fig 1 
de 7 dde" ae ONE 


202. Si l’on avait deux équations, il y aurait deux va“ 
riables, fonctions de toutes les autres; et, dans ce cas 
on différentierait successivement chacune des équations 
en distinguant bien les variables dépendantes des indépen= 
dantes : on déterminerait ainsi les différentielles secondes; 
troisièmes, etc., des deux fonctions; et l’on agirait del 
mème manière dans le cas d’un nombre quelconque dé” 
quaiions. 


x 


x 
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Soient, par exemple , les deux équations 


F(x, y, m0, 
Herr, u)=—0; 


y et u sont des fonctions de la variable indépendante x. 
On aura d'abord les deux équations 
dF dr 


dF 
Rs 4 S 
: Ten let à 


df df df 
— d -— 4 A0: 
“ie Nr 57 QU w 


d'où l'on tirera dy et du. En différentiant ces deux équa- 
tions, on obuendra 


+2 à Dr 
se da? + LA _ . du+ 2 Le CE rm ” £. Re 
LME" 2 LT. du + L d7+ © A0 


d’où lon tirerait d'u et d’y, puisque dy et du sont 
connus. On obtiendrait ainsi les différentielles de tous les 
ordres de MAGIE. 
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CHAPITRE IV. 


CHANGEMENT DE VARIABLES. 


203. Cas d'une seule variable indépendante. — Nous 
considérerons d’abord les foncüons d’une seule variable 
indépendante; et l’objet que nous allons nous proposer 
est d'exprimer toutes les dérivées d’une fonctions y par L 
rapport à une variable x dont elle dépend, au moyen des» 
dérivées successives d’une autre fonction & par rapport M 
une variable {, regardée comme indépendante. { 

Toutes les quantités dépendent d’une seule variable “= 
ainsi l’on a trois équations entre x, y, u, t; ou deux 
seulement, en laissant de côté celle qui exprimera 14 
relation entre x et y. On voit qu’en vertu de ces trois 
équations, on peut considérer # comme une fonction 
de t, et ce sont les dérivées de « par rapport à £ que l'on | 
veut faire entrer dans des calculs où se trouvent les déri= | 


Es 


Lx 


vées de y par rapport à x. 

Pour cela nous allons d’abord exprimer les dérives | 
de y par rapport à x, en fonction des dérivées de x et 4 
par rapport à la même variable indépendante t dont elles 
seraient regardées comme foneüons. Ces formules seront 
les mêmes, quelle que soit la forme particulière, tantde : 
équation entre x et y, que de celle qui doit lier x etp | 
avec t. Nous montrerons ensuite comment les dérivées « 
de æet y par rapport à £ peuvent s'exprimer au moyen 
de celles que l’on veut introduire, qui sont celles de“ 
par rapport à £. Ce dernier caleul dépend des équations 
qui lient x et y avec t et u, et peut-être encore “avec 


e La 
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d’autres variables; et le nombre des équations doit tou- 
jours être tel, qu'il n’y ait qu'une seule variable indé- 
pendante, comme nous l'avons supposé. 


- 204: Pour exprimer les dérivées de y par rapport à x 
au moyen de celles de x et y par rapport à £, nous obser- 
verons que , d’après le principe des fonctions de fonctions, 


on à 
Andy dt dt I 
Dr == PA , 7 ou, pulIsque Te —— Pr 
dt 

dy 
: dy de 
dx dx 
de 


HMUE 


Passons maintenant à l'expression de De Nous difléren- 
L 


üerons pour cela les deux membres de cetie équation par 
rapport à æ; mais, afin de n'introduire dans le second 
membre que des dérivées par rapport à t, nous le diffé- 
rentierons d'abord par rapport à £, puis nous multiplie- 
dt me. LESC ES 9 
lons par => Où nous diviserons as mL Nous obtien- 
drons ainsi 
dr id dy 


dy dé dt dé dt 


; ME is ; 
De même, pour obtenir _. nous diflérenuerons le se- 
dx 


à ? de dx 
cond membre par rapport à £, puis nous diviserons par + 
at 


Et en continuant ainsi, il est elair que l’on aura l’ex- 
pression de toutes les dérivées de y par rapport à x, au 
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moyen de celles de x ety par rapport à une variable quel=" 
conque t, dont x et y seraient dépendants. 
On peut, au lieu des dérivées de x et y par rapport a (ts 
introduire leurs différentielles ; il suffira de supprimer le 
diviseur dt, et il viendra . 
y d'ydx — d xdy 
dx! “E FT TC 


Ces premières formules se rapportent au changement de 
la variable indépendante seulement. 

Si l’on suppose que la variable £ soit la fonction y 
elle-même, on aura les dérivées de y par rapport à x, 
exprimées au moyen de celles de x par rapport à y, quelle 
que soit d’ailleurs la relation entre x et y. Ces formules 


seront 
l'E 
dy ï PY dy? 
de NT 
dy (5) 


205. Considérons maintenant le cas général où l’on 
aurait entre m variables x,y,..., u,t, les m — 2 équa- 
tions 


S 9 de 66, + s 7e » ee vue es De 


sans compter l'équation qui donne y en fonction de x. Si 
l’on différentie ces m— 2 équations par rapport à £, on 


à dx dy r G d u l £ 
ourra exprimer — » -— en ionction de — ar la reso- 
P Î dt” dt dt ? P 


lution d'équations du premier degré. 

Différentiant de nouveau ces équations, on introduiram 
les dérivées secondes par rapport à £, et il y restera des 
dérivées premières que l’on pourra remplacer par leurs 
valeurs tirées des premières équations. On pourra donc 
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encore, par la résolution d'équations du premier degré, 
ee dy d'u du 
Ta? ji au MOyen de Past 

En continuant ainsi, toutes les dérivées de x et de Y 
par rapport à £ seront exprimées au moyen de celles de w 


par rapport à {; et comme nous avons donné les formules 


tirer les valeurs de 


a : AT 
générales qui expriment 5e TR) etc., au moyen de 
À | 

ul >. ly LATE L 

Er elc., TArS elce, 118 ’ensuit que l'on connai 
dy y du du : ; 

tra — ... au moyen de —;——;..., ce qui était l’ob- 
1x” dr? Ÿ FÉNPT RATE | À 


jet de la question. 
Si, au lieu d'équations finies, on avait des équations 
diflérentielles, il faudrait toujours chercher à en dé- 


Fe Are dx 4 dy dy : l du 
RSR De, 2 CIC., —+ ——), eic., au moyen de ) 
dt” dr sat. de ÿ dt 
du 
PL eic., et l'on agiralit ensuite comme dans le cas pré: : 
cédent. 


Supposons, par exemple, l'équation 
dx\2? £a 
(a+ (= 


ana: 


et proposons-nous d'exprimer T° gun? elC., au moyen de 


dl x ; RCE LE ET : 
Mon i ElC. La question se réduit ici à exprimer 
dy dy dx d'x 

.! etc., au moyen de De Mae da ELCe + 


Or on aura d'abord 


érenticra l'équation donnée, et il 


RFTCE 
Pour avoir —7 
di 


V4 à È À 4 : st ; “£ ; 4 a | 
Une nouvelle différentiation ferait connaître > et ainsi. 


FÉ Fe Eye aù © NES 
LE CESSE 
200 | AA AUS LIVRE TS, 78 4 SAR SA k 
viendra A 
+ LAS ET Se +0 
de de dt de’ LI red 
d'où " 
t dx dr dx dx 
dy 14 dt dé dt dE. 


de part 


à 


“6e 


00 


D 


de suite. 4h ‘4 
Ce cas est celui où l’on déterminera une courbe par 
une équation entre l’are et l’abscisse. . | 


206. Cas de plusieurs variables indépendantes. ns 
Considérons maintenant une fonction z de deux variables : 
indépendantes x, y. Sa forme n'est pas connue, et Pons 
ne doit pas av oir besoin d'en faire usage; mais on doit. 
toujours raisonner dans l'hypothèse qu’elle existe. 

La question que nous nous proposons est de déterminer | 
les dérivées partielles de tous les ordres, de z par rapport 
à x et y, au moyen de celles d'une autre fonction r pa É 
rapport à deux autres variables indépendantes ® et 0, en 
supposant qu'il existe trois équations entre x, Jo 71; 6, 
savoir | ; 


(1) F(x,7, z2,0,9,r)=0, Fix, 2,0; pr) #10, | « 
| Fe (507; 270, JT | 


de sorte que quatre quelconques de ces six variables peu- 
vent être regardées comme fonctions des deux autres qui 
seront entièrement arbitraires. | = #00 

Cela posé, différentions successivement r par rapport et 
à chacune des variables x er y, la seconde étant supposée 


constante; et considérons r comme dépendant de 0 et, 2 


10 
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. qui eux-mêmes dépendent de x et y. Nous aurons ainsi 


dr dr d0 dr do dr dr d0 dr do 
ee 
dx  dôdx HAL ur ‘46 dy de.dr 
Il faut maintenant éliminer de ces équations les déri- 
ar do do dr : CSA 
RE —, —!, —_, et cel diffé- 
vees FF TR PU dy dy dy (e pour cela nous Jile 
rentierons d'abord les équations (1) par rapport à x; 
d’où 


dE d0 dFde dFdr dF  dF dz 


DU duo ar dx | dr ds dx °? 
dYF,d9 dF de. à dr dF, dE, dz Late 
D dr de dx ds dx °° 


dF,«d0 dF:de dE, dr db Esde RER 
d9 dx do Aïe * dx dx es dz dx — We 


: É + d9 de tr s dz 
DORAUMSITErUNS  , —, ——, en fonction de —- : ‘et 
dre drbr'dx dx 


les reportant dans la première s' (2) nous en tire- 
dz dr 
rons immédiatement — en fonction de —» =: 
dx ie do 
Différentiant de mème les équations (1) par rapport à y 
el faisant usage de la seconde équation (2), on obtiendra 
dz “LEE Le ÉNE r ee ; Le 
= au moyen de —; —; ce qui était l’objet âue l’on s’é- 
dy * do do « à 
tait proposé. 
ar. dr 


On conclurait facilement de là A Ze au moyen de 
[4 6 


dz dz , . + = 1 
par la résolution de deux équations du premier 


dx 
degré; mais on pourrait d’ailleurs les obtenir directe- 
ment en suivant une marche inverse. 

On passera aux dérivées partielles du second ordre en 


SE ; dr dr x : 
différentiant T2 5 par rapport à x et y : on sera ramené 
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à différeutie dr dr, ir rapport à x et y Tel OR ICE 

à différentier — ; arr ta rai 
do do Ï PP JS | À 

tera comme on a traité 7, ce qui introduira les dérivées 


du second ordre de r par rapport a Oet o. 


19 d d0 d 
On aura en outre à différentier sa Me — 
dx” dx’ dy dy 


qui introduira les dérivées partielles du second ordre de 3 * 


par rapport à x et y, dont on aura ainsi les valeurs. 


Il est facile de voir que cette méthode s'applique àsun M 
nombre quelconque de variables indépendantes, et s'é-. 


tend aux dérivées de ioutes les autres. 


207. Nous examinerons, en particulier, le cas d’une® 


foncüon u de trois variables indépendantes x, y, z, qui 


doivent ètre remplacées par trois autres variables indé: ! 


24 


pendantes r, ©, 0, liées à x ,y, z par trois équations con= ! 


nues; dans ce cas , il s'agira d'exprimer toujours les dés 


rivées partielles de w par rapport à x, y, z, au moyen de 
ses dérivées parüelles par rapport à r, 9, 8. Ge problème 


renferme celui de la transformation des coordonnées dans 
des équations aux différentielles partielles où la variable { 


principale est une fonction de trois coordonnées. 
Considérons uw comme fonction de 0, 9, r, et ces ders 


nières comme fonction de x, y, 3; et diflérentions 4“ 


parüellement par rapport à x,Y, Z, nous aurons 


du du d0 du do du dr 


ÉCUE TS 
(3) Jde du d0 du de du dr 
dy  dôdy dedy dr dy 


du du d0 du do du dr 


d dôd dede 


Or, au moyen des trois équations entre æ&, y, Z; 0, gb 


CUS er Vo 


airs 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 203 


on peut déterminer les dérivées partielles 


do dû d4 dv do do dr dr dr 
: EN 


dx’ dy dz dx’ dy” dz” dx dy” dz’ 


et, parconséquent , les équations (3) donnent les valeurs 
des dérivées partielles de la fonction w par rapport à 
x,» z, au moyen de celles de la mème fonction par 


| rapport à 0, 9,7. 


| 


La résolution de ces trois équations ferait connaître 
du du du d du du du | 
40° do’ 5 au moyen qe Ft dy ra 
les trouver directement par une marche inverse de la 
précédente. 


mais on pourrait 


Eu diflérentiant les équations (3) successivement par 
rapport à æ,y, z, on exprimerait les dérivées du second 
ordre par rapport aux variables indépendantes d’un des 
systèmes, au moyen des dérivées du second ordre par 

LA x) 9 ù si 2 es 
rapport aux variables de l’autre; et l’on continuerait ainsi 
indéfiniment. 


fa: le, en différentiant <Æ par 
ins, par eXeEMmP €, en ditierentiant Bgr pat rapport 


à x, on serait ramené à former les dérivées partielles de 
du du du 


—) —; — par rapport à x, et c'est ce que l’on ferai 
MP ‘PP q SEE 
: du du du ET er 
en traitant —; —, —, comme on avait d'abord traité u, 
do de dr 


ce qui introduirait les dérivées du second ordre de u par 
rapport à 0, ©, r, tout le reste étant connu. 


208. Appliquons ce procédé à une transformation qui 
se présente souvent dans les questions de mécanique et 
de physique mathématique. 

Soient x , y, z les coordonnéés rectangles d’un point, 
et r, 0, d ses coordonnées polaires, de sorte qu'on ait 


LIVRE Il. ['OSOT EME 
$ + : FE" re 


entre ces six variables les trois équations SATA 


+ z=rcos0, y =rsinfsiny, 2 = r sin 0 00s VI 
#4 


on trouvera, ali moyen de la méthode que nous venor 15 


d'exposer, 1.00 
du du du cos0 cos$ du sin 

PE PU PE AE UNPT EC 7 dyrsn” 

Rd u Pol à à du cos0 sind du cosÿ 

= — sin0 MS Ut 

dy uiar LAPS a d0 r pa d'y rsin r sin6” 

du du du sin 0 

Or Ad Qre 
ain a d'ucos’6 smy cosÿ  d’a sin ÿ 


dxdy — dr? ADI NICE AO ER 7 dy Foi, si n?0 
d'u sin6 cosÿ sin 4 cos Ÿ " d'u. feosÿ — 1 
? d6dr r d4 dr | Li Pr 
d'u (cos*ÿ — sin*h)cos0 du sin°0 SAME cüs "20 
d'y 40 r?sin 0 dr z À 
du cos9 sinŸ cos 2 du fsin? 4 — cos’ 
DRE ENT _ | ? (2 d re se dd ( La sin’0 | 
d'u d?u d°u sin0 cos0cosb 
D L Rs sin 0 cosô cost — T6. CT 
Fe d'u (cos*0 — sin6)cosÿ  d’u sin + cos 9 “ d'u sin 
d9 dr r dy dr rsin0 dodh 
du (sin°9 — cos’0)cosÿ du sin 0 cos Me à : 
da 7° dr r 
Ti Ped't d'u sin 0 cos0 sinb 
TA ra rep sin 4 cos sind — TD GE 
Se” (cos’0 — sin’0)sing  d’u cosbcosû … 
7 d0 dr Tr dYdr  rsine 
du (sin°0— cos’6) sin$ du sin 0 cos 0 sinÿ 
do 7? LT dr ON 
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d'u d'u. d'u cos’ 0 cos’  d?u sin’+ 
= —— sin°0 cos Re Ne ne 
(Tes Pie "à #3 d'0? Fe d? r'sin°0 
d'u sin cos0 cos? Vox d'u sin cos" Ÿ 
? 40 dr r ad dr r 
du sindco:b du cos’ 0 cos’ + sin°Ÿ 
? 46 16 d'h r° tang 0 dr r 
du sin?ÿ — 2sin°0 cos? Ÿ du sin Ÿ cos 
== COS 0 | — 2 
ST F ( . r'sim8@ | 4 dy r° “r? sin?0 
d'Rerdtu., j d'u cos’Osin*4 d'u cos’ 
= 1 20 2 ÊTRE CRIER RATE LP EL ER 
PV. dr? LME ES d@? 0 d? r?sin°0 
Ra sin 9 cos 0 sin” Ÿ È d'u sinŸ cost 
F7 40r r d'hdr PE 


d'u smYcosb ‘du [cos 0 sin? + cos’ ? 
_ ne —- — EF LEA dE 2 
d0d% r’tang0 dr 


r / 


du ee — 25sin°8 Pr) du sinŸ cost 
RE — cos 0 | "À D — —— —) 

do r? sin 0 db r'sim°0 
d'u 44° u Aa d?u sin? 0 d'u sinOcosO du sin’0 
de Pers 2 46. Tr? d 0 dr r SEAL 

| du sin 0 coso 
HE re 
“ts © e-—— 
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CHAPITRE V. 


APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL 
DIFFÉRENTIEL. j 


209. Détermination des valeurs particulières des fonc-. 
è , : 0 
tions qui se présentent sous les formes =? & ? © X 0 


1® , © °,0°.— Lorsqu'une fonction est le quotïentdedeux * 
autres fonctions de x, et qu’une valeur particulière de # 
rend ces deux dernières nulles ou infinies, la valeur de 


. LA ; 0 ee) 
la première se présente sous la forme s Où go Et dans ce 


cas, on peut se proposer de déterminer la valeur vers la= 
quelle converge la fraction donnée, lorsque x tend vers. 
cette valeur particulière; c’est cette valeur limite que l’on 
désigne souvent sous le nom de vraie valeur de la frac- 


. . , . 2 . ’ O 
ton qui se présente sous la forme indéterminée — ou un 
Oo 


Cherchons d’abord la limite de F2 lorsque x tend ! 


J (2) 


vers une valeur x, telle que l’on ait 
F(4)= 0, Jia) 20: 


Soit } une quantité tendant vers zéro, on aura, d’après 
le n° 45, 


Firm +) F(rx+04) 
Fax, + Ah) TU (To + 0h)" 
donc | 
AE") He A NE 
CT pa = lim. (x)? 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 207 
lorsque x tend vers x,; et, par conséquent, si F’(x;) 
et f! {æx6)nesont pas nuls ni infinis, la limite cherchée 
era Pa 
S ——— °. 
J'() 
Si l’on avait encore 


P\x)=0; f(x) — 0, 


F’ (x) 
f'\x) 
ainsi de suite 

Si donc toutes les dérivées jusqu’à l’ordre 7 exclusive- 
ment deviennent nulles pour x = x,, la limite cherchée 


n 1/4 
. A TL 
serait la même que celle de 1 et 


la limite de 


F° (x) = j n x 
sera celle der); étisiE" (x;) et f? (x;) ne sont ni 
nulles ni infinies, on aura, pour valeur de cette limite, 

F°(x,) 
Fa (x) 


Si Pune de ces dernières dérivées est encore nulle, la li- 
mite sera o si c'est F” (x,) qui est nulle, et la fonction 
croitra sans limite si c’est f” (x). 

210. Supposons maintenant 


Hit), MOTS 007. 


d’où 
: 1 à 1 
Oo; 
F LEA FX) 1 
on auræidentiquement - 
SEX PSE f'(x +04) 
F(x ps h) 7 PUR + h) _ f(x, +0k) 
PAR AT 0 1 : F'{r, +0) 
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d'où . en représentant ERA pa © (A) \ 
è P ù f(x, + k) Par : 
/ 2 1 
F (x + 9h) __#(04) — + (84) PU 
F'{m +908) : p(4) (A) 


Or, si À fa ouo(h),a une limite finie, o (8h) aura Wa 


KR LS o(0 ps > 

même limite, et n tendra vers l'unité; on aura 

FA | 
donc 

. F nc) , F’ (x) 

lim. = Nm.-——. 

f(x) f(x) 
F (x) 


Si, au contraire, l'expression 


Fa tend vers o ou æ; 
elle finira, en général, par varier constamment dansdè 
mème sens, à mesure que x tendra vers x,; et le facteur 
(0) 
? (4) 


second , plus grand que l’unité. Donc 

ie t par $ d 

Fa)" et par conséquent, dans 
F (x) 


tous les cas, la recherche de la vraie valeur de —— sert 


J (x) 


sera, dans le premier cas, plus petit, et, dansde 


F(x) 
J'(x) 


devientnulou 


infini en même temps que 


F’(0 
F@ 
Si donc F’ (xs) et f' (2x9) ne sont ni nuls ni infinis a 
limite cherchée sera 


mène à celle de 


o L] 


Si les dérivées de F (x), f(x) devenaient infinies jus 
qu’à un certain ordre, on agirait comme dans le cas pré 
cédent. Mais si elles deviennent toutes infinies, cette mé 
thode ne sera plus applicable; et ce qu'il y a souvent«de 
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mieux à faire dans ce cas, c’est de remplacer x par x, + 
et d'effectuer les réductions. 
Airisi soit, par exemple, la fraction 


LCR 
VT— 
I SRRPREALE ? 
Vz! — 2 

ses deux termes deviennent nuls pour x =x,, et toutes les 


dérivées deviennent infinies. Mais si l’on pose x=+,+/, 
elle devient 


VA k * 
D, ou — =; 
Vh(oz + k) h‘ (2x + h)* 
: NÉ: hTT 
supprimant le facteur commun hf, il reste ———, 
(2x,+ h)° 


dont la limite est zéro quand h tend vers zéro. 

211. La valeur x, étant arbitraire peut être supposée 
aussi grande que l’on voudra, et, par conséquent, les 
régles précédentes s'appliquent au cas où l’on a x, = 
Mais la démonstration directe ne pourrait plus se faire de 
la même manière dans ce cas, et il est bon de l’examiner 
à part. 


e* I 
Si lon pose x Ai on aura 


y tendant vers zéro, il n’y aura aucune difliculté, et Pon 
aura, par la démonstration précédente, 


F (:) r ( = p' (: 
Y WALTER ss 
{ 


_hm. = lim. 


‘SIG ESC 


lim. 


quel que soit x, 


200 d LIVRE Ii. Ne à he 
On aura done aussi M 
F6) un FO) 
Ho, ——° = lim 
f(x) F@) 


x croissant indéfiniment. 
9192. Considérons maintenant le produit 
(MÉDPAE ES: 


F(m)=, fim)=0; 


nous aurons identiquement 


ei supposons 


Pl) f{e) = 72), 
F(x) 
ce qui ramène au premier Cas ; eb 1 ke on trouve alors 2 
z) fl PE), ” DE 


lim.F{x) f(x) —=— Le 
Si #4 seconde expression rentre dans un a cas exa 
on la traitera par les procédés déjà indiqués. 


213. On peut encore donner une autre règle pour tre 
ver la limite de la fraction 
F (x) 
CR me 
PA 
dans laquelle on suppose x infini. à 
En effet, À étant une quantité finie quelconque, | 


F(x+h)F (x) F (x) 
% 


2 F' (2 900 4) | 
è 1508 


faisant croître x indéfiniment, le second nn 


vers F’(æ), qui est la limite de la fr action 2) 
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une des règles précédentes. Donc 


2. FAR FREE Et Rom 


x h 


2 


et si, pour plus de simplicité, on faith —r, 


ur L 
lim. a = lim. [F(x+i1)—F(x)] 
Ce thoérème a été démontré d’une autre manière par 


M: Cauchy, dans son Cours d’ Analyse algébrique. 


214. Considérons maintenant une expression de la 

forme 
F (x)f(s); 

son logarithme est 
f{x)log F (x, 
et rentre dans une expression que nous avons examinée. 
S1 donc on peut déterminer par les règles précédentes la 
Yraie valeur de ce logarithme, dans le cas singulier où les 
fonctions log F (x) et f(x) seraient l’une infinie et l’autre 
nulle, on en conclura immédiatement celle de expression 
proposée. 

Examinons en particulier l'expression 

{ 


F(x}°, 
dans le cas de x — « , et supposant F (æ) — «. Le lo- 
garithme de cette expression est 
log F (x) 
TE ISA 
F” (x) 
F (x) 


et sa limite est celle de » que l’on peut traiter par les 
règles précédentes. 


log F 


Mais si l’on applique à à 2! Ja règle particulière 


du n° 212, on trouvera que sa limite est la même que 
19. 


$ < 


_ 


et 


“c& 
SA 


(La ET S'OENEONRES 


Ge AR OPEN LE EEE 2 et 
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| | es 
i ru \ “te LP Y 
celle de | | Fa ka 


log F(x +1)—logF(x), ou log 


Donc la limite de F(x}° est la même que celle 
F (x +1) 
Fr) | 
été démontrée par M. Cauchy. | «C8 
Si l’on a F(æ)— 0, on posera: HUE 


ENT 
quand x devient infini. Cette règle avait encore 


I 1 
Fr == bd ot AE TlaIES 
Ru Eu (x 


Mais 9 (æ)—, donc 


Ï 
8. 


him, (x) 


marqués : , 


LA 


— = @ pour z = "sillon a 20 re 00 
TL 


log x 
—— —=opourz—@, 
va 
ælogx — 0 pour r=0; 
I 
LEE D POUR LEADER 
I 
TX = s x | 
X 1 pour T—D;, 
L 


(Aam+ Bart +... HU) =1 pourz =,” 
RFESU POULE 
I 


(cosx) — 1 pOur CSSS 


| 


(+ zx) pour 


L LA 


Fo n 
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Série de Taylor pour les fonctions d'une seule 
À variable. 


216. La série que nous allons faire connaitre a pour 
objet de développer une fonction quelconque de la somme 
æ=+h suivant les puissances entières et positives de l’une 
des parties, par exemple de h; elle a été découverte par 
Paylor, et a conservé le nom de son inventeur. Maclaurin 
en à déduit une autre qui donne le développement d'une 
fonction suivant les puissances de la variable, et qui à 
été employée avant lui par Suirling. Il suflit, en eflet, de 
faire x= o dans la première pour obtenir le développe- 
ment d'une fonction de la variable } suivant les puis- 
sances de 2. Cette série de Maclaurin n'est donc qu'un 
cas particulier de celle de Taylor, et c’est pour cela qu'on 
la désigne ordinairement sous le même nom. 

Soit F (x+Ah) la fonction qu'il s’agit de développer 
suivant les puissances entières et positives de A. 

Commençons par écrire un nombre quelconque 7 des 
termes déduits suivant la mème loi que si la fonction 
était entière et rationnelle, et désignons par f (h) la 
fonction de x et de 2, qui, ajoutée à ces termes, repro- 
duit F (x + A) : nous aurons 


h? 
F (x+hA)=F(x)+AF' (x) + — Kader. is 
| hi pue, : 
Msn + yul 


Les dérivées des deux membres par rapport à A étant 
nécessairement identiques, on reconnait sans peine que 
J (a) et ses (2—1) premières dérivées deviennent nulles 
pour k — 0, et que 


HN ANUS EEE ET 


4 n \ lé r 4 L 
Donc, d'après une formule démontrée précédemment, on 


LIVRE 11. 


Li 


rh — F' 
#(3) RS M Se ok 
et, par suite, 


F(z+4)=F(a)+AF' (x) + (x) He 0 
#- - DL 


(a) 


. h—\ PAL PL 
L'ANPE APENERT EAIES NEe PR EE 0 } y = 
BAS TETE CU) (F) ROSES 12 


té 


Cetie formule donne la solution de la question, et montres 
dans quel cas elle est possible. En effet, si l'expression 
h" 4 : 58 ’ 


A 0h Ç 
LD ET (air ) TETE 


à UE { 14 
tend vers zéro à mesure que 2 augmente, F(x+/) est 
la limite de la série 

/Le - 

F{x\+AF" EM TN eu z FRS 
Gear ee ÈS pe (a) Ne, 

et l’on peut poser la formule suivante, qui est. celle de 


Taylor : + 


PR 
F(x+hk)=F(x)+AF( A }ERPERES Fa) +. 
(2), 


ht ?+. 
Pa 


LS F*(x) +. 


1.2 


Mais il faut bien faire attention que, d’après la formule sur 
laquelle est fondée cette série, elle ne peut être substiti 
à F(x+h) que lorsque F (x ) et toutes ses SERRES 8 


n 


continues entre x et x + h, et qu 


- 


tend vers zéro quand n croît indéfiniment. 
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entières et positives d'une même variable, et dont les 
sommes sont égales , quelle que soit la valeur de cette va- 
riable, sont les mêmes, terme pour terme. 


24. Il est facile de reconnaître que le terme 


VAL 


D ne 72 


F'{x+0h), 


qui donne la valeur exacte du reste de la série, après les 
premiers termes, tend vers zéro toutes lés fois que 
F# (x) reste fini, lorsque 7 augmente indéfiniment : et 


h" 


pour ceia il suffit de faire voir HUE en tend vers 
; LYS Cr NS d': 


zéro quel que soit 2. En effet, quand 7 aura dépassé la 
Valeur de h, et qu’on l’augmentera indéfiniment, lexpres- 


Ve L' 0 C7 L . 
sion sera multipliée par les fractions ; 
17 ñn : 7 +1 
hi D : VER 
>.) qui diminuent de plus en plus. Mais quand 
no 


mème elles resteraient égales à la première, qui est plus 
petite que l'unité, on sait que le produit aurait pour li- 
An 


muite zéro. Donc il en est de mème de = quand /L 
Lo 7 


eroîtra indéfiniment; et la série de Taylor peut être em- 
ployée lorsque F (x) et toutes ses dérivées sont continues 
et finies entre x et x + h. 

Limites de l'erreur. — La formule (1) a l'avantage 
de donner des limites de l'erreur commise en s’arré- 
tant à un terme quelconque de la série de Taylor. En, 
effet, si l'on prend les z premiers termes, la quantité 
exacte quil faudrait y ajouter pour obtenir F(x+2) est 

x 
| Bi E"(x+60h). Si donc on désigne par A et B la 
plus petite et la plus grande valeur que prend F"{(x) 
quand æ passe par toutes les valeurs, de x à x4+ 4, ler 
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reur commise en prenant les r premiers termes de la série 
le" B " 


A : , 
sera plus grande que RS plus petite que TT 


918. La formule 


É Je 
F (æ+h) =F(x) + F’ (x) + : 


A" 
sw LT EFr(x+0h) 
17,2 20400 


n’exige aucune condition relative aux dérivées d'un! 
ordre supérieur au n°"°, Ces dernières pourraient être 
discontinues dans l’intervalle de x à x+h, sans que la 
formule cessat d'être exacte. Ainsi ce développement peut 
être exact quand on l’arrèête à un certain terme, et deveM| 
nir inexact si l'on voulait le pousser au delà. 

Supposons, par exemple, que l’on ait 


PET 


F(z)=f(x)+(x—2) y), 


rm étant un nombre entier positif, et ; compris entre O 

et 1. Si l'on considère pour x la valeur particulière #4; 

les dérivées seront finies jusqu'à EF" {x,) inclusivement; 

en supposant que celles de f(x) et @(x) le soient ; 

mais au delà elles deviendront infinies. Le développe 

ment ne devra donc être poussé que jusqu'au terme 
pr = 


AE 1 Nana À 


FT (x) tout au plus; et 1l pourra être 


complété au moyen d'un terme renfermant la dérivée 
suivante. 


219. Développement de F (x).— Si, dans la for= 


mule (1), on faitx—o, et qu'on remplace ensuite la 
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. lettre À par la lettre x, on obtient 


| F(æ)=F(o)+xF'(o)- F'(o)+ 
(3) à | : 
x"! n [14 ! 6 
D PES Te ve 


On peut ainsi développer une fonction de x suivant les 
puissances de x, pourvu que cette fonction et ses dérivées 
‘jusqu'à l'ordre z soient continues entre o et x.Si, à mesure 


sl: 4 
que augmente indéfiniment, l'expression ———— E" (0x) 
RME TC 


#] 


tend vers zéro, la fonction F (x) pourra être exprimée 
par la formule 

(4) P{z)=F(0)+2F"(0)+-— F’(0)+...; 
c'est-à-dire que la limite de la somme des termes du se- 
cond membre est EF (x}. Cette dernière formule est celle 
de Maclaurin. 

Si on l'avait obtenue avant celle de Taylor, on en 
déduirait celle-ci en considérant F(x+ A) comme une 
fonction de X et la développant par la formule de Ma- 
claurin. 

Formule plus générale. — On peut encore déve- 
lopper F (x) d’après la formule de Taylor, en rempla- 
ant X par Xo+ (x — 29); on trouve ainsi 

, Grec 
DER) + re — 20) Fa) + Em) +... 
et lon peut toujours choisir x, de telle sorte que F (x), 
FE” (20), ete., ne soient pas infinies. Maïs cela ne suflira 
pas, et il faudra toujours s’assurer que le reste de la série, 

dont nous connaissons l’expression, a pour limite o. 
Autre formule. — Enfin la série de Taylor a conduit : 
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Bernoulli à une autre forme de développement peu em= 


ployée. Si l’on y suppose h = — x, elle devient 

M, f À x° 1/4 x° //1 { 
F(o)=F(x)—xF (CEJRESR (x )— NS (x)+..., 
d’où 
(5)F(x)=F(o)+x (re) A" (2) 3 F’(2)— 4 


Les coeflicients des différenies puissances de x sont 
eux-mêmes des fonctions de x; de sorte que Pon ne 
trouve pas dans ce développement le principal avantages 
que l’on cherche, qui est de remplacer la fonction parun 
polynôme entier et rationnel. On s’assurerait de son 
exactitude ,; comme dans les formules précédentes. | 


220. Il faut bien se garder de croire que les séries des 


Taylor et de Maciaurin puissent être employées toutes 
les fois qu’elles sont convergentes; car elles pourraient | 


converger vers d'autres limites que les fonctions qu’elles 
devraient représenter. 


f 


— ——— 


Ainsi, par exemple, la fonction e * devient nulle; 


ainsi que toutes ses dérivées, pour x = 0, et cependant 


elle n’est pas identiquement nulle. Il suit de là que si 
EF (x) est une fonction développable par la série de Ma- 


Li 


claurin, F (x) +e aa développée par la mème formule, 
donnera lieu à une série convergente, mais qui représen* 
tera F (x) , EL sera, par conséquent, inexacie. 

L’exactitude du développement ne peut jamais être 
établie que par la considération de l’expression qui en 
complète la valeur après un nombre quelconque de 
termes. 


221. Autre forme pour le reste. — West quelquefois 


eh il: cd das << TT 
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utile de donner au reste de Ja série de Taylor une autre 
forme que nous allons faire connaitre. 
| Considérons d'abord le développement de F (x); nous 
pouvons-poser, en remplaçant x par z + (x — 2), 


(TL 3 ; // 
RÉ 27 + Cr (2): 
\ (x pe -) GR (x Ca z)" ; | 
a _ KH'n—li LOT De AU Fr Q AU de 
[ CONTE Apres Éte tnt 


j 
L Lé . L] 
Si Von représente le dernier terme par f(z), et quon 
| différentie les deux membres de l’équation par rapport 
à z, on obtient, toute réduction faite, 


: Cette équation détermine la dérivée [Fe (z) de ja fonction 


| (x — 2} 4 / 
| AE) Fou | SENS [z+ 0(x —z)], 


et donne 


1.2...(72 —1) k 


 Oron peut exprimer f (z) n moyen de f' (z) par la for- 
mule 


flz)=f(r)+iz—zx)f'{x+0(z—x)], 


et lon peut observer que f(x) — 0, puisqu’en faisant 
32 r dans la fonction représentée par f(z), on trouve 


ss 


identiquement zéro. La dernière équation donne donc 


TT — 2)" 


f(z) = 


24 
| 1.2...(7 —1) 


(8) Er fx + 0 (z — x)], 


et l’on a ainsi une nouvelle expression du reste de la série 
qui donne le développement de F (x) 
Si l’on suppose z = 0, on a le développement de Ma- 


rw 
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claurin, sous la forme suivante, en faisant 1 —0, = 0: 4 


| F(x) = F(o) + zxK"(0o) + F’(0) +2. 


| x"! x" (1 iT 0 Ver ? 
Mure jé ER NUS A A ER F 
| RCE. (D) 2 


ÿ étant compris entre oO et 1. 
Dans le développement semblable donné précédem- 
ment , le reste est exprimé par 


x" 


—— E" (0. 
2 PEUR | E) 


0 désignant une fraction différente. La nouvelle formes 
donnée à ce reste est quelquefois plus propre à manifester” 
la convergence de la série vers F (2m 


Si dans la formule (6) on suppose F (x) = f (h# + x}! 
on aura 


SU + &) =S (0) + 2 (6) + EE FR + 


are EE bn p}"—1 * 
= ———— n—1 } VENT UT Pa l E 1 
ARR SEE ETC ARR nus | 


ou, en changeant les lettres L et x l’une dans l’autre, 


c’est la série de Taylor, le reste étant présenté sous une 
nouvelle forme. 
Appliquons les formules précédentes à quelques exem-. 


ples, | 
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299, APPLICATIONS. — 1°. Soit F (x) — &*, on aura 
alain, (x) — alla 
D nn, F(0)—=la. ., F(o)—l'a 


et, par suite, 


L | Due la za"? la a" la 
a—=1i+zxla Li EAN AR ART LOUE ER 


a" l'a x 


Le reste tendant vers zéro, à mesure que 72 
I 


«rt 
augmente, la série indéfinie a pour somme 4”. 
Soient 


LOS 

D cz)", Fix) — Li. sus + x) 
d'où résulte 

On F'(o)——1,.…, F'(o)}—E1.2.:.(2— 1), 
et, par D ent, 


re T° Fe 


ita)=z + rt (0e) 


La série serait composée de termes indéfiniment croissants 
si l’on supposait x => 1, parce que la limite du rapport 
d’un terme au précédent est x, lorsque leurs exposants 
augmentent indéfiniment (vorr à la fin la Note sur les sé- 
ries). Il suffit donc de s'assurer si le reste tend vers zéro 
quand on a x 1, et pour cela il faut distinguer deux 


cas. Si x est positif, on a 
I 


TL . 

0 1 ST 1; et par 
conséquent le reste tend vers zéro, et la série converge 
vers l(1+ x). 

Si æ est négatif et qu'on le représente par — z, le reste 


z" 


D (Ne se résente Jas sous unë forme ropre : 
n(1— 62)" P Î propre à 
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faire reconnaitre s'il tend vers zéro, parce que l’on n'a: 
percoit pas lequel est le plus grand des deux termes dela 


; z he 
fraction ——— Maïs si l’on prend la seconde forme que 


ms Z 


nous avons indiquée pour le reste, On trouvera pour le 


a" (1 — 0)" ; k à | 
cas actuel =, ou, abstraction faite du signe, 
(1 +Ox} 
z — Es ET 3 
L100) 1— 02 
z — 03 


Or la fraction - 


est moindre que l'unité si z 1; 


donc le reste tend vers zéro, et la série représente 1 (1=æ): 
Cette série peut donc être employée pour toutes les wa: 
leurs de x comprises entre +1 et —1. 

On peut obtenir des séries plus convergentes que 
la précédente et plus applicables au calcul des loga- 
rithmes. LL 

Si dans la formule < 


x° T° 
li + x) = x — — + — se.) 
2. 9 


on change x en — x, on obtient 


Posant 
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il vient 


= io +10 


I I Ï 
"+ — ne 
Eee RON PEER 1} | 
Cette série très-convergente donne la différence des lo- 
garithmes de deux nombres entiers consécutifs, et fait 
connaître, par conséquent, les logarithmes de tous les 
nombres entiers depuis l'unité. 

Connaissant les logarithmes dans la basee, on les ob- 
tiendrait dans toute autre base , en les divisant par le lo- 
garithme de la nouvelle base pris dans la base e. 

Nous ferons connaître plus tard des procédés plus « com - 
modes pour la construction des Tables de logarithmes. 

3°. Soit maintenant 

HR ORREUE ES rm à 
on aura 
Dem (rt xt, 
Etfx)=mim—i).. (m—n+i1)(i+ x), 


et, par suite, 


m(m—i1). 
(+ x} = 1 + mx + FU de. ÿ. 


m(m—i).. (m2 + 1) ; 
See ER RE (I + Gr 


LEZ 072 


Pour que la série indéfinie représente (1 + x)", il est d’a- 
bord nécessaire qu’elle soit CHER Or le rapport du 
—— P a 

P 
vers — x à mesure que p augmente; donc la série n’est 
pas convergente s1 x est en dehors des limites + 1 et —r. 
: Il suflit donc de reconnaître si le reste tend vers zéro pour 


terme de rang p au précédent est ! x, et tend 


toutes les valeurs de x comprises entre ces limites. 
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Ce reste peut se décomposer dans les deux facteurs 


m(m—1)...(m—n+#i1)., 
© ——— ——— ———————— 


| Dr)"-r, 
TDR EST “ Gb 2) 


Le premier tend vers zéro, parce que si 72 augmente 


L] 0 , . . . y 77 JL . s 
d'une unité, il se trouve multiplié par : x qui s'ap- 
|  n+i 
proche de plus en plus de — x dont la valeur absolue est 


(1+ 0x)" 
CEE 
si l’on suppose d’abord x positif, il tend aussi vers zéro, 
à moins que Ÿ ne s'approche indéfiniment de zéro, maïs 


. 9 0 , Li 
moindre que l'unité; et quant au second facteur 


dans tous les cas ce facteur reste plus petit que l'unité, 
Ets par conséquent, le reste de la série tend vers zéro: 
Donc elle représente (1 + x)" pour toutes les valeurs 
de x comprises entre o et +1. 

Mais si x est négatif, rien ne prouve que le second fa 
teur ne croitra pas indéfiniment avec 2, et cela arrivera 
même certainement, à moins que 0 ne tende vers zéros 
car l'expression (1+ 0x)" tendrait vers zéro si la frac- 
tion 1+ 0x ne s’approchait pas indéfiniment de l’unité. 
Il faut alors avoir recours à la seconde forme du reste, 
qui est 


mim—i)...(m—n+i)at(i—0! 
1.2,..(2—1) 


(1 + 0æ)", 


mm—i)...(m—n+i)x 


Le factenr tend encore vers 


1 D 2 es: 7151 
zéro; l’autre facteur devient , en remplaçant x par, 


1.— 0 75 
— Oz}n—t +4 k 
& 3) (5) 


1 — 0 : 1 —— OA‘ 
Oron a 1er À —_—— 
LS <U1, puisque z<[1 : donc + 


tendra vers zéro, à moins que Ü ne tende vers zéro5“et 
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dans ce cas mème celte expression est toujours moindre 
que l'unité. Donc le reste de la série tend vers zéro, et, 
par conséquent, celle-ci peut être employée pour toutes 
les valeurs de x comprises entre +1 et—7, 

4°. En prenant successivement 


De) --sinr, ,Fif)=çcosz, 


on est conduit aux séries suivantes qui sont exactes, quel 
que soit x : 


; | 8 Pi F2 # 

D  — — — : seu, 
Mn 2:3 45" 1:2.3:4.8.,0 7 
La 3 5H 

COSX Z 1 — - 


É.2 JS GA TER 1.2.3 4.5.6 as 


Elles supposent le rayon égal à l’unité, c’est-à-dire que x 
désigne le rapport de l'arc au rayon du cercle; et sinx, 
cosx désignent les rapports des lignes auxquelles elles 
correspondent, à ce même rayon : dans le cas où il se-- 
rait désigné par R, on remplaceraït dans les seconds 


#5 fi , L2 
membres x par + R étant le rayon ; et dans les premiers 


sinx et COS X par Re — Quelque grand que soit x, 
les termes finissent par aller constamment en diminuant, 
et comme ils sont alternativement positifs et négatifs, 
lerreur commise en arrêtant la série à un terme quel- 
couque est moindre que le suivant. 

5°, Considérons maintenant des fonctions de x + k, 


et soit d’abord F (x) — x”; on trouvera, quel que soit m, 


REX l NM in m—| } ENTRER 1) .M—2 },2 
We — L° + Inx D + —— x ds 
Er 
5 SU TRE A ESS 7 DRE” ), 
LT SR TE La n+ I An! 
UE AND NT ee à 
DOS NT 1 13 1) 
RARE, (x + 0% n=n, 


PR 7e 


20 
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#41 mn — iita 
Le rapport du terme de rang p au précédent est AT 


k er 4 
et tend vers — — quand p augmente indéfiniment; la sé= 
EF | 


rie ne sera donc convergente que si l’on a À < x, abstrac= 
tion faite des signes. Quant au reste, on reconnaîtra;s 
comme dans le cas de (1 + x)", que si est compris 
entre + x et— x, il tend vers zéro; et la série repré" 4 
sente par conséquent {x + h)". 
6°. Soit encore 

F(r}i=toee, 

d'où 


Fr” és de log € 


19 Enr) = OA 


TL 


on trouvera 


k h° a 
o h)=— los 4 Pr (ECS MAMT ES ES 
log (+ 4) OBrrte las € É 2 x? Se n (x + | 


La convergence de la série exige encore À x; dans cé 
cas, on reconnaîtra, comme dans le cas de log (1 + x}, 
que le reste tend vers zéro, à mesure que 7: augmente , et. 
que, par conséquent, log (x + ) peut se développer 
par la formule de Taylor, lorsque XL est compris entre 
+ x et — x. | 
On déduirait le développement de log (x + h) de celui 
de log (1 + x), en observant que | 
; /, 
log (x + À) — log:x = log (+ :) ; 
DA 
et de même on aurait déduit le développement de (x-#4}" 
de celui de (1 + x)", en observant que 


} m 
(c+A} = 2 (+ =) ; 
L 


On développerait aussi a°*”, en remarquant que 


RTE A (ah — 1), 
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et il resterait à développer a” par la formule donnée ci- 
dessus. 

293. Extension de la formule de Taylor aux fonctions 
de plusieurs variables. — Proposons-nous maintenant de 
développer F (x + », y +) suivant les puissances de 
ketk, F(x, y) étant une fonction donnée. Pour cela 
nous considérerons d'abord la fonction F (x+At, y+kt), 
et nous la développerons suivant les puissances de £ par la 
formule de Maclaurin : il sufira ensuite de faire t—1 pour 
avoir le développement cherché. Or, pour avoir les coefli- 
cients des différentes puissances de £, il faut prendre les 
dérivées successives de F (x+ ht, y+kt) par rapport à r, 
puis y faire £— 0. On irouvera par la règle des fonctions 
composées de fonctions linéaires, en entendant que dans 
toutes les dérivées partielles de F (x, y) on remplace x 
et y par r+ht, y + At, 

EU. CdE dE 


pr pad sa t/ —+- dy 4 s 
LE d'F a?EF d?F 
RAT hp: ? A es 
dt? dx? Tr dy de x d fs 
dE dE dE d'F 
EE SCT Jo 4% n—1 Z A 
a Re UE lee da RNB LEE dy k. 


Si l’on fait 1 — o dans toutes ces dérivées partielles, elles 

deviennent celles de la fonction même F (x, y). On aura 
donc 

[dF IF 

F @x +ht, y ÆA)=T(x,7)+ (4 LA se 

ve: dy 


e° d'E drEF 
D (Tr : }n 
Ma C2) dx dy" z+0ht, > +0kt, 
æ et ÿ étant remplacés par x + 0ht et y + 0ke dans le 
coefficient de t". Faisant maintenant { — 1, on aura le 
développement cherché : 


k} +... 
/ 


pe 
ps Pr MAig 2 < 
2. x CASA 


Far. (a) 


dE, @F es ne AMF jm } 
LS MERE A me + + . ace CEE à à lslne—3) ï 
D . Éi-S DRM AR ns J: 
 LUSRT RES ; Ke dy? 1,2 de" dy?1.…..(n-3) EPS 

5e - | at AE AU | 

< ÈË ss dr RP AE EE à mr" 
E : | | Eee. 

Fe : | | ; A Hate x+06h 
Re” LE | _r+08k 
ES üu, en employant la notation des différentielles totales, et représentant k, k par dx, dy etF(x,7) 

ë | par F, | 

nt 41e AT 4 dMF(x +0 dx,y +0 dy) 
ie EE + dy) = tasse un M cn 0 RE. ; 
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pourvu que toutes les dérivées partielles, jusqu'à l'ordre 
inclusivement, soient continues entre x + het y +. 

On aurait une formule analogue si au lieudeF (x, y)on 
avait une fonction d’un nombre quelconque de variables. 

Pour que cette série, poussée indéfiniment, représente 
F{x+h,y+k), il faut que l'ensemble des termes qui 
expriment le reste tende vers zéro; et l’on pourra s’en 
| assurer en prenant la valeur de 8 qui rendrait ce reste le 
plus grand possible, et cherchant si cette valeur maximum 
tend vers zéro lorsque 7 croît indéfiniment, Quand il 
arrivera que chaque terme du reste tende vers zéro, quel- 
que valeur qu'ait 9 entre o et 1, il sera prouvé que Île 
reste lui-même diminue indéfiniment; et la fonction 
F{(x+A, y + k) sera développable en série suivant les 
puissances entières et positives de À ct k. 

Si dans la formule précédente on fait x —0,y—0, 
on a le développement de F (4, k); et si l’on change L et# 
en x et.y, on obtient 


LF\ 2F\ x? n TT ja 
2),F(r,7) =K(o,0)-(T.) Lee (SE x d'Fnir 
dx 0 dx 


+(—) e FA RW ec 
dy Fe ile. RE à 


A 2 0 Li 
HAE 
\ tt ù I À 


Ss EE | 


D ET ee dit Ka, 


lg, ér. 
Dans toutes les dérivées paruelles de F {x, y) on doit 

remplacer x et y par o, excepté dans les termes du reste, 
où ils doivent être remplacés par 8x, 0y. Si ce reste tend 
vers zéro quand 2 augmente, F (x, y) peut se développer 
en série indéfinie suivant les puissances de x et y. On a 
ainsi la formule de Maclaurin étendue aux fonctions de 
deux variables ; et on l’étendrait semblablement aux fonc- 
tions d’un nombre quelconque de variables. 

FLE Les deux formules (x) et (2) peuvent être écrites comme 
il suit, &,,,...,4, tendant vers zéro avec et k : 


Ent 
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‘ 


dy" 


dE 


112%: (r—1) 


dr"! J01:2...(R—:) 


. 
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Des maxima et minima des fonctions d’une seule 
variable. 


294. On dit qu'une fonction F (x) prend une valeur 
maximum pour la valeur x, de x, lorsque x croissant ou 
décroissant à partir de x, dans un intervalle déterminé, 
quelque petit qu'il soit, la fonction F (x) est toujours 
moindre que F (x, ). La valeur de la fonction est minimum 
lorsque, dans les mêmes circonstances, F (x) est toujours 
plus grand que F (x). 

Il résulte de là que, pour que x, donne un maximum 
ou un minimum pour F (x), il est nécessaire et suflisant 
que F (xo + ) — F (xs) soit constamment négatif ou 
constamment positif, quel que soit le signe de 2, pourvu 
que sa valeur soit suflisamment petite. Il n’y a de règles 
générales, pour s’en assurer, que quand F’(x) est con- 
tinu dans le voisinage de x, , et c’est le seul cas que nous 
examinerons. 

On aura alors 


Fit +A)—F(x) =AF {x +02). 


Lorsque À tend vers zéro, F’(x,+0h) tend vers F/(x); et 
si cette dernière valeur n’était pas nulle, le second membre 
changerait de signe avec 2: la différence l'(x5+h)—F(x) 
ne serait donc pas de signe constant, quel que fût le signe 
de’, et par conséquent F (x) ne serait ni maximum ni mi- 
nimum, pour x — X,. Une condition commune au maxi- 
mum et au minimum est donc F’(x,)= 0, et c’est seule- 
ment parmi les racines réelles de l'équation F’{x) = 0 
qu'il faut chercher les valeurs de x propres à rendre F{x) 
maximum ou minimum. La valeur x, étant ainsi choisie, 
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on aura 


F(x, +A)—EF{(x) = Le F"(r, +0). 

La limite de F”(x,+0h) est F/ (xs) lorsque À tend vers 
zéro; et si F” (xs) n’est pas nul, il est évident que pour 
toutes les valeurs de À positives ou négatives, comprises 
dans des limites suflisamment petites, le second membre 
et, par suite, la différence F(x;+h)—F(x,) conservent 
toujours lemêmesigne.La valeur F (x, )est donc maximum 
ouminimum. Elle est maximum lorsque l’on a F/{x,) <o, 
et minimum si F’{(x,) > 0. Mais si par hasard on à 
EF” (x) — 0, on ne peut plus rien conclure, et il faut 
mettrela différence sous une autre forme. On pourra éerire 
dans ce cas 


2 


12 


ss 


F(n+h)=E(n)— 


5 (ar +04), 


et comme * change de signe avec À, on voit que si F”(x4) 
n'est pas nul , la différence changerait de signe avec L; il 
n’y aurait donc ni maximum ni minimum. 

Mais si F”{(x;)—=0o,ona 


A: 


ee RS FX ô ; 
ES EM (TS 


et il est clair que si l'on a F'"{x,) 0, la différence est 
constamment négative, et F(x,) sera maximum; tandis 
que si lon a F'"(x;) > 0, elle sera constamment posi= 
tive, et F (x,) sera minimum. 

Les mêmes raisonnements étant continués jusqu'à ce 
que lon obtienne une dérivée qui ne devienne pas nulle 
pour x —%,, On arrive à cette conclusion générale, que, 
pour que x, rende maximum ou minimum une fonction 
dont les dérivées sont continues, il faut que cette va= 
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leur de x annule un nombre impair de dérivées consé- 
cutives, à partir de la première; cet lorsque cette con- 
dition est remplie, on a un maximum si la dérivée 
suivante est rendue négative par cette valeur de x, et 
un minimum si elle est positive. 

La recherche des maxima et minima est ainsi ramenée 
à la détermination des dérivées d’une fonction d’une seule 
variable, et des racines réelles d’une équation à une in- 
connue. 

Si cette fonction n'est pas donnée d’une manière expli- 
cite, on formera ses dérivées par les règles connues, puis 
on appliquera la théorie qui vient d’être exposée, et qui 
est indépendante des moyens à employer pour former ces 
dérivées. Nous allons montrer quelle est, dans ce cas, la 
marche du calcul. 


225. Cas des fonctions implicites. — Considérons une 
fonction liée à mm — 1 variables par m — 1 équations 
données : soient, pour fixer les idées , les trois équations 


F(x, 7, 7" u)—0, Fi(x,y,2,u)= 0) F,(x, 7, 33 u)—=0, 


uw étant la fonction dont il faut trouver le maximum ou le 
minimum. 


En les différentiant, on trouve 


dE dE dy dF dz dF du 


— — — = 0 


dx dy dx dz dx du dc j 
dr, dE, dv dE, #z dE, du 

(1) D ER 
dx dy dx dz «dx du dx 


dE, dE, dy dF, dz dE, du 


—— = + — + -, -——0; 
dx dy dx dz- dx du dx 
, à Na dy "da 
au moyen de ces équations, on éliminera SL la va- 
LU L 
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leur de? = qu on en tirera, devra ensuite être égalée à zéro; 


. du 4 
ou, plus simplement, on remplacera 7 Par zéro dans ces 


, . ; M dy. dz | 
équations , puis on éliminera ne da entre les équations 


résultantes, qui sont 


dr dE dy dF dz 


dx an dy dx di da — 
ar, dE, dy dE, de 


dx dy dx ds dx: 
dF;.:.dF; dy « .dE; ds 


dx dy dx dz dx 


et dy. dz : : : bo 
Eliminant — et —; on obtiendra une équation qui, jointe 
DE EN À 


aux trois autres F—0, F, — 0, F, — 0, déterminera 
LUE AT EE 


On différentiera de nouveau les équations (1) et l’on 
. du , 4: 
obtiendra la valeur de —; on y substituera les valeurs 
HA “ 


trouvées de x, y, z, u, et l’on reconnaïîtra au signe dé 
cette expression, s’il y a maximum ou minimum. Si l’on 


2 


. L ,® DIR lé La 
avait — 0, On chercherait les dérivées suivantes de x 
(T7 


par rapport à x, et l’on y appliquerait la théorie précé® 
dente. 


s 


équations (2), on peut 


se servir de la méthode des multiplicateurs. Pour cela on 
multipliera les deux dernières par des facteurs indéter= 
minés À, ., et on les ajoutera à la première; puis on égas 

a dz 
lera à zéro les coefficients de = 


et le terme indépen: 
EEE 


(exe 
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dant : ce qui conduit aux trois équations 


dE dE As 
RATS AM Tnt 
JEU AT, Abe 
dar Éd 
dE ,dF RE 
dz ‘ dz hi ER : “ 


d'où l’on éliminera À et u; ce qui conduira, comme on le 
sait par les théories de l’algèbre, à la même équation que 


Me ne de dy dz 242 
si l’on avait éliminé autrement > Ce procédé de cal- 
ZX (ATX 


cul a souvent des avantages sur l’autre. 


227. Considérons maintenant une fonction de m va- 
riables, liées par m — 1 équations : ce cas renferme le 
précédent, qui s’en déduit en supposant que la fonction 
se réduise à l’une des variables. Soient, par exemple, les 
trois équations 


0, F,(z,7,z,u)=0,.. F,(r,y,zau)=0o, 


et sôit proposé de trouver le maximum de la fonction 
f(x, y; 3, u). Dans ce cas aux équations (1), dans les- 


| du Re 254: ‘4 à ; : 
quelles —- ne serait plus zéro, on joindrait la suivante : 
; dr 4 


df # df dy, df ds df du 


dx dy dr didx  dudr ‘is 


dy ::-ds du [I 


es 


- 
dx dx dx 


et de ces quatre équations lon éliminerait 
en résulterait une équation entre x, y, z, u; qui, Jointe 
aux équations données, déterminerait ces quatre quantités. 
On chercherait ensuite la dérivée seconde def(x,y,z,u) 
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PA dz du 

dr dx?” de 

ront faciles à trouver au moyen des troïs équations (x); 

et l’on reconnaïtrait, au signe de cette seconde dérivée, 

si la fonction f (x, y, z, u) est minimum ou maximum. 
On peut remarquer que les équations entre lesquelles 


dy dz du 


on a à éliminer RSR DTE seraient les mêmes si l’on avait 
CAS D € 15 #3 


à chercher le maximum de l’une des fonctions F, F,, EF; 
les deux autres étant égales à zéro, ainsi que f. 


par rapport à x; elle renfermerait —= 


’ qui se- 


Des maxima et minima des fonctions de plusieurs 
variables. 


228. On dit qu'une fonction F (x, y) des deux varia® 
bles indépendantes x, y acquiert une valeur maximum, 
pour certaines valeurs, Xo, Jo, de x et y, lorsqu’en chan: 
geant ces variables en x5 + h, yo + k, k et À étant des 
quantités arbitraires comprises entre o et des limites po= 
silives ou négatives aussi petites que l’on voudra, la fonc= 
tion est constamment moindre que pour les valeurs x5, Yo. 
Si, au contraire, elle était constamment plus grande, on 
dirait qu’elle est minimum pour ces mêmes valeurs. 

D’après cela, la différence 

F(z+h,y+k)—F(zx,r) 


doit être constamment négative, quels que soient les va= 
leurs et les signes des quantités infiniment petites Let, 
si F (x,7) est maximum; et elle doit être constamment 
positive dans le cas du minimum. De sorte que ce sera un 
caractère commun au maximum et au minimum, qu “elle 
soit invariable de signe. 

Nous ne EURE que le cas où la fonction et ses 
dérivées, jusqu’à l’ordre dont on aura besoin, sont con- 
tinues. Les cas de discontinuité ne donnent pas lieu à des 
règles générales, et se discuteront suivant la question: 
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D’après une formule précédente, nous aurons, en dési- 
gnant par &, a, des quantités infiniment petites, 


IF \ dE ) 
Fey +n—r(an= (Te) h +- (+) #. 


dy 
l 0 , , 2 
Si a Ce sont différents de zéro, le signe du second 
ax [a 


membre, lorsque À et k tendront vers zéro, finira par être 
constamment le même que celui de 


Or cetie expression change de signe si l’on change et k 
de signes, sans changer leur grandeur; donc F (x, y) ne 
serait ni maximum ni minimum, et, par conséquent, pour 
qu'elle puisse être l’un ou l’autre, il est indispensable 
que l'expression précédente soit nulle; comme A et k sont 
indépendants l’un de l’autre, on devra avoir 


A SES dE 
de bé dy 


Si ces conditions sont remplies, on aura 


ŒF \ A? 
PGæhr+ ren (TE 2 )- 5 
PF ŒE p2 
MEME 2) STD Eat 2e Se 
dxdy ; dy? 129 


et si les trois dérivées du second ordre ne sont pas toutes 
rendues nulles par les valeurs x, y, le signe du second 


membre, et par suite de l'accroissement, finira par être 
le même que celui du trinôme 


d?F }° d°'F dER 42 
ss Dh HE 2. 
dx! 2 dxdy axes 


Il faut que cette expression soit constamment négalive , 
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quels que soient k et k, pour que F (x, y) soit maximum, 
et constamment positive pour qu'elle soit minimum. Si 


ne. 0 : : 
on la divise par —> ce qui n'en change pas le signe, on. 


dif fR\? 0 diF 0 ANNEE 
a) ar VOIS 


et pour que ce trinôme ne change pas de signe, quel que 


obtient 


. k L2 LJ L] L] | L2 
soit > et ne soit jamais nul, il faut que l’on ait 
è 


dE ARS PP 
dxdy de dx?” 


d’'F * d'F 
A dy? 


condition qui entraîne que soient de même 


signe. 
Si elle est satisfaite par les valeurs de x et y ürées des 
deux équations 


dE dE 
— == 0 "0 
dx ; dy 4 
AT PRES .d'F d'É n 
la fonction E° (x, y) sera maximum si —— et —— sont né- 
a dy? 


gatifs, et minimum s'ils sont positifs. 

Si les trois dérivées du second ordre étaient nulles, il 
faudrait que toutes celles du troisième le fussent, et que 
le signe d’un polynôme du quatrième degré par rapport 
À 
h 
compliquées. On continuerait semblablement si les déri® 
vées du quatrième ordre étaient encore toutes nulles: 


a — füt constant : ce qui conduirait à des conditions plus 


999.- Ces raisonnements s'étendent facilement à une 
fonction d’un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes ; seulement les conditions se compliquent de plus 


& 
< io) 
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en plus. Dans le cas de trois variables par exemple, on 
aura les trois équations 


dF ne LA ES : dE, 

D 7 & 
et il faudra que le polynôme 

| d° FL Æ 
56 h? + Là AN pu {2 
dx’ dy? dz? 
d’F dE d?F 
D —— hk cm El D 
‘is dxdy EDS dde me dydz ée 


soit constamment de même signe, quels que soient 2, K, L. 
Pour exprimer cette condition, on divisera d’abord par 


hk?: et si l’on ER ue on aura un polyné 
) Mo Pr; — 9: polynôme 


de la forme 


: Ag? + Bp+ 2Cpq +2Dq+2Ep +EF. 
En le considérant relativement à la variable 9 seulement, 
ilfaudra, pour qu'il ne change pas de signe, que l’on 
ait, quel que soit p, 


(C?— AB) p°+ 2 (CD — AE )p + D'— AF< 0. 
_ On posera sans difficulté la condition pour que ce poly- 


nôme soit de même signe quel que soit p, et l’on y ajou- 
(era, pour qu'il soit négatif, 


C'— AB < 0. 
De même que le cas de deux indéterminées p, q se ramène 


à ure seule, on ramènerait celui de trois à deux, et ainsi 
de suite. 


230. Cas d'une fonction implicite. — Proposons-nous 
detrouver le maximum d’une fonction f(x, y, z) en sup- 
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posant les variables x, y, z liées par une équation 
FX Y, 2) 0, 


en vertu de laquelle z est une fonction implicite des deux 
variables indépendantes x, y. 
La théorie précédente exige que les dérivées partielles 


de f(x, y, z) par rapport à x et y soient nulles séparé= 
ment ; ce qui donne 


LR NT af DE 
ax 1deNdr dy ‘ dz dy 


y . dz dz 
équations dans lesquelles on mettra pour — ; — leurs va: 
dx dy 


leurs tirées des deux suivantes : 


dr dF dz a dr dF dz 
2 


dx dz dx” 


dy de 


On aura ainsi deux équations entre x,Y, Z, qui, jointes 
à F(x,y,z) = 0, détermineront x, y, z. On formera en 
suite les dérivées partielles du second ordre de f(x, y, zk 
elles dépendront de celles de z, qui seront déterminées 
par les règles de la différentiation des fonctions implicites 
à deux variables. | 

En général, quel que soit le nombre des variables qui 
entrent dans la fonction, et le nombre des équations qui 
les lient, il suflira de reconnaître les variables indépen- 
dantes, et d’égaler à zéro les dérivées partielles de la fonc- 
tion par rapport à ces variables. Les équations quiven 
résulteront, jointes aux équations données, seront tou- 
jours en même nombre que les variables, et les détermi- 
neront. On formera ensuite facilement les dérivées par- 
tielles successives de la fonction par rapport aux variables 
indépendantes, et on les soumettra aux épreuves établies 
dans la théorie précédente. 
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On peut donner une autre forme au calcul du maxi- 
muüum où du minimum d'une fonction de m+n va- 
riables, liées par # équations, ce qui est le cas le plus 
Déni 

IL y à alors m variables indépendantes, et l’on devra 
égaler à zéro les dérivées partieiles de la fonction par 
rapport à chacune d'elles; ce qui revient à dire qu'on éga- 
lera à zéro la différentielle totale de cette fonction, quelles 
que soient les valeurs des différentielles indépendantes. 
Et, pour cela, on tirera des équations données les valeurs 
des diflérentielles des variables dépendantes en fonction 
de celles des variables indépendantes; on les substituera 
dans la différentielle totale de la fonction proposée, puis 
on égalera à zéro les coeflicients de toutes les différen- 
tielles qui y seront restées. 

Soit f la fonction des m + n variables x, y, z, u, etc., 
qui sont liées par les 7 équations 


ED MDN AN = 0... 


_ on aura les n + 1 équations suivantes 


d d 
LP pe dé Es bT 220; 
dx dy dz 
dL dl, ,dL, sk 

à 2 TOR per A rt QE ES AE 
dM,., dM,, ,dM, san 
LOTS ne ES 
aN , ANA MAN 5 
ENS AV —— AZ TNT TT 
BE 


et l’on doit tirer des » dernières les valeurs des différen- 
tielles des z variables dépendantes, les reporter dans la 
. première, et égaler à zéro les coeflicients des m différen- 
L 21 
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tielles arbitraires qui y resteront. En d’autres termes , il 
faut éliminer 2 différentielles de ces 7 +1 équations, et 
égaler à zéro les coeflicients de celles qui subsisteront 
dans l’équation finale. 

Pour faire cette élimination, on multipliera les 7 der- 
nières équations par des facteurs indéterminés, À, y, v,ete., 
on les ajoutera à la première, et l’on égalera à zéro les 
coefficients des 7 différentielles des variables dépendantes, 
ee qui déterminera À, p, y, etc., puis on égalera à zéro 
les coeflicients des m autres variables; ce qui revient'évi- 
demment à annuler les coeflicients des m + n diffléren- 
telles, après l'addition des équations, et à éliminer À, y, 
v, etc., de ses m+ n équations; ce qui conduira à m 
équations entre x, y, Z, etC., qui, jointes aux 7 équa- 
üons données, déterminent les valeurs de ces variables” 
qui peuvent donner les maxima et minima de la fonction 
proposée. On les distinguera ensuite au moyen des se= 
condes dérivées partielles de la fonction, comme nous l’a= 
vons fait connaître ci-dessus. 

On peut remarquer que le calcul serait le même si l’on 
s'était proposé de trouver le maximum ou le minimum 
absolu de f+1L+uM+..., en ayant égard ensuite 
aux équations L —0o,M— 0. 


251. Remarque. — Quelquefois les variables qui entrent 
dans l’expression dont on cherche le maximum ou le mini- 
mum, au lieu d’être liées par des équations, sont assujet” 
ties à des inégalités. On ne peut en tenir compte de la même 
manière que des équations , et l’on agit suivant les cas. 

Quelquefois un changement de variables dispense de 
tenir compte des inégalités; nous en citerons un exemple’ 

Supposons qu’on demande le maximum ou le mini= 
mum de la distance d’un point donné B (/ig. 84), aux dif= 
férents points d'un cercle dont le centre est À et le rayon 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 323 
R ; et que l’on exprime la distance BM au moyen de l’ab- 
 scisse MP du point M du cercle; on aura, en faisant 
AB—= a, 
BM= a+ R°— 2ax. 


Si l’on ne remarquait pas que x est assujetti à la condi- 
tion d'être compris entre — R et + R, et qu'on appliquât 
la règle ordinaire, on écrirait 2 & — 0 ; ce qui ferait pen- 
ser que le problème est impossible. Une discussion bien 
simple montre qu’en faisant passer x de —_R à +R, le 
maximum a lieu pour x——ñ@ et le minimum pour 
x = + R. Mais dans d’autres cas ce pourrait être très- 
difficile. 

Si l'on posait x — R coso, o serait l'angle MAB, etil 
ny aurait plus aucune condition d’inégalité à exprimer. 
On aurait alors 


BW = a + R'—24ak cos», 
et la règle ordinaire donnerait sing — o, d’où l’on tire- 


rat® = 0, = 7, qui donnent le minimum et le maxi- 


mum de BM. 


21, 
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CHAPITRE VI. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL 
DIFFÉRENTIEL. 


La 


Tangentes et normales aux courbes planes. Expression 
générale de la longueur de la tangente, de la sous- 
tangente, de la normale et de la sous-normale. 


232. Plusieurs des questions que nous allons considérer 
n'auront pour objet que l’application des notations du 
calcul diflérentiel à des questions étudiées dans le premier 
livre, ou l’extension et la généralisation de ces mêmes 
questions. Nous commencerons par les tangentes et les! 
normales. | 

Nous avons appelé, en général, tangente à une courbe 
la limite vers laquelle tend la direction d’une sécante qui 
passe par un point constant de cette courbe, et dont un 
second point d’intersection se rapproche indéfiniment du 
premier. 

Soit F(x,y)=0 l'équation d’une courbe quelconque; 
et x’, y’ les coordonnées du point de cette courbe, auquel 
ou veut mener une tangente; l'équation de la sécante 
menée par ce point et par celui dont les coordonnées sont 
x'+ Ax', y'+ A, et qui appartient aussi à la courbe; 
sera, dans un système quelconque d’axes, 


! AY ! 
J'y" (Robe 


LCA EME 
t- Û 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 325 


A mesure que le second point d’intersection se rap- 
, [2 Ay’ La e 7 
proche du premier, Ée tend vers la dérivée de y par rap- 


port à x, correspondante à la valeur particulière x’; il 
existe donc une direction limite pour la sécante, comme 
nous l'avons déjà établi; et, d’après les notations conve- 
nues, l'équation de cette droite que nous appelons tan- 
gente est 

a 


1 
5 x — x). 


HET — 


L2 d » L 2 r » L2 
Le coeflicient _. sera déterminé en fonction de x’, y’, 
TL 


d'après les règles du calcul différentiel, au moyen de l’é- 


dF 
dy’ dx 

uation F(x = bte 
q ( 2) ) = 0, qui donne = FE nee 
dy’ 


L’équation de la tangente devient ainsi 


dF dE 
0e rm, 


PTE 

| On appelle zormale la perpendiculaire à la tangente, 
menée par le point de contact. Si les axes sont rectangu- 
laires, son équation sera 


À; 22 - - ) dx’ , 
ES) Mar ou et cbr LEE © : 
dx’ 
ou encore 
| 710008 à dÉ 
Mer ne) 


Si les axes des coordonnées font entre eux un angle 
quelconque 0, 248 & équation de la normale aura la forme sui- 


Re LS à qu L' d SOTRRR De : 
CR » 
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vante : 
dE dE dr dr 
air, Lonee ME oes ent A CAPES DT LS 
#4 48 ) ( dy’ cos i) (æ x ) (F dx’ c ) © 


Si les coordonnées x’, y' n'étaient pas données et que 
la tangente, ou fa normale, füt assujettie à passer par un 
point donné, ou bien à être parallèle à une droite donnée, 
on obtiendrait immédiatement, d’après les équations pré- 
cédentes, une équation entre x’, y’, qui, jointe à celle de 
la courbe, déterminerait ces deux inconnues. Si, au lieu 
de chercher les solutions réelles de ces deux équations, on 
construisait les lieux géométriques qu'elles représentent, 
en y regardant x , y comme variables, les points d’inter- 
section de ces lieux, dont l’un est la courbe proposée, 
seraient les points de contact cherchés. 

233. On appelle sous-tangente et sous-normale les par- 
iies de l’axe des x comprises respectivement entre le pied 
de l’ordonnée du point de contact et les points où cet axe 
est rencontré par la tangente et la normale. Elles ont pour 
expression la valeur de x — x’ relative à y = o dans les 
équations respectives de la tangente et de la normale. Elles“ 
seront dirigées vers les x positifs ou négatifs, à partir du 
pied de l’ordonnée, suivant que x — x’ sera positif où 
négatif. 

Nous appellerons longueurs de la tangente et de la 
normale les parties de ces lignes comprises entre le point 
de contact et les points où elles coupent respectivement 
l'axe des x. 

Il est facile d'obtenir l'expression de ces différentes li- 
gnes. Nous supposerons, pour plus de simplicité, les axes 
rectangulaires, et nous représenterons par T la tangente, 
par N la normale, par $, la sous-tangente, et par S, la 
sous-normale. Cela posé, on trouvera facilement les for- 


_ 


s 
de CEA fe UL 7 Ml 


Es EX DES DIXFÉRENIIELLES , ETC. “ 


EXEMPLES. # 
7 hyperbote —_ Si l’on applique toutes ces for- gr 
4 Ellipse. et à l’hyperbole, renfermées dans l’é- RU. 
È a + PR LE PRES “. 
(je a. 
uvera les résultats suivants : e 
REP a(æ—x)=0 s 
à , équation de la tangente ; ne 
eue b'xx 1 bè; | | er 
by — y')Ea y!'(x—x)—= 0, équation de la normale; 4 18 
CT tx #1 
Rs 0) n = + Au ; eh 
; Va y? + b' x’? N— — Va: ie au b: x'?. À 
2 

ol. — Si l’on considère la parabole ayant DOUÉ 

, équation de la tangente; 

4 | SR 
1 ei æ'), équation de la normale, s 


ui 4 Lire 
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Logarithmique.— Considérons maintenant la logarith- 
mique ayant pour équation y — al — ; a et m sont des li- 
< In 
gnes données, et les logarithmes sont relatifs à la base de. 
Neper, ce qui ne diminue en rien la généralité de l’équa-- 
tion. On aura, dans ce cas, 
dy a 
dx x? 
; & , r À , 
A DE rene (æz — x’), équation de la tangente; 


4 


Ed ; : 
F—ÿ.=— ne £e x’), équation de la normale; 
/ 
“A 
j : a? 1 — 
: æ À a m 
S—=— x 1—, ART Ca . 
! ! 
ri vA TX 


Si l’on prend la sous-tangente et la sous-normale sur 
l'axe des y au lieu de l’axe des x, elles auront pour expres- 
sion la valeur de F—Y relative à x = 0. 


\ 


On trouvera ainsi 


Cycloïde. — Considérons encore la eycloïde, qui jouit 
de plusieurs propriétés très-remarquables. 

Elle estengendrée, comme nous l'avons vu, par un point 
de la circonférence d’un cercle qui roule, sans glisser, sur 
une droite indéfinie à laquelle il est tangent. Elle se com- 
pose d’une infinité de branches superposables, ayant cha= 
cune pour base une partie de la droite égale à la circonfé- 
rence du cercle mobile. 

Prenons la droite donnée pour axe des x, et l’origine 
en un quelconque des points où elle est rencontrée parla 
courbe. Soient B ( fig. 85) le point de contact du cercle 
générateur avec l’axe des x, et l'arc MB égal à AB; le 
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point M appartiendra à la cycloïde. Désignons par w 
l'angle MOB qui pourra prendre toutes les valeurs de- 
puis o jusqu'à E © ; il est facile d'établir les équations 
suivantes, dans lesquelles a désigne le rayon du cercle : 


æ—a(w— sin), J = a{r— cosw). 


Ces équations ont lieu dans toute l'étendue de la courbe, 
L'équation entre x et y sera 


71008 À 


ZT 4 Arc COS — Vaay — y; 


mais il faudra avoir soin de changer alternativement le 
signe du radical dans les deux moitiés de chacune des 
branches successives. Différentiant ces équations, on aura 


dx —=a(1— cos) do — ydw, dy = asmode, 


Ro Nea—.r 
A: a” 


: 2a— y’ PA LR 
er =\/—;—1(x— x), équation de la tangente; 


J 
T—r =— De (x — x’), équation de Ja normale; 
2a — y! î j 
FFSA | 
S=r S, = V2ay — y" = BP, 
T= y'A/ — Ne M MR: 
V L TT V2a) MB 


La valeur de S, ou de N prouve que la ligne MB est la 
normale , et, par suite, que la tangente est MC. 


formules analogues en coordonnées polaires. 


234. Soit l'équation F (0, r)— 0 entre les coordonnées 
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polaires 0 et r d’une courbe à laquelle on veut mener la 
tangente au point M ( fig. 86). Nous avons déjà vu com=! 
ment on détermine l'angle y que fait cette tangente avec 
le rayon vecteur OM; le triangle KMN donne 

KM sinN 

KN  snmKMN' 


d’où, en passant aux limites, 


rd0 "e Me 
APE SALES dr \. 
d0 


La sous-tangente et la sous-normale se rapportent à la 
perpendiculaire au rayon vecteur, menée par le pôle. On 
trouvera immédiatement les formules suivantes : 


7e dr 
Se r'angp = NT 75? 
do 


T=7r Gi Re Loe N — RAA 
dr? d0? 


Exemples.— 1°. Soit d’abord la spirale d’Archimède“ 
Tr = 00," tang un ONE 


On voit que la sous-normale est constante et que la courbe; 
tangente à l'axe, au pôle, tend de plus en plus à être per= 
pendiculaire au rayon vecteur. 


Ë : ; à a } 
Soit maintenant l’équation 7 — s de la spirale hy- 
perbolique 
dr a 
FE beta te tangu —= — 0, SG = —4«, 


Ainsi, dans cetie courbe, c’est la sous-tangente quirest 
constanie. 
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| 2%, Considérons encore la spirale logari thmique dont 
l'équation est 


m Ô dr ps m 0 
FES (Ce — = Mmae 9 
- d0 
t , : É S 
ARR) Cr 9 n—=/nNr, 
CLs m m 
1 + m° D ERTIRS. 
+ MANS N=rVi +. 
m 


La valeur de tang montre que le rayon vecteur est tou- 
Jours également incliné sur la tangente. 

Les valeurs de $, et $, prouvent que les extrémités de la 
normale et de la tangente décrivent des spirales identi- 
ques avec la première, et semblablement situées par rap- 

_ port à des axes diflérents passant par le mème pôle. 

Les mêmes formules s'appliquent très-simplement aux 

sections coniques. 
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CHAPITRE VIL 


THÉORIE DES ASYMPTOTES. 


235. On appelle asymptote d’une branche de courbe 
infinie une droite telle, que les points de cette courbe 
s'en approchent indéfiniment sans jamais la rencontrer; 
à mesure qu'ils s’éloignent indéfiniment sur la branche 
que l’on considère. 

Toute asymptote non parallèle à l’axe des y aura une 
équation de la forme | 


= kx + I, 


k et Z ayant des valeurs finies. 
La branche de courbe aura pour équation 


Y=z+I+ NV, 


V étant une foncuüon connue ou inconnue de x, maïs 
qui tend vers zéro à mesure que x augmente. On en déduit 


1. PUB : pe ROUES se 
k= lim. w. [= lim. (y — kx). Réciproquement, des va 


leurs de 4 et Z ainsi déterminées pour une branche réelle 
de courbe correspondront nécessairement à une asymp= 
tote de cette branche, puisque y — kx — L a pour limite 
zéro, pour les points de cette branche dont l’x croît indé- 
finiment. 

Les asymptotes parallèles à l’axe des x correspondront 
aux valeurs de k égales à zéro. Pour trouver les asymp- 
iotes parallèles à l’axe des y, on considérerait l'équation 
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x = kly + l'et l’on ne s’occuperait que des valeurs de 
k! égales à zéro. 

236. Appliquons ces considérations à une courbe dont 
l'équation peut se partager en plusieurs parties homo- 
gènes par rapport à x, y, et peut être mise, par consé- 


quent, sous la forme suivante, où nous supposerons les 
exposants de x décroissants : 


enr (2) + a" f (2) Lu ME De 
æ æ 


Soit . = p, d'oùy = px; il faudra d’abord trouver la 


limite de p pour x = . 
La substitution donne 


2"F(p)+zxf(p)+...—=o, 
d'où 


Mini (pl, 40; 


I 
ann 
et à mesure que x augmente, F (p) s'approche de zéro : 


donc les valeurs limites de p, c’est-à-dire les valeurs de k, 
sont des racines réelles de l'équation 


Fe RU}E=10; 
Il reste à trouver la valeur de Z correspondante à une 
valeur de k; pour cela on posera y — kx = t, et l’on cher- 


chera la limite de 4. 
L’équation de la courbe devient, par cette substitution, 


t 
emp(r+t)+es(e+t) +...=0; 
T TL 


mais puisque F (4) — 0, on a 


Fs+t)=2r (ao) 
TL TL D 
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0 étant compris entre o et + x; on a done 


À l 
ee (i+oi)+æf(i+s)+ = 


ou : 
AE t I a 
tF k = E Fe FE FPE) 
Sim—=n<+1,x— donnera pour limite de #, cest 
à-dire pour valeur de /, 


Sim>n<+i,ona 
LD: 


Sim<n+1,tna pas de limite, et il n'y a pas 
d’asymptote pour cette valeur de *. Ainsi, en général, l’é= 


quation de l’asymptote sera y — x 5 4e () se 


rapportant aux termes de degré #2 — 1, et devenant nulle 
sin<Cm—i:iln ya pas d'asymptote si n > m—r. 

Si n << m—1, l'équation de l’asymptote est de la 
forme y — kx — 0. 

Si, dans le cas de 72 — m —1, la valeur de k tirée de 
F (k) — 0 satisfaisait aux équations F'(k)=o, f(k) —=0; 
l’équation de lasympiote deviendrait indéterminée ; et 
l'on ne pourrait en tirer l'équation cherchée, parce que le 
terme en x”? devient du même ordre que les deux pre 
miers, et ne peut plus être négligé. 

Dans ce cas, l’équation qui détermine la limite de #se 
mettrait sous celte forme : 


\ 


Ë : Ë 
7 (: + 0 5) EL on 7 A ce 8, =) 
T 103 


/ 


an? t? 


15422 


La 
+ ao (4+2)+.=0 
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2" 19 () étant le troisième terme de l'équation pro- 
= 


posée. 
Divisant par x”? et passant à la limite, / sera déter- 
miné par l'équation 


BE O Lypr(a)+ go. 


On agirait semblablement si ces trois nouvelles fonc- 
tions devenaient nulles, pour cette valeur particulière 


de k. 
Sim <Tm—1,etF/(k) — 0, on n’a plus nécessaire- 
ment / = o. 


231. Si la courbe est rapportée à des coordonnées po- 
laires, on connaitra toutes les directions qui peuvent 
donner des asymptotes, en cherchant toutes les valeurs 
de 8 qui donnent à r une valeur infinie. 

Soit &« une de ces valeurs de 0, on cherchera la limite 
de r sin(0 — «) qui est l'expression de la perpendiculaire 
abaïssée d’un point quelconque de la courbe sur la droite 
menée par le pôle sous l’angle « avec l’axe. Cette limite 
sera la distance de cette droite à l’asymptote, et le signe 
dont elle sera affectée fera connaître de quel côté elle se 
trouve. Si Ie produit r sin (6 — x) croit indéfiniment, 1l 
n y a pas d'asymptote dans cette direction. 

On trouvera le mème résultat en cherchant la limite 
de r (9— x) ou celle de r sin (9 — x), puisque la limite de 
à. See : = æ) est l’unité. 


Soit pour exemple l'équation générale 
F (9)7" + (0) rm + AMIE, + An oO, 


À, A:,..., À, étant des fonctions quelconques de 0. 
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L'équation F (0) = o fera connaitre toutes les directions 
possibles des asymptotes. Soit &« une des racines réelles de 
cette équation et Ü = & + d; puisque F («) = 0, on aura 
F (+0) —0#"{(2+00), et l'équation de la courbe 
devient alors, en divisant par 77°, 


704" (a + 00) Ye + CN RER 


Lorsque r devient infini, il ne reste plus que les deux 
premiers termes , et l'on trouve 


F (a) 


lim.r(0— x) — mr 0 Eee 


F'(x) 
Si l’on avait f («) — 0, F'(«) — 0, on agirait comme 
dans le cas précédent. 

Exemples. — 1°. Soit proposé de trouver les asymp- 
cotes de la courbe ayant pour équation | 
ay? + bxy + cx? + dy + ex +<f =; 
on a, dans ce cas, | 

F(4)=ak +bk+e, 
F(X) — dk +e. 


b “re. b? ses . . , . 
k — — bEVb— fac » ce qui exclut 1 ellipse. 
24 
L’équation de ces asymptotes devient 
z dk +e 
7 2ak + b 


Le dernier terme devient infini dans le cas de la para= 

bole, et, par conséquent, l'hyperbole est la seule courbe 
du second degré qui ait des asymptotes. 
, équation de la loga- 
rithmique , qui ne rentre pas dans la classe générale con- 
sidérée ci-dessus, parce que €” n'est pas d’un degré fini 
par rapport à x. 


nx 


2°. Soit maintenant y — ae 
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On cherchera toujours la limite de _ et ensuite celle de 


Y —Kx. 

On trouve immédiatement 4 — 0; ensuite la limite dey 
est zéro, et correspond aux x négatifs. L’asymptote est 
donc l'axe des x, et dans la direction seule des x négatifs. 


30, Dans le cas de la courbe, appelée folium de Des- 


cartes, et dont l'équation est 
+ x — Saxy = 0, 
on trouvera une asymptote ayant pour équation 


= M — 4. 


4°. L'équation y*= cos T conduit à k—0,/—+ r. La 
bA 


courbe a donc pour asymptotes les deux droites 


F=+1, F=—1. 


ê. 


ne ES : sin æ s ; 
De, L équation y — a —— représente une courbe qui 
x 


a l'axe des x pour asymptote, et qui a cela de remar- 
quable, qu’elle passe alternativement d’un côté et de 
Vautre de son asymptote, jusqu'à l'infini. 


* à : Phil 
6°: L'équation J=asin- donnera encore y ==0 pour 
ré 


l'équation d'une asymptote. 

Elle offre en outre une particularité remarquable : elle 
s'approche indéfiniment de l’axe des y dans la partie com- 
prise entre y = — a, y — + &. C’est donc là un véritable 
asymptotisme, puisque la longueur de la courbe augmente 
sans limite, en se rapprochant indéfiniment d’une droite 
fixe. 

Cette courbe ne diffère pas de celle qu’on obtiendrait 
en enveloppant sur un cylindre une hyperbole équilatère 


I. 22 
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dont une asymptote serait parallèle au plan de la base, et 
projetant la courbe résultante sur un certain plan passant 
par l’axe du cylindre. 


7°. Soit maintenant l’équation polaire d’une hyper- 
bole, par rapport à un de ses foyers, 


(æa—ecos0)r=0, c—Va + b?; 


on trouvera 


& É 
COSa—=—» Jim, 79 — 6. 
€ 


Les deux asymptotes se trouveront ainsi déterminées. 
Soit encore la spirale hyperbolique 
(0—w)r= a; 
on trouvera 
u =D, CIN. Yo = 


Des asymptotes considérées comme limites des 
tangéentes. 


238. En partant de l'équation ci-dessus 


(1) er ( + (2 AV 


/ 


qui reuferme non-seulement toutes les courbes algé- 
briques, mais encore toutes celles dont les termes ont des 
degrés déterminés par rapport à x et y, on arrive à une 
propriété remarquable des asymptotes, qui consiste en ce 
qu'elles peuvent être considerées comme limites des 
tangentes à la branche de courbe à laquelle elles se rap- 
portent. 

Nous pouvons supposer à l'axe des y une direction ar- 


bitraire, et alors 7 tendra vers une limite finie À qui sera 


racine de l'équation 
F (4) = 0. 
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Cela posé, soit o (x, y) le premier membre de l’équa- 
tion (1), on aura 


NA) 
dx p’ (x) 


de=—2 [er (2)+e ÿ () + .. | 


En ma r(2) PE mey(2) +... 
vA a 


OC MAI ANES | 


d'ou l’on tire 


? 


manctEF (2) + natif (:) +... 
x % 


(2) ay ES RP RAT MT, AMI Pas NIMES ur 
& dx æ ax" F’ 15 sr LP À ETS e 
x X 


. . . r . Eh 
Or, si l’on fait croître x indéfiniment, F (:) tendra vers 
FA 


zéro, et | équation (2) donnera 


{3) lim. À = li. 
Ainsi d'abord , lorsqu'une branche de courbe à une asym- 
ptote, sa direction est la limite de celles des tangentes à 
cette même branche. 

Cherchons maintenant la limite du point où la tan- 
gente rencontre laxe des y, et dont l’ordonnée est 


LE 


L’équation (2) donne 


(4) p-2Ÿ — # — à 
x Ë Re (2) ET 


22 


] 
2 


F 
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Supposons d’abord 7 —m—1 ou n<m—1+1, auquel 
cas la branche de courbe aura une asymptote; on aura 


alors 
. / 0 
F mer (2) + (m1) /(2)+ 
> Y æ 2 
I 
F’ (2) HR (2) UE 
"# TL Ci 
Or cette expression peut être simplifiée au moyen de Pé- 
quation (1). En effet, en divisant cette dernière par x"! 


et supposant d'abord 7 — m— 1, on obtient, en faisant 
eroître x indéfiniment, 


lim. L+F ) +#() | o. 


L’équation (5) donne ainsi 
“À 
% — f (2) + ,,, 


lim. (22) = fine" 
d 
£ m(t)+ir (te. 


et, par suite, 
É dy 
Ro Se CAR ASE 
1m C 4) F(4)? 


donc la tangente coupe l'axe des y en un point dont la 
limite coïncide avec celui où ce même axe est coupé par 
l’asymptote. 

Si l’on avait 7 <[m —1, la fonction f n’existerait pas, 
et l’on trouverait 


; d 
im. (> 2%) 07 


L'asymptote et la limite des tangentes passeraient alors 
par l’origine. 
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Supposons enfin 7 >>m — 1, alors la branche de courbe 
infinie n'a pas d'asymptote. Faisons 7 — m — 1 + d; l’é- 
quation (1), divisée.par x”, donnera 


MÉRTIOPTEIE. 


ét, en introduisant cette condition dans l’équation (4), 
dy : : à 

on trouvera Que — X 7 deviendra infini avec x, et, 
ax 


par conséquent, qu'il n’y a pas de limite pour le point de 
rencontre de la tangente avec l’axe des y. 

On arrivera donc, dans tous les cas, au même résultat, 
soit en cherchant l’asymptote d’une branche infinie, soit 
en cherchant la limite des tangentes. 

Mais il faut bien remarquer que nous entendons ic1, 
par limite des tangentes, la droite qui, menée sous l’in- 
clinaison limite, coupe l’un des axes, celui des y par 
exemple, au point limite où cet axe est coupé par la tan- 
gente variable. Ce ne serait pas déterminer une droite, 
que de dire simplement qu’elle est Ja limite d’une droite 
mobile qui ne reste pas toujours parallèle à elle-même. 
En effet, cette droite est située de la même manière par 
rapport à des droites parallèles entre elles, quoiqu'elle 
les coupe en des points qui peuvent être fort éloignés les 
uns des autres; et si elle s'approche indéfiniment de l’une 
de ces parallèles, elle s'approche également des autres, à 
parür des points respectifs où elle les coupe. 

La démonstration que nous venons de donner se déduit 
si simplement de la forme de l'équation (1) pour laquelle 
nous avions calculé l'équation générale des asymptotes, 
que nous avons cru ne pas devoir l'omettre. Mais préci- 
sément parce qu’elle est fondée sur cette forme, elle n’a 
pas toute la généralité qu’on pourrait désirer, et nous 
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allons traiter la question, indépendamment de toute 
forme particulière d'équation . 


239. Une asymptote est, en général, la limite des 
tangentes. Considérons une branche infinie de courbe 
quelconque ayant une asymptote AX (/ig. 85); cette 
courbe n'étant pas donnée par une équation , il est néces- 
saire d'en connaître certaines conditions géométriques 
bien déterminées, sur lesquelles le raisonnement puisse 
se fonder. Nous admettrons, comme seule définition de 
cette courbe, qu'elle est telle, que depuis un certain 
point B jusqu'à l'infini, ses points aillent constamment 
en s’approchant de AX, et que l’inclinaison de sa tangente 


| 


sur AX varie toujours dans le même sens. IL.est d'abord | 


évident que depuis le point B la courbeiest convexe vers 
AX : car la tangente en un point quelconque rencontrera 
AX au delà de son point de contact, puisque les distances 
à AX vont en diminuant de ce côté; si done la courbe 
était concave vers AX, et, par suite, comprise entre AX 
et sa tangenie, elle couperait AX, ce qui est contre l’hy- 
pothèse. 

Cela posé, menons une droite‘fixe quelconque AY; 
prenons sur cette droite un point P plus rapproché de AX 
que ne l’est le point B,et menons la droite indéfinie PU 
parallèle à AX. Elle coupera nécessairement la courbe 
en un seul point M, qui sera d'autant plus éloigné de AY 
que AP sera plus petit. 

Si maintenant on joint le point P successivement aux 
différents points de la courbe situés au delà de M, cette 
droite coupera nécessairement AX, et, par conséquent, 
rencontrerà auparavani la courbe en un second point: 
Cette sécante, tournant continuellement autour de P, de- 
viendra tangente dans une position unique PQ, et le 


point de contact N sera au delà de M, Or les tangentes aux 


LE 
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points situés au delà de N couperont nécessairement PQ 
entre Net Q; et AX au delà de Q ; elles couperont donc 
AY entre À et P; et comme PA peut être supposé aussi 
petit qu'on voudra, il s'ensuit que les tangentes à la 
courbe couperont À Y en des points qui iront constamment 
en Slapprochant de À, et que leur distance à ce point a 
pour limite zéro. Comme d’ailleurs l’angle qu'elles font 
avec AX a zéro pour limite, on peut énoncer la proposi- 
tion suivante, qu'il faut entendre avec les restrictions 
indiquées ci- Au: \ 

LU une branche infinie a une asymptote, les tan- 
gentes à celte branche coupent une droite fixe non pa- 
rallèle à l'asymptote, en des points qui ont une limite 
ä mesure que le point de contact s'éloigne do ent ; 
leur direction a de méme une limite, et silon mène par 
le point limite une droite dans cette dernière direction, 


._ elle coïncidera avec l’'asymptote. 


y 


240. Si les conditions géométriques que nous avons 
admises n’existaient pas, il serait possible que la branche 
decourbe eût une asymptote, et que les tangentes n’eussent 
pas de limite. 

En effet, si l'inclinaison de la courbe ne variait pas tou- 
jours dans le même sens, les tangentes aux points situés 
au delà de N pourraient ne pas couper PQ entre P etQ, 
et, par suite, AY entre P et À ; rien ne prouverait alors 
que leur point de rencontre avec AY aurait une limite, 
et il est même facile de trouver des cas où cela n’a pas 
lieu. 

Soit, par exemple, léquation 

a + sin æ 


Sig x" ? 


mrétant positif et & >> 1. La courbe est tout entière au= 


a PARTS 
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dessus de l’axe des x ; de plus, elle s’en approche indéfini- 
ment,et, par conséquent , cet axe en est une asymptote. 
Cherchons maintenant le point où la tangente coupe l’axe 
dy Se ay a 
des y. Son ordonnée y — x — a la même limite que — x = 
J T dx { dx” 


puisque l’ordonnée y du point de contact tend vers zéro. 
Mais on a 


dy a m (a + sin x) 
D = a TMCOS TL TASER 
dx a" 


expression dont le dernier terme tend vers zéro. Il reste 
done à trouver la limite de x!" cos x. Or cette limite est 
zéro lorsque l’on à m°>1r, et alors la tangente a une limite,” 
qui se confond avec l'asymptote. Mais si l’on a 


IR A4 à COUNTER 
d 


re sera indéterminé; il pourra avoir toutes les valeurs 
ax 


comprises entre deux limites finies dans le premier cas, 
et infinies dans le second. D’où l’on voit qu’une branche 
de courbe peut avoir une asymptote, sans qu'il existe une 
limité pour ses tangentes. 

Il est bon de remarquer que la tangente, considérée à 
partir de son point de contact, tendrait indéfiuiment vers: 


dy , L . q 
l’axe des x, parce que y et — tendent vers zéro; mais sion 
dx 


la prolonge jusqu’à l’axe des y, elle s’écarte de l’axe des x, 
de quantités finies, ou même croissant indéfiniment, 
comme nous venons de le démontrer. Or, dans ce cas, on 
dit qu’une droite n’a pas de limite, parce que c’est tou- 
jours à l’origine et aux axes fixes qu'on la rapporte. 


241. Toute limite des tangentes est asymptote. — 


Cette réciproque de la proposition précédente peut être. 
démontrée comme il suit. 
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Soit X'X (fig. 86) une droite vers laquelle convergent 
les tangentes à une branche de courbe infinie; et par là 
nous entendons que ces tangentes font avec X/X un angle 
qui tend vers zéro à mesure que les points de contact s’éloi- 
gnent indéfiniment ; et que si par un point À pris sur X'X, 
on mène un axe fixe AY, il est coupé par la tangente va- 
riable en un point dont la limite est A. 

Considérons maintenant une tangente quelconque PQ: 
ilest admis qu’à partir d’une certaine position du point de 
contact jusqu'à l'infini, le point P va en se rapprochant 
indéfiniment de À , et que l’angle AQP tend vers zéro, ces 
deux quantités conservant leurs signes, .ou en changeant 
d'une manière quelconque. Or il est évident que si le point 
de contact M est toujours situé dans la partie PQ de la 
tangente, quel que soit l’angle des axes dans lequel elle se 
trouve, sa distance MT à X’X est moindre que PA, et, 
par conséquent, il s'approche indéfiniment de X/X, puis- 
que la limite de PA est zéro par hypothèse. Donc, dans ce 
cas , la ligne X’X est une asymptote. 

Ce cas est celui qui aura lieu, par exemple, lorsqu’à 
partir d'une certaine position de la tangente, le point Q 
ira toujours en s'éloignant, et le point P en se rappro- 
chant de A ; car les intersections successives des tangentes 
se feront toujours dans l'angle YAX , et, par suite, les 
limites de ces points , ou les points même de la courbe, y 
seront renfermés. 

Il reste donc à considérer le cas où le point de contact 
serait en dehors de la partie PQ. Or nous allons démon- 
tirer que la tangente ne pourrait alors avoir pour limite 
X°X, à moins que les points de cette branche de courbe 
ne s approchent indéfiniment de cette même ligne X’X, 
qui sera par conséquent encore une asymptote. 

Concevons, en effet, une branche de courbe infinie dont 
Pordonnée ne tende pas vers zéro, et dont la tangente 
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mitée : dans ce dernier cas, elle pourra tendre vers unes 
valeur déterminée; elle pourra mème osciller entre des 
limites déterminées, de telle sorte que, quelque grand qué 
soit x, la courbe reste, on du moïns revienne, à cer” 
tains intervalles, au-dessus d’une parallèle située à une 
distance finie de AX. Or nous allons démontrer que, dans. 
ces différentes hypothèses, AX ne peut être la limite des 
tangentes. | 

En eflet, supposons d’abord que l’ordonnée croisse in 


L 


PR T1 LUE 


définiment, et menons à AX une parallèle CV, à une dis=« 4 


tance AC aussi grande que l’on voudra de AX ; cette pa 


rallèle rencontrera nécessairement la courbe en un certain 


point M, et la distance CM pourra dépasser toute gran 


deur donnée. Si maïntenant par le point GC et un point M 


de la courbe, situé au-dessus de CV à une distance aussim 


petite qu'on voudra de M, on fait passer une ligne droite; 
. : 5 . l e , , 
on sait que, quelque petit que soit l’angle qu'elle fera 


Re nn 


avec AX., elle finira par rencontrer la courbe en un se=« 


cond point au delà de MM, puisque l'angle de la tangente 

à la courbe avec AX tend vers zéro. Donc, en faisant 

tourner ceite droite dans le même sens, elle finira par 
devenir tangente en un point situé au delà de M. Done, 

en prenant des points assez éloignés sur la courbe, latan= 

gente coupera AY en des points C situés à des distances 

aussi grandes qu'on voudra de À. Donc enfin les tangentes" 
n'ont pas pour limite AX. 

Supposons maintenant que lordonnée ne croïsse pas 
indéfiniment, et que les points de la courbe restent con“ 
stamment au-dessus d’une droite BU menée parallèlement 
à AX à une distance déterminée différente de zéro, owbien 
passent au-dessus et au-dessous de BU à des intervalles 


t 


‘L 
: 
22 : 
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quelconques. Considérons un point M de la courbe situé 
au-dessus de BU à une distance de AY plus grande qu’une 
quantité donnée quelconque, et menons, par ce point, 
MD parallèle à AX (fi3. 88). En raisonnant comme dans 
le cas précédent, nous démontrerions qu’il existe une 
tangente en un point situé sur la courbe, au delà de M, et 
rencontrant AY en D, et, par conséquent, au-dessus de B; 
d’où il suit que AX n'est pas la limite des tangentes. 

Donc enfin AX ne serait pas la limite des tangentes si 
les points de la courbe étaient situés en dehors de la partie 
de la tangente comprise entre les deux axes, et qu’en même 
temps leur distance à AX ne tendit pas vers zéro. Mais si 
cette distance tend vers zéro, AX est asymptote. D’où il 
résulte enfin que, quelque part que soit situé le point de 
contact sur la tangente variable, si cette droite tend vers 
une limite, dans le sens précédemment défini, cette limite 
est une asymptote. 


> 29 Se — 
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CHAPITRE VIT. 


DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DE L’ARC, DE L’AIRE, 
ET DE L'INCLINAISON D'UNE COURBE PLANE. USAGE 
DES DÉRIVÉES POUR RECONNAITRE LA CONCAVITÉ 
OU LA CONVEXITÉ. 


242. Désignons par s la longueur de larc, prise à. 
parür d’un certain point de la courbe : nous ävons vu que 
son accroissement infiniment petit As ne pouvait diflérer 
que d’un infiniment petit du second ordre, de la partie 
de la tangente terminée à l’ordonnée extrème, c’est-à-dire 


dy? Er A dy? 
de A x 1 He Donc la limité de =° est ie + 
dx? Ax 


dri 
ds dy ? ts 2 2 
mn/i re ds = dx? + dy?. 


Dans un système de coordonnées polaires on aura 


et l’on a 


na. r? AE — 2 2 s 2 
Ê = RE ou ds = Vr°d0? + ar? 


243. L’aire comprise entre deux ordonnées, l’axe des Z 
et l'arc d’une courbe, croît d’une quantité comprise entre: 
deux parallélogrammes dont la limite du rapport est 
l’unité, à mesure que A x tend vers zéro : on peut donc, 
comme nous l'avons déjà dit, prendre l’un quelconque 
des deux au lieu de l’accroïissement même de l'aire, sans 
altérer la limite du rapport à Ax. Si donc on désigné 


2 Sp, ICE 
# LS 
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l’aire par À, on aura 
1:51 
re —=7ysint, ou dA— ydxsim06, 


8 désignant l’angle des axes. 

Dans un système de coordonnées polaires, les deux pa- 
rallélogrammes seront remplacés par des secteurs sembla- 
bles, et l’on trouvera 


LOU - d'A + r?d0. 


244. L'inclinaison + de la tangente sur l’axe de x est 
déterminée par l’équation 


SRE 
d’où 
d'y 
do FA dx? 
PORTE RE dy°? 
I pe 
dx? 
OÙ : 
d? 
PE 
ré dx? 
? m4 è PE dy? 
dx? 


Cette valeur de do est ce que nous nommerons angle de 
contingence; il peut être pris pour A9, qui est celui des 
deux tangentes aux points dont les abscisses diffèrent de 
dx, sans que les limites des rapports soient altérées. 
Dans un système de coordonnées polaires, l'angle de 
deux tangentes consécutives, ou la différence infiniment 
petite de l’inclinaison + de la tangente sur l’axe fixe, est 
égal à l’angle des deux rayons vecteurs correspondants, 
plus l'accroissement de l’inclinaison de la tangente sur le 


Re NN fi RE 7: | 
RER 
) : 4 

à hi ï 
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rayon qui passe au point de contact. On trouvera ainsi: 


… dr? d?r 
TR Cros + res 
D TE à 
LT: 


Concavité et convexité. | 


245. On dit qu'une courbe est concave en un de ses 
points par rapport à une droite donnée, lorsque, à parür 
de ce point, ses deux branches commencent par être 
comprises dans l’angle aigu formé par la droite donnée-et 
la tangente à la courbe au point que l’on considère. Lors: 
que, au contraire, les deux branches commencent par 
être en dehors de cet angle, on dit que la courbe est con: 
vexe en ce point par rapport à la droite. 

Nous allons faire connaître les caractères analytiques 
qui correspondent à ces deux circonstances, en suppo: 
sant qu'on ait pris la droite donnée pour axe des x. Dans 
le cas de la concavité, l’ordonnée orthogonale de la courbe 
doit être moindre en grandeur absolue que celle de la tan:# 
gente au point que l’on considère, pour les valeurs de“ 
infiniment voisines de celle qui correspond à ce point 
Ainsi l’ordonnée de la courbe sera plus petite que celle 
de la tangente lorsqu'elle sera positive, et plus grande 
lorsqu’elle sera négative. L’inverse aura lieu pour la con 
vexité. WE: à 

Or, en désignant par x’, y' les coordonnées du point 
donné, et par À une quantité positive ou négative, qui 
peut devenir moindre que toute quantité donnée, on à 
pour les points de la courbe, S'SS 


dy", *,dAts Redti 
dx’ — PAT 


x 
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et pour la tangente au point EN Y') ’ 


dy" 


A h; 


Ptit 


donc, si y’ est positive, la courbe sera concave si le terme 


Lé Fr (a est négatif, et convexe s’il est positif. Or, 
dx?} x'+ 6h 


f 


2 
si l’on n’a pas nr — — 0, le signe du terme en question 


dy! 

ÔME 4 - quel que soit le signe de X. 
Les deux branches de la courbe commencent donc par 
être d’un même côté de la tangente ; ce qui montre 
que notre définition des tangentes renferme celle des 
anciens; et l'étude des points singuliers nous fera voir 
quelle est plus générale. Supposant donc que M 

da? 

soit pas nul, on voit que pour les points de la courbe 
de sont du côté des y positifs, la condition de concavité 


sera le même que tarde = 2 


2 ! 


rest #4 - Lo, et la condition de convexité est 5 Le Dar 
ee” X 


ni) = . , A » 4 
C’est l'inverse pour les points situés du côté des y néga- 
üfs. 


: d°y dpyt 
Si se — 0, il faudra que l’on ait —— in — © pour que 


les deux branches de la courbe soient d’un même côté de 


la tangente dans le ME du point que l’on considère, 
1 LA 


et c’est au signe it - qu'on reconnaîtra la concavité ou 


dx 
YE F Ce CS 2 N ‘ 
la convexité. De même, si in = 0; il faudra qu'on aït 
CT 


d'y! ons < 
Tr = 0, et ainsi de suite, 
ax 
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CHAPITRE IX. 


POINTS SINGULIERS. 


" Le “LUCE 
246. Lorsque la concavité se change en convexité, _ 
T 
doit changer de signe et, ue COnÉeAReES passer par zéro 
ou l'infini; les points où s'opère ce che se nom- 
ment points d’inflexion. 


É d'y ES 561 CE 
Mais il ne suffit pas que Ta SOit nul pour qu'il y ait 


3 


e , L 2. . 
inflexion ; car il faut, pour qu'il change de signe, que = h 


: d* ; 
ne soit pas nul, ou que . le soit en mème temps, et 
| ri 


ESC à : UT 5 sut | 
ainsi de suite. De même, si __ est infini, il faudra s’as- 
ax 


surer s’il change de signe. 

Points multiples. — On appelle ainsi ceux où passent 
plusieurs branches de courbe, et où l’on peut mener, 
par conséquent, plusieurs tangentes. On peut les déter= 
miner par des règles très-simples pour toutes les courbes 
algébriques. Soit F (x, y) — o une équation algébrique 
et rationnelle; on en tirera 


dE 3 dE dy 
dx. dydz 


(1) 


Or, cette équation devant être satisfaite par plusieurs 
valeurs de =; tandis que —-, —- n'en auraient qu'une 
dx dx’ dy | 


QU dF 
seule, on devra avoir — — 0, Re 
L# 


De — 0, conjointement ayec 


Ls 
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F{x,rl=0, Si l’on trouve des solutions réelles com - 


LA d 4 , 
munes à ces équations, les valeurs de seront données 
"4 1 


par l'équation 


—= O, 


- 


EF : dE dy d°'F (#) 


dx? É dxdy dx DE dYN AR 


que l'on obtient en diflérentiant l'équation (1), et rem- 
dE 
dx « 

Si trois branches passaient au même point, les cocffi- 
cients de cetie équation seraient encore nuls, ét l’on au- 
rait recours à la troisième dérivée de l’équation ; et ainsi 
de suite, | 


pl t it t A 5 
a acant ensuite Ei —— Dar Zero. 
p ä dy P 


Les deux branches seraient tangentes si deux valeurs 


de a étaient égales. 

dx | o 

Si l'équation était résolue par rapport à y et renfermait 
des radicaux à double signe, on reconnaîtrait les points 
multiples en cherchant les valeurs de x qui font dispa- 


raitre un de ces radicaux de y, sans le faire disparaître 

à ; 

de Ds car en ces points deux branches de courbe se cou- 
C4 


péront, et leurs tangentes seront différentes. 


247. Points de rebroussement. — Si en un point mul- 
£ d 4 
tiple deux valeurs de _ sont égales, et que les deux 
ax 


branches s’arrêtent en ce point, on a un point de rebrous- 
sement. IL est du premier genre lorsque les deux bran- 
ches sont de côtés différents de la tangente commune, et 
du second genre lorsqu'elles sont du même côté. On re- 
connaîtra que les branches s'arrêtent en ce point, lors- 
qu'en faisant varier x d’un côté seulement, leurs ordon- 
nées deviendront imaginaires. Il faut cependant excepter 
I. 231 


ô ® 
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dy 


ax 


le cas où 


serait infini en ce point; on considérerait 


alors l’abscisse au lieu de l’ordonnée. 
: | dy 
Le rebroussement sera du premier genre lorsque a 
4# 4 
sera de signe différent pour les deux branches; il sera du 
second quand ce signe sera le même. 


984. Points conjugués. — On appelle ainsi des points 
isolés dont les coordonnées satisfont à l'équation d’une 
courbe, sans qu'on en puisse supprimer ces solutions: 
Pour ces points, le Ay doit être imaginaire, et, par suite, 


d 
le plus souvent le A 
dx 


d . , 
+ Dans ce cas, comme le _ tiré 
BA 


d’une équation du premier degré, ne saurait être imagi= 
naire, les coordonnées des points conjugués satisferont 


este dF dE 
AUX ÉQUALIONS ——= 0, 7 —:0: 
{ dx ? dy 
On les trouvera ainsi en même temps que les points 


multiples. Mais Ay peut être imaginaire sans que la 
1e AY N Shi ts - 

limite de E le soit, parce que sa partie imaginaire pour: 
rait avoir pour limite zéro. 


249. Points d’'arrét. — On donne ee nom à tout point 
où s’arrête brusquement un branche unique de courbure: 
On les déterminera en cherchant les valeurs de x à 
partir desquelles y commence à devenir imaginaire, s'il 


était réel auparavant; ou à devenir réel, sil était imagi 


8 
naire. I faudra, de plus, s'assurer qu’il n’y a qu’une seule 
branche de la courbe à passer en ce point, et que, par 
conséquent, les valeurs voisines de x ne donnent pas plu: 


sieurs valeurs voisines pour y. 


250. Points saillants ou anguleux. — On appelle 
ainsi les points où s'arrêtent deux branches de courbe; : 
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sans y avoir la mème tangente. Ils rentrent dans la classe 
des points multiples. On les distinguera des points mul- 
tiples ordinaires, à ce que, comme dans le cas des points 
de rebroussement , les deux branches ne se prolongent pas 
au delà de leur point de rencontre. 

Lorsque l’équation d’une courbe ne donne qu’une seule 
valeur de y pour chaque valeur de x, toute valeur de x 


. d 4 , . . 
qui donnera deux valeurs pour _- déterminera évidem- 
ax 


ment un point saillant. 


Exemples de points singuliers. 
AA VAR ze! 
point multiple, inflexion. 


H tang ZE 
DV SNL Y=COST, y—tancs x = 
? ? z | & 4 


» Y —= + tangsz, 


inflexions. 
2P +: 1 


œ. y=p(z)+(e—e) 7 F(x) 
rebroussement du premier genre, si l’on a 


2p+I 
D -mmnt es. £ . 
Sy Ce NL 7 + 


rebroussement du second genre, si l’on à 


2 1 


A ects 


2 q 
en supposant qu'on n'ait pas 


o” (x) —= 0. 


F PME 


Pr Aa f Wu js #4 dé 
‘ar y Fa ES Et à LE 
Es Cas tons de ee 


MA 


RATS: -s = loge, “# 
| sa L'ERFCE °h ÿ 2, d'A gQ 


+ 


ren) en À 1 " — 
dat » . % 
Ê re, a CRE" \ É {4 \ 
LT ONE DT IN ENTRE) 28, 
s #3 4 


point d’arrèt à l’origine; 


Pres 


, 1 d * 
ve Te re FRE TE 


# É de : ‘v% L ds 
+ ; 4 es: à 


[' 


' 


maple, cr Poe sbscisse « a,sia 7 B. 


+ 


… 


* CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. ‘357 


L P L il ve j 


CHAPITRE X. 


. EXPRESSION DIFFÉRENTIELLE DU RAYON DE COURBURE. 
COURBES OSCULATRICES EN GÉNÉRAL. 
CONTACTS DE DIVERS ORDRES. 


254. La courbure en un point d’une courbe étant la 
limite du rapport de l'angle des tangentes extrémes à 
l'arc correspondant , aura pour valeur 


| A 
lim. — ou —;: 
S 
o désignant l'angle de la tangente avec l’axe des x; et si 
Von appelle R le rayon de courbure qui est aussi le rayon 
1 
du cercle osculateur, nous avons vu que RS la mesure 
de la courbure; on aura donc 
| ds 
R = —; 


do 


et, d’après les formules des n°° 242, 243, on aura dans un 
sysième de coordonnées rectangles 


L . dy? : 
Or) 
9 

" dx? 


et dans un système de coordonnées polaires 
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Les réciproques des valeurs de R seraient celles de la 
courbure. 

Si l’on prenait pour variable indépendinte une quan- 
tité quelconque £ différente de l’abscisse, on déduirait 
l'équation suivanie des formules générales par lesquelles 
on opère cette transformation : 


dr. PAS 
+ is PS 
dt? de? R ds 
ne RE — 1 = ————— + 
di dy dj dx de d'y — dy dx 


dt d®T dt dr 


On aurait pu passer aussi à la valeur de R exprimée en 
coordonnées polaires, en partant des coordonnées rectan- 
gulaires. On aurait trouvé la formule obtenue ci-dessus : 
d’une manière directe. 

Appliquons cette transformation au cas où la courbe 
serait donnée par une équation entre l’ordonnée et l’are, 
et prenons l'arc pour variable indépendante ; on a 


ne ï dx a Ye 
dx d'y dy dx + FT AT 


ms —— mt ms 


ds ds? ds ds? ” 


di Max, "4 dy d° RATES 
ds ds! ds dit CR 


d'où l’on tire 


Il serait, du reste, irès-facile de trouver directement 
cette dernière formule. On déterminerait l'angle de con- 
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inc do. en partant de la formule sin Mae d’où 
üngence d9, pé 3 Pr 


ds? 


FT ds = cosode = dy V ve re 


donc 


formule qui coïncide avec celle que l’on avait obtenue 
par le changement de la variable indépendante. 


Courbes osculatrices. 

952. Si l'on considère, au lieu d’un cerele, une courbe 
représentée par une équation donnée de forme, et conte- 
nant un certain nombre de coeflicients indéterminés, on 
pourra lui donner autant de points communs avec la 
courbe proposée, qu'il y a de ces coeflicients. Si l’on fait 
ensuite tendre tous ces points vers le premier, la limite 
vers laquelle tend la courbe variable se nomme la courbe 
osculatrice de la proposée, relativement à celles qui sont 
renfermées dans l'équation indéterminée. 

Ces conditions géométriques peuvent être exprimées 
par des relations très-simples entre les coeflicients difté- 
rentiels successifs des ordonnées des deux courbes : soient 
Li, Las Lg...) XL 1eS abscisses de m2 points communs à 
deux courbes, croissant par degrés inégaux suivant une 
loi quelconque ; on supposera, pour mettre le plus de gé- 
néralité possible dans la question , que l’on prenne pour 
variableindépendante une quantité quelconque t, dont x, 
et par suite y, seront des fonctions connues. 

Soient Y1, Vas 352. Ju les valeurs de y relatives aux 
points communs; les différences successives de y, jusqu’à 
l'ordre #2 — 1 peuvent s'exprimer, comme on le sait, au 


de part et d'autre, et, par suite, pro limites e. 
aussi les mêmes. FH 


Les m — 1 premières dérivées de y par rapport à & au! 
ront donc les mêmes valeurs au point commun, dans less 
deux courbes, et il en sera de même de 


dx dx L'on eh arr 


a greg 
dt dt? dinri 


Or on sait, d’ après les formules relatives au changement, | 
de la vari ble indépendante , que les valeurs de 


46 dy kr dry ) 


—— 9 
dx’ dx? 


ne dépendent que des dérivées de x et de y par rapport 
à £, depuis le premier ordre jusqu'à celui que l'on consi-\ 
dère , inclusivement, | 

Donc, quelle que soit la loi continue suivant ci 
les points communs se rapprochent du premier, la courbe | 
limite < scra telle que pour x = x: les quantités, 


y y dn—\ d: , 
18 9 MT TT, À] ee à. 
F EN dr dx? dant 


auront La mème valeur, si on les tire de son hs où 
de l ÉRHAu de % coutbe donnée, LR 4 : 


de dy. 
Fri quantités y CT Par run 


ions des deux courbes, et dans lesquelles on donnera : à f 


9 ne on tirera des é équa : 
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et y les valeurs x,, y 1 du point que l’on a choisi sur la 
première courbe. 

Mais on formera plus simplement ces 72 équations en 
diflérentiant #2 — 1 fois l’équation qu’il faut déterminer, 
etremplaçant dans celle-ci et dans ses 72 — 1 dérivées, 
æety par Zi, Y1, et les dérivées de y par celles qu'on 
tirera de l'équation connue. 

elle est la méthode générale au moyen de laquelle on 
trouve l'équation de la courbe osculatrice d’une espèce 
donnée. 

L Contacts de divers ordres. 


253. Lorsque deux courbes ont un point commun, et 
que l’on augmente l’abscisse de ce point d’une quantité 
“infiniment petite, la différence des ordonnées est généra- 
lement du premier ordre. 

Si cette différence est du deuxième ordre, on dit que 
les courbes ont un contact du premier ordre; si elle est 
du troisième ordre, on dit que le contact est du second; 
et, en général, il y a un contact du 2°°"° ordre éntre deux 
courbes , lorsque la différence de leurs ordonnées, à partir 
“du point commun, est un infiniment petitde l’ordre 7 +1 : 
d'où il suit qu'entre deux courbes qui ont un contact 
d’un certain ordre, il est impossible qu’il en passe une 
autre dans le voisinage du point commun, si son con- 
tact avec l’une quelconque des deux est d’un ordre infé- 
. rieur. 

Pour qu'il n’y ait rien d’incertain dans cette définition 
dés contacts de différents ordres, il est nécessaire de dé- 
montrer que l’ordre du contact est indépendant de la di- 
rection des axes; or c’est ce que l’on établit facilement en 
prouvant que, pour un point quelconque de l’une des 
courbes, les différences des ordonnées des deux courbes 
considérées relativement à des axes différents sont dans 
un rapport fini. Cette diflérence est la plus petite possible 


Lu: 
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quand les ordonnées sont perpendiculaires à la tangente” 
au point commun. | 

La seule direction qu’on doive excepter pour les ordon- 
nées est celle de la tangente au point commun. 

Maintenant, si l’on développe en séries les ordonnées 
des deux courbes suivant les puissances de l'accroissement 
de l’abscisse du point commun, on reconnait immédia- 
tement que le contact entre ses courbes sera de l’ordre n, 
si les 2 premières dérivées de l’ordonnée par rapport à 
l'abscisse sont respectivement égales pour chacune des 
courbes, quand on y substitue l’abscisse du point com- 
mun : Car, dans ce cas, la différence des ordonnées expri- 
mée au moyen des deux termes qui complètent respecti- 
vement les deux séries, est un infiniment petit de l’ordre 
nn + I. 

C’est là le caractère analytique auquel on reconnait l’or- 
dre du contact de deux lignes qui ont un point commun. 


Autre manière d'envisager les courbes osculatrices. 


254. IT résulte de ce qui vient d’être dit sur le contact 
des courbes, que pour avoir la courbe d’une espèce don-" 
née, qui a le contact de l’ordre le plus élevé avec une 
courbe dont l'équation est connue, il suffit de déterminer 
les coeflicients arbitraires de l’équation générale des“ 
courbes dont l'espèce est donnée, en exprimant que, pour 
l’abscisse que l’on considère, les ordonnées sont respeeti- | 
vement égales, ainsi que leurs dérivées successives jus= 
qu’à l’ordre le plus élevé possible. On établira ainsi au= 
tant d'équations qu'il y a de coefhcients indéterminés: 
L'ordre du contact sera le nombre de ces équations, moins 
une. . | 

On voit par là que la courbe osculatrice et la eourbe 
qui à le contact de l'ordre le plus élévé sont identiques: 
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Pour la ligne droite, dont l’équation n’a que deux coef- 
ficients arbitraires , le contact ne sera, en général, que du 
premier ordre; il sera du deuxième pour le cercle. Maïs il 
pourra arriver qu’en certains points particuliers le con- 
tact soit d’un ordre plus élevé. 

Lorsque l'équation de la courbe osculatrice cherchée 
west pas résolue par rapport à y, on forme ses équations 


f 


LI LA L2 . “ d 
différentielles successives et l’on y substitue à y", sa , EtC., 
dx 


les valeurs tirées de l’équation de la courbe donnée. Les 
seules inconnues sont alors les coeflicients; et s’ils entrent 
tous au premier degré, on trouvera un seul système de 
valeurs, et, par conséquent, une seule courbe osculatrice. 

Lorsque le nombre des dérivées communes est pair, la 
différence est d’un ordre impair, et, par conséquent, 
change de signe avec l’accroissement de x! : donc alors les 
courbes se coupent. C’est ce qui arrive, en général, pour 
le cercle osculateur. 

Si, au contraire, le nombre des dérivées communes est 
impair, la différence est d’ordre pair et ne change pas de 
signe avec l'accroissement de x’ : les lignes ne se coupent 
donc pas. C’est ce qui a lieu dans le cas de la ligne droite, 
excepté aux points d’inflexion. 

255. Les courbes les plus simples que l’on puisse 
mettre en contact avec une courbe donnée sont celles qui 
sont renfermées dans l’équation 


T=A+Bz+ Cr +...+Kzr. 


On peut établir un contact de l’ordre m—x entre les deux 
courbes, et l'on aura immédiatement l'équation de la 
courbe osculatrice en développant son ordonnée par la for- 
mule de Taylor, après avoir remplacé x par x/+(x—x"). 
Cette équation est la suivante, dans laquelle les dérivées 
de y sont remplacées par celles que donne l'équation de 


“+ N” De 


ÉAAVRE 112 00 


A h io 4 \ PU v. 
si mt — SL on à à la droite SERIE ni Le dont, A rain es 
L JE 0 1e sa 


der est 


Lt LOI 
œ, 6 étant les Por donmEEn dis centre, et R. Te rayon A. 
D’après les théories précédentes, on dé des con- 
stantes &,6, R, relatives au cercle osculateur au point +, 
y' d'une brie donnée, au moyen des troïs Me r 


(HUE EN 


! 


« ht 
1° et “7 étant ürés de l’ équation de Ja courbe 4940 
“das “dx? ne 


La seconde déces équations montre que le centre du cercle 
osculateur est situé sur la normale. | is 
On ürera de là 


s mrrénevriniss, ere. 365 


à à ] int , EU 'L TE 
La première; RENTE | "TRACE RETANES 


i hs LT dr r k 


: me deux équations et ces de Re courbe dore Mer 
nn rs y", ‘4 équation résultante entre & et 6 repré- a 
ieu des centres de courbure, ou la développée D 


" FOMLE dd A LU, 
6 Eine MONT 
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CHAPITRE XI. 


THÉORIE ANALYTIQUE DES DÉVELOPPÉES. 
COURBES ENVELOPPES. 


257. Les équations qui déterminent les coordonnées +; 
6 du centre de courbure, ou du point de la développée; 
correspondant au point(x’, y”)de la courbe donnée, sont; 
d’après le numéro précédent, 


dy! 

(1) (aa) PUY 
dy"? d'y 

(2) IR I 08) 0 


Ces équations ayant lieu quel que soit le point que l’on 
considère, si l’on donne à x’ un accroissement infiniment 
petit, y’, «, 6, qui sont des fonctions de x’, en recevront 
de correspondants, et les équations (1) et (2) seront en= 
core satisfaites ; les accroïissements de leurs premiers mem: 
bres seront donc nuls, et, par suite, leurs dérivées par 
rapport à x’. | 

Or l'équation (1), différentiée en considérant «&, 6, y 
comme fonctions de x’, et ayant égard à l'équation (2}; 
donne 


da d6 dy : dé I 
——— me mt me nes Kosatx 1 —— PL 
dx'  dzx' dx! d : da dy" À 
dx! 


d’où il résulte, comme nous l’avions dejà démontré, que 
la normale à la courbe donnée est tangente à sa déve: 
doppée, au centre de courbure. 
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258. Le calcul peut encore conduire à la seconde pro- 
priété, qui consiste en ce que la différence de deux rayons 
de courbure d’une courbe est égal à l’arc correspondant 
de sa développée :1l suffit, pour cela, de parvenir à une 
équation qui ne renferme que dR, De do: 
Or, si l’on différentie l'équation 


(3) (x'— x} +(y'— 6) —R?, 
on trouvera , en ayant égard à l’équation (1), 


EE 8) 46 dR. 


Cr — ) 


et si l’on remet pour x'—« sa valeur tirée de (1), il vient 


Le (Qi de _ de dR 
M Gran e ra 
da 
et, remplaçant © 7 par — Da? 


PPT CELA EN EL 
4 d6 dx! dr 
Pour éliminer y'— 6, on remarquera que les équa- 
tions (1) et (3) donnent 


; 


y dy"? GR } da? 
R—(7—6) +2 ou R—(y —6) Pre 


d’où 
Rd6 


Po G= ———  ——  " 
V da? + dé? 


Reportant cette valeur de y’ — 6 dans l'équation ci- 
dessus, il vient, abstraction faite du signe du radical, 
dK = V da + d6?, 


ce qui démontre que la diflérentielle du rayon de cour- 


368 ; SOUPIVRE cé SM se ER 
bure est égale à à celle de l'arc de la Peu D'o 
conclut qu'un arc quelconque de la développée est ég 
la différence des rayons de courbure tangents-àrses ext 
mités. La description de la première courbe d’un mou 
ment continu, par le développement de la seconde ( 


résulte, comme nous l’avions fait voir PRÉ | n 


259. Si l’on donnait l'équation F (a, 6) - = 0 ae 
développée, et qu’on demandät celle de la développant, il 
faudrait éliminer «& et 6 entre l'équation donnée et les 


L2 
» 


deux suivantes : 


haie 


AL 


do ‘ s À ÿ L 
dans lesquelles FE serait donnée en fonction de & et 6 au 
moyen de l'équation F (x, 6) = 0. Il en résulterait une 


dy 
équation entre x 1V5rzt El au moyen du calcul intégral 
* 0 \ 


on trouverait l' éAiition finie entre x et y.” 
Les coordonnées x, y d’un us quelconque de L 
développante peuvent facilement s'exprimer au moye 
des coordonnées +, 6 et de l’arc s de la développée. ne 
Une construction très-simple conduit immédiatemen 
aux équations 


tion est &? + 6° — «?, on trouve d’abord 


LÉ CRE: | 
DAS CA ou à LE EEE 


équation qui donnerait immédiatement la f projection de 


: 0 
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x et y sur le rayon a mené au point de contact. Mais. 


DD. S SANTE, A 
00 00 —- — Sin , €l SE Va + y°Æ a. 
D Le a 


L'équation de la développante du cercle sera donc 
D — PUR de ee OS 
æ COS— Vx? + Ve a+ y sin —  æ° + J'— = a 
a 


et en coordonnées polai res 


| SEEN a 
LR es nee V T? — 4° — arc CoS—» 
a F 


comme la figure le donnerait immédiatement. 


Courbes enveloppes. 


260. Nous avons vu (n° 154) que si l’on considère la 
courbe représentée par une équation F (x, y,a) — 0, 
qu'on cherche la limite des points de rencontre de cette 
courbe avec celles qui résulteraient d'un accroissement 
infiniment petit donné à a; et que l’on cherche le lieu de 
ces points limites sur toutes les courbes représentées par 
Péquation proposée, dans laquelle a varierait d’une ma- 
nière continue, il suffit, pour obtenir ce lieu, d'éliminer 
la constante a entre l'équation de la courbe variable et 
sa dérivée partielle par rapport à cette constante. 

Nous avons fait remarquer que les raisonnements qui 
ont conduit à cette règle supposent que la fonction 
EP (x, y, a) n’ait qu'une seule valeur, pour un même 
système de valeurs de x, y, a; car, sans cela, il serait pos- 
sible qu'on dût prendre deux des formes différentes de 
cette fonction dans les équations des deux courbes voi- 
sines. Dans ce cas, on ne pourrait supprimer F (x, y, a) 
dans la seconde, et les valeurs limites de x, y seraient 


LA 24 
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celles qui rendraient égales les deux valeurs de cette 

fonction. De 
La propriété remarquable qu'a cette courbe d’être tan= 

sente à toutes les positions successives de la courbe varia- 

ble, ei que nous avons démontrée géométriquement, PC 

être établie comme if suit par le calcul. 


dF 
En effet, si de l'équation — = 06 on ure a =o(x 
SA pay) 


et qu'on substitue cette valeur dans F (T, y, 4} —=0, 010 
aura, pour l'équation du lieu cherché, | 


+ Pod F{xr, r,9(x, r)]= 
Soit l'équation d’une quelconque des courbes variables 


(2) Fr, ÿ,a) =: | 


Ces deux courbes (1) et (2) ont généralement des points # 
communs, d’après la génération de la première; or il es * 


je 


< : É d 
facile de démontrer qu’en ces points la valeur de _- est la 
ATX ; 


mème d’après les deux équations. 
En effet, l'équation (1) différentiée donne 


dE IE dy  dF {/d lo d 
dx." dy dx * ‘do \dx -dyide 


dE dE 
Mais 7e ne diffère de — 7: au en ce que @ (x YLY remplace 
a,;etp{x, y) est terre la valeur de a qui rend nul 
dE dE 


—; donc —— est identiquement nul; et il reste pour dé= 
da do Fe 


. dy ? 4 L'4 & 
terminer ——; d’après l'équation (1 
dx Ï q ( } 7 


PS var LIENS 
SE PET 1 Ée pr 
dx dy dx 
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Maintenant l'équation (2) diflérentiée donne 
de ar dr, 
dx dy dx ;": ? 
équation qui ne diffère de la précédente qu en ce que a°y 
remplace o (x, y). Mais pour le point commun aux deux 
courbes, on aa—#®{x,y), puisque cetie équation n'est 


F : dy 
autre que—— — 0 : donc, en ce point, la valeur de <— est la 
da | dx 


même pour les courbes; donc enfin la courbe variable est 
constamment tangente à la courbe fixe qui est le lieu de 
ses intersections successives, et c’est pour cela qu'on a 
donné à cette dernière le nom de courbe enveloppe. 
Néanmoins il ne faut pas croire que la courbe enveloppe 
soit nécessairement tangente à toutes les courbes varia- 
bles; cela n’a lieu que pour celles qui sont coupées par 
les courbes infiniment voisines, et les raisonnements 
précédents ne s'appliquent qu’à celles-là.Or il peut arriver 
que ce ne soit qu'entre certaines limites de la constante 
que cette intersection ait lieu. Il est donc plus exact de 
définir la courbe enveloppe par la propriété d’être le lieu 
des intersections successives des courbes variables, que 


«par celle d’être tangente à ces courbes dans toutes leurs 
positions. 


261. Si l’on prend pour la ligne variable la normale à 
une courbe donnée, l'enveloppe sera le few des centres 
de courbure, puisqu'on a démontré qu'ils sont les limites 
des rencontres des normales infiniment voisines. En ap- 
pliquant à cette question la théorie qui vient d’être 
exposée , il est facile de voir que le calcul conduit à la 


développée. En eflet, l'équation d'une normale quel- 
conque est 


I 
PF (x — x); 


dy 
RE 


D 
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: foncti > de x’ j lace ici 1 
y est une fonction connue de x , et x remplace 101 la 


constante a. Diflérentiant cette équation par rapport à x’, ) 
il vient 


d'y’ \ 
dy’ dr"? : 1 
st ie TES 
dx"? dx’ 
d'où 
dy" dy’? 
dx \°T dr 
v— aie PEL - 
hé 
et, par suile, 
An 
2 1 ET 
ÉTAT 
Ÿe à on 


Ces valeurs de x et y sont précisément celles de & et 6 du 
n° 256. Pour obtenir l'équation de la courbe enveloppe, 
il faudrait éliminer x’ entre ces deux équations, après 
avoir préalablement remplacé y’ en fonction de x": ce qui 
revient à éliminer x’, y’ entre ces deux équations et celle 
de la courbe donnée. Ce calcul n’est autre que celui qui 
est indiqué n° 256 pour obtenir l’équauon de la déve- 


Toppée. 
Applications des théories précédentes. 
262. Parabole. — Soit x? — 2 py ; on en tire 


æ? AY ULE. RUES I 
=) EE (= Se 
2DŸ NdZ ;;" p dE, EE 


La valeur du rayon de courbure sera 


x?) 
nr (15) 


Les coordonnées du centre de courbure seront données 
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par les équations 
| # 
Y—6—=—-pli+—- 


et 


Éliminant x et y entre ces deux équations et celle de la 


parabole, on trouve, pour équation de la développée, 


ee 
LE 


6—p—ip" a. 


Cette courbe a un rebroussement du premier genre au 
point pour lequel & — O0. 


Ellipse. — L'équation a°y* + b?x? — a? b° donne 


PR LOEE dire b: 
dx «y dx? PUR 
2 
TE A bæ)? 
” a" bi 


Or, eu désignant toujours par N la longueur de la nor- 
male, on a 


STE ea ETS | 
Ru ne 
donc 


a? N° N° 

Le fee P 
p désignant le demi-paramètre. 

On trouverait la même formule pour l’hyperbole et la 


parabole. Les coordonnées du centre de courbure seront 
données par les équations 


bre 


2 DATE REA (ay + br )x 


F Hennl * P= 
a? b‘ b? a“ 
Si, au moyen de l’équation de l’ellipse, on élimine x de 
la première, et y de la seconde, on trouve, en posant 


LA Re 
4e + \e : 
# d 
3 4 : ! ’ . é LS S 
374 NAN OR VRRUTE À SODOONNSRRS 
. b*6 2 ER 
FR ATOUT 
ou 
4 #4 
DR ON TER 
YF —= — Pre , LE T4 œ' 
c° c° 


et, substituant dans l’équation de l'elipse, on a, s, pour! 
l'équation de la développée, | + 


SAT z + = 
b5 63 — a — çc° 


4 


65 — avat = — 0. 
Elle se déduirait de celle de l’ellipse en y changeant b? 
enis-0" | 4 
Cycloïde. — L'équation différentielle de la. eydloi de 
est ds | 70) 
dy: 24 | LES RS TAUX 


= = —— 1, d' ee 
dx We a Fe dx? LR 


et, par suite, 
ee V D AY 000 
N désignant la normale; d’où l’on conclurait, comme 
précédemment, que la développée d’une cycloïde se com= 
pose de deux demi- cycloïdes identiques à la première. 
On peut déterminer l'aire de la cycloïde en la considé: 
rant comme la somme des parties comprises xt | 
rayons de courbure consécutifs. : "4 
Soient QH, PK (/ig 62) deux rayons, nt vo - 


sins, S leur point de concours, et PR pres à AA';le | 


Lu 
Ra 
+ 


tapport des triangles semblables SLEF, SRP est Fe 
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la limite est +; de plus, QRP est infiniment petit par 
_ rapport à ces triangles, ainsi que l’aire HSK. Donc la li- 
mite de la somme des aires LFPR, depuis A’ jusqu’à A, 
est l'aire comprise entre la cycloïde AEA et sa base; et 
la limite de la somme des triangles SLF est l’aire com- 
prise entre AA’ et les arcs AB, A’B : cette aire ajoutée à 
la première forme le rectangle construit sur AA’ et 2 a. 
D'ailleurs le rapport de LFPR à SLF à pour limite 3, 
puisque le rapport de SPR à SFL a pour limite 4. Donc 
Paire de la cycloïde AEA’ est les trois quarts du rectangle 
qui a pour base 27ra et pour hauteur 24, ei dont l'aire 
est, par conséquent, 47 &°. 

L'aire de la cycloïde est donc 3r a”, ou trois fois celle 
du cercle générateur. 

Spirale logarithmique. — Son équation r — ae" donne, 
comme on l’a vu ci-dessus, 


dr m0 d? 1 È "n0 
nt NC , FH NNrUE 9 
d0 d 0? 


N == 4e"0 Vi+ m?' = MO, (fig. 91) S, = mae"? — AO. 
On trouvera, pour le rayon de courbure, 
R—ae" it m, où R— MO. 


Le centre de courbure est donc à la rencontre de la nor 
male avec la perpendiculaire menée par le pôle au rayon 
vecteur. 
Si l’on pose 
DR PT AU 


| 0 2 . ° , , ï > 
l'équation polaire de la développée sera, d’après ce qui 


précède " 
2 


r — mac FA 


FE PEN RE UT ne î 
a Fr 
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On peut lui donner la même forme qu’à la proposée, 
en comptant les angles à parür d’une droite faisant avee 
AX un angle « tel, que l’on ait | 


PFéquation précédente devient alors 


= ae". 

La développée d’une spirale logarithmique est donc“ 
une spirale identique, et qui coïnciderait avec elle, si on 
la faisait tourner autour du pôle, d’une quantité angu- 

r ll" 


laire x égale à - — —- 
2 nm 


La différence des deux rayons de courbure MO, M'O' 
étant égale à l’arc OO” de la développée, ik s'ensuit 
que si le point M’ tend indéfiniment vers le pôle, ainsi 
que ©, l'arc OO’ se rapprochera indéfiniment d’être égal. 
à MO. 

Ainsi la longueur totale de l'arc d’une spirale loga- 
rithmique compris entre un point quelconque O et le 
pôle asymptote, est égale à la tangente OM terminée à: 
la perpendiculaire au rayon vecteur AO, menée par le” 


pôle 


TN, à 
#3 
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CHAPITRE XI. 


TANGENTES, ET PLANS NORMAUX AUX COURBES A 
DOUBLE COURBURE. PLANS TANGENTS, ET 
NORMALES AUX SURFACES COURBES. 


263. Une courbe dont tous les points ne sont pas dans 
un même plan est dite à double courbure. La tangente en 
un quelconque de ses points, est la limite vers laquelle 
tend une sécanté qui passe par ce point et par un autre 
appartenant aussi à la courbe, et qui se rapproche indéfi- 
niment du premier. 

On appelle lorgueur d’un arc la limite vers laquelle 
tend le périmètre d’un polygone inscrit, lorsque ses côtés 
tendént tous vers zéro. Cette limite est indépendante du 
mode de division de l'arc, parce que les rapports des élé- 
ments correspondants de ces polygones, compris entre 
des plans parallèles infiniment voisins, ont pour limite 
l'unité. | | 

On pourra donc encore prendre la corde ou la tan- 
gente au lieu de l’arc infiniment petit, et la différentielle 
ds de l'arc d’une courbe à double courbure aura pour ex- 
pression 

ds — Vdx? + dy? + d2!, 


les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires. 


264. Une sécante passant par les points de la courbe 
ayant pour coordonnées 


Æ;Y» 2, ef THAX, Y+AY, z+Az, 
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fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont L 


“ ne 


A x A Z . 
AS VAS NE 


en regardant Às comme égal à sa corde, ce qui ne changé 


pas les himites. Leurs signes apprennent si la droite diri= 


gée du premier point vers le second, fait avec les axes 


des angles aigus ou obus. 
dx dy dz 


Les limites de ces expressions, OU 0 255 SODTIS 
ds ds ds 


cosinus des angles que fait la tangente avec les axes. 


e 


265. Les équations de la sécante passant par le point! 


x’, y’, 2! de la courbe et un autre point infiniment vo® 


sin, sont 


A x AY 
Ven À RSS ke East f-: RE EN DCE U 


Donc les Pa de la tangente seront, en prenant ces! 


rapports différentiels à leurs limites, 


LE 


Si la courbe est déterminée par les CRE de ses 


dx! 
projections sur les PIRGE XZ, YZ,on uürera==er : de 


dz LA 
chacune d'elles. 


Si elle est donnée par deux éqüations à trois variables | 


Fr, 2)=0, {2720 
ou en déduira 
dE dx! PLA dE dy or df dx}; 1df LPO 
di di Taj di dé dr dd 


et il faudra tirer de ces deux équations les valeursde 


dx" dy! 
Ti qu Pour Îles reporter dans les précédentes, ou éli- 


ln! 
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4 art 


dx” dy 
da? dz 
équations ; on obtient ainsi, pour les équations de Ja tan- 
_gente, 


miner de toute autre manière + entre les quatre 


dE } dF | dF LS CR 
iv) ua) 
df df 


À ! f / 
Rad; ;0r—-r)+te 


Nous verrons plus tard que ces équations ne sont autre 
chose que celles des plans tangents aux surfaces repré- 
sentées par les deux équations données, et dont la courbe 
donnée est l'intersection. | 


266. On appelle plan normal celui qui est perpendi- 
culaire à la tangente, au point de contact. Son équation 
sera, d’après celles que nous avons données d’abord pour 
Ja tangente, 


Z— 2 + — (x LE ST EMRANTS == 01 
ou 
(&—2) dt +(yr—')dr + (272) d/ = 
On pourrait parvenir à cette même équation en cher- 
chant le lieu des droïtes menées par le point x’, y’, z’, 
pérpendiculairement à la tangente.Soïent, en effet,x, y, z 
les coordonnées d’un point quelconque d’une -de ces 
droites , les cosinus des angles qu’elle fait avec les axes 
sont proportionnels aux quantités x—x',y—7',z—2/; 
ceux qui se rapportent à la tangente sont proportionnels 
à dx’, dy, dz! : or, pour que ces deux directions soient 
perpendiculaires, il faut que le cosinus de leur angle 
soit nul; d’où résulte, pour tous les points du lieu, 
{æ — x) dx + (y — y) dy! + (z Fs z' JS 
267. On peut encore obtenir l'équation du plan nor- 
mal en le considérant eomme la limite du plan qui ren- 
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ferme les points communs à deux sphères égales ayant 
leurs centres en deux points de la courbe, infiniment 
Voisins. 

Soient RU z!' les coordonnées du premier point; 
x'+ Ax',y'+ Ay', z'+ Az! celles du second, et RE 
rayon des sphères; l'équation de la première est | 


(x — x} + (y — JP + (2— 7} =R; 
celle de la seconde est 
aa) + (y y ay} + (es Ad) =R 


Elles ont lieu en même temps pour les points communs, 
et si on les soustrait l’une de l’autre, on trouve , en né- 
gligeant les infiniment petits du second ordre et substi 
tuant les différentielles aux différences , 


(x — x’) dx'+ (y — y") dy! + (z — 7!) dz' = 0. 


Cette équation étant du premier degré est celle du plan 
qui contient le cercle d'intersection des sphères, pris à 1 
limite, ou du plan normal: 

Toute ligne située dans le plan normal est dite zor= 
male à la courbe. 


Tout plan passant par la tangente est nommé plan tan= 
gent à la courbe. 
Plans tangents,. plans normaux, et normales aux 
surfaces courbes. 


268. Plan tangent. — Une tangente à une surface est 
la limite vers laquelle tend une sécante menée par un 
point de cette surface, lorsqu'un second point di intersec- 
tion tend vers le premier. 

Ce second point pouvant tendre d’une infinité de ma 
nières vers le premier, il ya une infinité de tangentes à 
la surface en ce point. Nous allons démontrer que le lieu 
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_ de toutes ces tangentes est un plan, et nous lui donnerons 
le nom de plan tangent. 
- Pour déterminer, en général , le lieu de ces tangentes, 
soit | 
M mz—0,.ou 2=/f(r,7) 


l'équation de la surface. 
Les équations d’une tangente quelconque au point x’, 
y', z' seront 
dx’ | TUE 


Made), rer); 


dy 
dz'° dz 
elles par l'équation 


dx! l 
les quantités sont indéterminées, mais liées entre 


! ! 


DE dx dy 
ST 4 PDA L'aRS PT 


dans laquelle p et q représentent les dérivées partielles 


dz/ dz/ PQ x # : 
(S) ; (5) » tirées de l’équation z = f(x,y). 


PE, EL ee 2 dy" 
Si l’on élimine Hi + entre les trois équations précé- 
_ dentes, on aura l’équation du lieu de toutes les tangentes. 
On trouve ainsi 


tan) (r 4) 


M ei. Hs 0 , 
ou + $ 
Poe pair ah 9 (=), 
ou 
dz' f 

\ Pen  (T æ} FU 7.) 
dz! La) 
De € Er désignant les dérivées partielles de la fonction 


dexety qui exprime la valeur de z. Cette équation étant 
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du premier degré par rapport à x, y, z,il s'ensuit que le 

lieu des tangentes est un plan. | 
L’équation du plan tangent prend une autre forme 

quand l’équation de la surface est de la forme 


For, rs 2 0e 


et non résolue par rapport à Z. 
dz dz! 


On déterminera —, et — par les équations 
dx dy 


CA dE dz! nl dE dF dz! 


26 de 2 0 CES 


et l'équation du plan tangent sera 


dE dE , dE 
£ O0. 


xz— x) — y) + (z— 3) — — 
ea) + br + (te 

269. Normale. — La normale est la perpendiculairé 
au plan tangent, menée au point de contact; ses équa= 


tions seront donc 


dz/ dz/ 
D RP EPST DNS TUE JP A #1 
ou 
aise CHAR dE dE. 
(ax) =(s 2) RE nr | 


Plan normal. — Si, au point de contact d’une tan=. 
gente à une surface, on mène un plan perpendiculaire 
à cette ligne, on aura un plan normal à la surface. On 
trouvera son équation, soit en partant des équations d’une : 
tangente, soit par l'intersection de deux sphères égales 
dont les centres se rapprochent indéfiniment. De cette 
manière on aura pour l'équation d’un plan normal quel 


l 


conque au point x’, y', z', 
(x—x')dx + (y — y) dr + (z—2)dr=0% 


Elle est indéterminée parce que les différenuelles dx 
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_dy', dz! ne sont assujettis qu’à la condition 


dz! dz! 
d= pas + qd = dx ee RÉ 


et si l’on substitue cette valeur de dz', on obtient 


dz 5 
dx! es + (2 = +) 


cz’ a : 
+ dy’ Four .(z—3)|= 0. 
dy : 
Cette équation changera avec le rapport que l'on établira 
enire dx’, dy', et représentera tous les plans normaux au 
point donné. 


De cette équation du plan normal on peut déduire 
celle de la normale, et, par suite, du plan tangent. 
En eflet, on voit quelle est satisfaite, quel que soit le 
rapport de dy’ à dx’, si l’on pose les deux équations 


dz' dz' ; 
ne Mi — O, OR ANNE er PET 


Donc tous les plans normaux se coupent suivant une 
même droite, représentée par ces deux équations. Cette 
droite étant perpendiculaire à toutes les tangentes, ces 
dernières sont toutes dans un même plan, ayant pour 
équation 

dz/ dz' 

4 4 A 
Dmst (mn) (y — y). 

Te | F0 7) 
On trouve ainsi, indépendamment de la première mé- 
thode, les équations du plan tangent et de la normale. 


Sur la distance des droites successives d'un système 
continu. 


270. Si l’on considère une série de droites dont les 
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équations générales dépendent d’une constante dont la va- 
leur puisse varier arbitrairement.et d’une manière con- 
ünue, la plus courte distance de deux de ces droites, 
correspondantes à des différences infiniment petites entre 
les constantes, peut être du même ordre que ces diffé- 
rences, ou d'un ordre différent. 

L'objet que nous nous proposons ici est de déterminer 
avec plus de précision qu'on ne l’a fait jusqu'ici l’or- 
dre infinitésimal de cette distance, et c’est ce que nous 
ferons au moyen d’une remarque curieuse due à M, Bou- 
quet. Elle consiste en ce que, si dans une série continue 
quelconque de droites, la distance de deux consécutives 
est généralement d'un ordre supérieur au premier, elle 
est au moins du troisième. 

Soient, en effet, 


x=az+a, Yÿ = bz +6 


les équations d’une droite quelconque de la série, a, à, 
4, 6 dépendant d’une certaine constante unique ; Aa, Ab, 
Az, A6 les accroissements des constantes, en passantà, 
une droite infiniment voisine, faisant partie de la même 
série : la plus courte distance d de ces deux droites sers) 
d’après une formule élémentaire connue, 


AaA6— AbA« 


DE ———— 
VAa'+ Ab+{(aAb — bAa} 


Or, on a 


DAS da + = d'a + da +. 


Bees 
2 2.3 


At== dose die + : Da+..., 
2 %,9 


A6 — dé + = d'e LL STRESS 
2 2.3 
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il en résulte + 
AaN6 — AbAx — (dad8 — dbda) 
+ + (da d?6 + d6 d’?a — db d'a — dad?b)+.... 


Or, si le premier terme dad6 — dbda n’est pas nul, le 
denominateur de d étant un infiniment petit du premier 
ordre, et son numérateur du second, d sera du premier 
ordre. Si, au contraire, on a constamment 


dad6 — dbda = 0, 


le numérateur devient d’un ordre plus élevé de deux 
unités, parce que l’ensemble des termes du troisième 
ordre n’est autre chose que la moitié de la différentielle 
de da d6 — dbda, et cette dernière quantité étant con- 
stamment nulle, sa différentielle l’est aussi. 

D'où résulte cette conséquence remarquable, que, si la 
distance de deux droites consécutives, prises dans une 
série quelconque, est généralement d'un ordre infini- 
tésimal supérieur au premier, elle est au moins du 
troisième. 

Le théorème que nous venons de démontrer est sou- 
mis, comme presque tous Îles autres, à des exceptions 
très-particulières ; il est fondé sur des développements 
généralement possibles, mais qui, pour certains points 
singuliers, pourraient devenir illusoires. 


Application aux tangentes à une courbe. 


271. Les équations d’une tangente quelconque sont 


On a done, dans ce cas, 


dx 


mt 2 A ÈS SALE EN et PRE OS 
= 5) red Ed 2 —» 6—=7 : 


dz 


I, 25 


LT I ace MURAT TARN à da EE de LS + TND NE 


— 


386 | LIVRE 11/5808 Dr, 

Nous pendrons z' pour la constante qui déterm 

PRAaOn de la droite, et dont x', y' sont des fonctions 

d’après les équations de la Re 
Cela posé, on aura 


di" "ONE ED PE 
ds dd?” ir Tia tl 


el, par conséquent, 


da d6 — db da = 0. 


Donc, en général, dans toute courbe à double cour 
bure, la plus courte distance de deux tangentes infini 
mént voisines est un infiniment petit du troisièn L 
ordre, si la distance des deux points de contact est di 
premier. 4 


Application aux normales à une surface. 
272. Les équations générales d’une normale sont M 


repli), == 
dz! ;idat 
2e" ay 0 

Si maintenant on conçoit une courbe quelconque 
la surface en établissant entre x’, y', z! une seco 
équation au moyen de laquelle ces trois coordom 


p et q désignant les dérivées partielles 


ner cette courbe de manière à ce que la plus cour 
tance de deux normales, correspondantes à des vale 
infiniment voisines de la constante, c'est-à-dire à d 
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petit du troisième ordre, la distance des deux points étant 
du premier. 

Dans le cas actuel, on aura 
A D, b——q, a—=x +pz, 6—=7y + g7, 


et l’équation da dé — db da devient 


(dy + qdz')dp — (dx! + pdz') dq. 


En remplaçant dz' par sa valeur pdx"+ qdy'; et for- 
mant les différentielles dp, dq d'après les dérivées par- 
Dar nd? z :: d?z 
dx? dz' dy!’ dy"! 
cette équation devient 


tielles que nous désignerons par r, 5, £, 


dy’ \:? dy’ 
(parts) (TS) tr 9) ES 


dx’ 


+ pqr —s(i+ p')= 0. 


Cette condition, jointe à celle de la surface, détermine 
les courbes jouissant de la propriété demandée, et que 
l’on nomme lignes de courbure de la surface. Nous re- 
viendrons sur ce point quand nous aurons étudié les 
équations différentielles. Nous nous bornerons à remar- 


LS SAME 
quer que l'équation donnant deux valeurs pour _—. il \! 


a en chaque point de la surface deux directions jouissant 
de la propriété en question. 


25. 
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CHAPITRE XIE. 


PLAN OSCULATEUR D'UNE COURBE. CERCLE OSCULA- 
TEUR. ANGLE DE CONTINGENCE. ANGLE DE TORSION. 
SURFACE POLAIRE. CENTRE DE LA SPHÈRE OSCU-* 
LATRICE. CONTACTS DES COURBES A DOUBLE COUR- 
BURE. DÉVELOPPÉES DE CES COURBES. CONTACTS. 
DES SURFACES. 


273. Plan osculateur. — On appelle ainsi la limite 
vers laquelle tend le plan qui passe par trois points d’une 
courbe, qui tenüent indéfiniment à se réduire à un seul. 
Soient x’, y’, z' les coordonnées d’un point quelconque“ 
de la courbe, x’+ Ax', y'+Ay', z'+ Az! celles 
d’un point infiniment voisin, et x'+2Ax'+ 4x, 
y'+2A4y'+ Ay', z'+ 2Az'+ A?z' celles d’un troi- 
sième point de la courbe, les différentielles étant déter-« 
minées d’après les accroïissements égaux d’une variable 
quelconque, dont x’, y’, z' sont des fonctions déter- 
minées. | 

Tout plan qui passe par le premier point a pour équa- 
tion 

z— 2 —=a(x— x) + 0b(y— 7); 
pour qu il passe par les deux autres, on aura les condi=« 
tions | | 
Az —=aAx'+ bay, 
A?z/— ax" + bA’y"; 


et pour le plan limite ces équations auront lieu entre les 
différentielles 


dx'ses dr "ds, 14") AP ONEER 
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Les valeurs de a et b tirées de ces deux équations, et 

reportées dans celle du plan, donnent l'équation du plan 
osculateur, qui est 


(@— 2") (dy dz'— d;' dy) + (y — y) (dz'd'x' — dx’ d? z/) 
+(z— 3) (dx'd y" — dy'd x!) — 0. 


274. Si l’on cherchait la limite des plans passant par la 
tangente en un point d’une courbe, et par un autre de ses 
points tendant vers le premier, il est facile de voir qu’on 
retrouverait le plan osculateur. 

En eflet, les équations de la tangente sont 


dx —=—(z2— 2), y—7y = RE D ol: 


et le plan dont l'équation est 
z—z—=a(x—x)+bd(ry — 7) 


contiendra cette tangente, si l’on a 


= ME 1! = adc! + bdy 
EM T Hat? ou Ro EE 


= 


ou, prenant { pour variable indépendante, 


Pour que ce même plan passe par un point ayant pour 
, / à 
coordonnées x + Ax', ÿ'+Ay', z'+ Az', il faudra 

que l’on ait 
Nz—= ak t"+4 b A dy. 


Mais on ne pourra, dans cette équation, négliger les 
termes du second ordre, parce que tous ceux du premier 
disparaissent, en vertu de l'équation précédente. 

En eilet, si l’on développe les différences, et qu'on se 
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borne au second ordre, on aura 


À ! dz Rue AT: 
2e 22 à 
dt dt : 9 4 
ly d'y! At? 
A y! —— — —+-,, 
4 dé Le EC 
; dx’ d°x! Ar? 
Ar = — At+ ——— — + 
dt de 2 


Substituant dans l'équation ci-dessus, les termes qui 
renferment At au premier degré disparaissent , et il reste,” 


en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, et“ 
sus P ; 


Fos A'r° 
divisant par —; 


4] 


d°3/ d'x! di 
== Ha {27 — ad?x! bd?y!. 
de? 3 de? RE dt: À ES ja es 


Les coefficients « et b sont donc déterminés par les mêmes 


équations que précédemment, et l'on trouve l'équation M 


du plan osculateur. 


On trouverait encore le même plan en cherchant as 
limite de celui qui passerait par une tangente et une pas 


rallèle à la tangente infiniment voisine. 


275. Angle de contingence. —On appelle aïnsi angle 
de deux tangentes infiniment voisines, ou, pour parler 
rigoureusement, la différentielle qui correspond à cet 
angle infiniment petit; c’est-à-dire une quantité dontle 
rapport à l’accroissement de la variable indépendante 
soit égal à la limite du rapport de l'angle des tangentes à 
ce même accroissement. Ces tangentes n'étant pas dans un 
même plan, leur angle est celui de deux droites qui pas= 


seraient par un même point et leur seraient parallèles” 


Soient a, b, c les cosinus des angles formés avec les axes 


par la première tangente, et a + Aa, b + Ab, c +A 


os 
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ceux qui se rapportent à la seconde; le cosinus de l’angle « 
de ces deux directions sera 


COS © = da +b?+c'+aAa + bAb + cAc 
— 1 +aAa—+bAb+caAc. 


De l'équation 
Œ+b+Ec= 1 
on tire 


2aAa + 2b Ab + 2cAc + Aa? + Ab'+ Ac —=0; 


donc 


cos 2 sin’ = Fa EU AE raba 
I — = D re DRE ET PT A ER APP 
2 2 


Si l’on remplace sin © par w, et les différences par les 


différentielles, © sera ce que nous avons appelé l'angle 
de contingence, et l’on aura 


= da? + db?+ d?, où w —= ÿ da? + db? + de’. 


On pourrait encore établir cette formule par des considé- 
rations géométriques. 

Menant MB (fig. 92) parallèle à la seconde tangente, 
et prenant MA = MB—1:,0ona 


arc AB = 0. 


Projetant le triangle rectiligne MAB sur les trois axes, et 
appelant À, um, v les angles de la direction AB avec les 
directions positives de ces axes, on pourra écrire 


da —=wcos), db—wcosu, dc—=ecos», 
da 
db de 


EE COSVIENE 
V da? + db? + de’ V da? + db? + de’ 


© —V da + db? +de, cos\— 
COS p — 


Cela fait connaître l'angle de contingence et les cosinus 
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des angles de la direction prise du point M vers le centre 
de courbure. 


Or on a 
dx dy dz | 
She ds ? é ds ds À 
d’où l’on tire 
dsd? x — dxd?s dsd'y — dyd?s 
da 25 db. TRES CR 
£ ds? à & ds? ? 
dsd?z — dzdis ; 
SR TS 


substituant ces valeurs dans celle de w, et observant 
qu'on a 
ds? = dx! + dy* + dz’, 
dsd?s = dxd°x + dyd’?y + dzd*3, 


on obtiendra 
Ï SR VE SE PR 
DEA 7 V d'x° + d'y? + d?z2— d?s?. 
ds 


On peut faire disparaître d?s de cette expression, en tirant 
sa valeur de l’équation précédente : on trouve ainsi, toute 
réduction faite, 


276. Si, au lieu de chercher l’angle de deux tangentes 
en des points M, M'infiniment voisins (fig. 93), on cher” 
chait l’angle dé da corde MM avec la corde MM, en 
supposant les deux points M'M” correspondants aux 
accroissements égaux d’une variable quelconque t, on 
trouverait la même expression pour l’angle TM'M”. En 
effet, les cosinus des angles de MT avec les axes sont les 


A Z 
. ——, et diffèrent de quantités infini= 


AT A 
PE 
FAPPOTÉS up” M MM 
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Le 


rs limites respectives ——; ——) —: 
ment petites , de leurs P ART 
changement de £en { + dt donnera donc les mêmes accrois- 


? 


sements dans les uns et les autres, en négligeant les quan- 
tités d'un ordre supérieur à celui des accroissements. Il 
est donc inutile de recommencer ici les calculs précé- 
dents; et la valeur de TM’M” aura la mème expression 
que celle de l’angle de contingence w. 


977. Cercle osculateur. — Dans les courbes à double 
courbure , comme dans les courbes planes, nous appelle- 
rons cercle osculateur la limite du cercle qui passe par 
trois points infiniment voisins ; ce cercle limite se trou- 
vera évidemment dans le plan osculateur. 

Soient M (fig. 94) un point quelconque de la courbe; 
M’, M’ des points qui s’en approchent indéfiniment; 
O le point de rencontre des perpendiculaires menées par 
M, M à ces deux cordes, dans le plan qui les contient : 
MO sera le diamètre du cercle passant par M, M, M”. 
L'angle O a pour mesure arc de cercle MMM divisé 
parle diamètre MO. Or on peut substituer à cet arc celui 
de là courbe, ou 2 As + A?s. 


2 A5 » Je 
On aura done MO — PATLEn négligeant A*?s. 


Mais l’angle O est égal à TM’ qui peut être remplacé 
par l’angle de contingence w relatif à l'arc As. On aura 


ainsi, en désignant par R le rayon du cercle osculateur, 


Às ; 
R = —; d'où, en remettant pour w l’une ou l’autre des 
(2) 


deux expressions données précédemment, on tire les for- 
mules rigoureusement exactes 


ds? 


a" 
V d'x° + dy? + d'z = d's! 
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ds° 
V(drd?z - drd°yÿÿ +(dzd?x — drd?3} +(dxd°y — dyd'x} 


278. Angle de torsion. — On appelle ainsi l’angle de 
deux plans Eee consécutifs, ou, pour parler Pit 
exactement, la différentielle correspondante. 4 

Soient &, 6, y les angles que fait avec les axes la nor 
male à un plan osculateur ; on aura, d’après l'équation 
de ce plan, x, y, z étant les coordonnées du point de la 
courbe, 
dy &®z — dzd y 
©, 


COS 
D 
dzd'x — drd'z 
COS6 LE RER, 
D 
dxd y — dy x 
COS y — ————— ) 


D 
cn posant 


D=Y(drd?z — d:d'y Ÿ + (dzd°x — dxd°z) +(drd°y — dyd°x)’. 


La normale au plan osculateur infiniment voisin fera avec 
la précédente un angle égal à celui des deux plans; si on 
le désigne par Ü, on aura, par un calcul semblable à celur 
qui à donné l’angle de contingence, 


U = ÿ{d.cosa} + (d.cos6)} + (d.cos7). 


Mais il faut l'obtenir en fonction des différentielles de #; 
Y, z3 pour cela, posant 
dyd?z — dzd'y =X, dzd'x — dxd’z= \Y, 
dxdy — dy x = 2, 
d’où 
dy &z— didy = dX, did x — dxd'z= d\Y, 
dx& y — dyd'x = dZ, 
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on trouvera 


YSVOER EE 7) (ax + dv + 47) —(KAX + YAY +742} 
Se MIE YA 7 


_ V(XdZ—ZaY)} +(ZdX—XdZ} +(XdY—YaX}, 
api NAN 7° 


Mais on a 


MomeZaY  ZdX—XdZ : XdY—Yax 
RL dr 7 dz 
— dx(d'ydz— d'zd y) + dy(d'z8 x — d'x&z) 
+ dzi(d'xdy — dyd x), 
Donc 


dx(d y d 3 — d zdy)+ dy (d zd°x — d'xd°z)-+ dz(d'xd y — d'y x) 


D ou day (dde dede) + (dry dd}: 


Il n’y a pas lieu de représenter cette seconde courbure par 
celle d’un cercle qui se présenterait aussi naturellement 
que le cercle osculateur qui mesure la première. 

On irouverait la même expression, en négligeant une 
quantité infiniment petite par rapport à elle-même, en 
considérant trois côtés consécutifs d’un polygone infinité- 
simal inscrit, et cherchant l’angle que le plan des deux 
premiers fait avec le plan du deuxième et du troisième. 


219. Si le rayon de la première courbure est infini 
pour tous les points d’une ligne, tous les côtés du poly- 
gone infinitésimal inscrit dans cetie ligne sont dans Île 
prolongement les uns des autres, et, par conséquent, 
cette ligne est droite. La condition pour qu’une ligne soit 
droite pourrait donc s'exprimer par l'équation différen- 
uelle 


(dy d?z — dzd'y} + (dd x — dxd'z} + (dxd!y — dy dx) = 0, 
d'où l’on tire les trois équations 


dydz— did'y=0, did x — dxd'3= 0, dxd y — dyd'x — 0 
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ou encore 
dz dx dy 
de ee D: —— == OMR 
; dy — nr 1 He 
d’où l’on conclut 
dx d 
RSR a24 = b, 
dz dz 


a et b étant des constantes arbitraires. Et comme @ et b | 
sont les dérivées de az et bz, il suit d’une proposition 
démontrée précédemment , que les fonctions x et y ne 
peuvent être que de la forme 


x=az+a, Y = bz+6, 


a et 6 désignant des constantes arbitraires. On retombe | 
ainsi sur les équations générales de la ligne droite. 

Si la seconde courbure est nulle, tous les plans oscula= 
teurs se confondront , et la courbe sera plane. La condi= | 
tion pour qu'une UE soit plane est donc exprimée par 
l'équation différentielle 


dx(dydz — d'z& y) + dy(d'z® x —d'xdz) 
+ dz(d xd y — dy&x) = 0, 
équation qui se réduit à 
d'yBz — dz® y = 0, 


si l’on prend x pour variable indépendante. | 
On vérifie bien facilement que cette relation existe pour | 
tous les points d'une ligne située tout entière dans un 


plan. 


280. Surface polaire. — Si l'on conçoit un polygone 
infinitésimal inscrit dans une courbe à double courbure, 
et qu’on élève des plans perpendiculaires au milieu de ses« 
côtés successifs, la ligne d’intersection de deux de ces 
plans consécutifs sera le lieu des pôles du cercle passant 
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par les trois sommets correspondants du polygone; et sa 
limite sera le lieu des pôles du cercle osculateur, vers le- 
quel tend le cercle variable. 

Il est facile de reconnaître d’ailleurs que l’on trouverait 
la mème ligne en cherchant la limite de l'intersection de 
deux plans normaux consécutifs. 

Si l’on agit de la même manière en tous les points de la 
courbe donnée, on obtiendra une suite de lignes polaires 
qui formeront une surface qu’on nomme surface polaire. 
Elle n’est autre chose que le lieu des centres des sphères 
limites de celles qui ont trois points infiniment voisins, 
communs avec la courbe. Cette surface est développable ; 
car elle est la limite d’une surface qui se compose d’élé- 
ments plans indéfinis compris entre les deux intersections 
successives de trois plans consécutifs. De plus, ces élé- 
ments plans ont pour limite de leurs directions, celle des 
plans tangents : donc tous les plans normaux à la courbe 
sont tangents à sa surface polaire, et cette dernière peut 
ètre considérée comme la surface enveloppe de ces plans. 


281. Sphère osculatrice. — On désigne sous ce nom 
la limite des sphères qui ont avec la courbe quatre points 
communs qui se rapprochent indéfiniment. Le centre de 
la sphère passant par quatre sommets consécutifs du po- 
lygone inscrit, est à la rencontre des deux droites suivant 
lesquelles se coupent les trois plans perpendiculaires aux 
trois côtés consécutifs du polygone; c’est le pointcommun 
à deux droïtes polaires consécutives. 

Les centres de ces sphères successives déterminent un 
polygone qui tend vers une courbe dont les droites po- 
laires sont les tangentes; ceite courbe est donc l'enveloppe 
des polaires. Klle est aussi l’arête de rebroussement de la 
surface développable, lieu de ces polaires, c’est-à-dire de 
la surface polaire. 


# 


308 | LIVRE II, 

282. Équation de la surface polaire. — Cette surface 
est le lieu des intersections successives des plans normaux: 
ou encore des normales à la courbe donnée. Or l'équation 
d’un plan normal quelconque est 


(1) (x—x')dx + (y— y')dy' + (z—z)dz = 0. 


Si l’on donne à la variable indépendante t, dont on re= 
garde x’, 7, 3 comme des fonctions connues, un accrois= 
sement infiniment petit At, et que l’on considère le plan 
normal, au point voisin qui en résulte, son équation se 


composera des mêmes termes que la précédente, plus les 


termes résultant du changement des quantités x’, y, 24% 


dx', dy’, dz'. Les premiers termes s’annulent pour les 


points communs aux deux plans, et il reste, en négligeant 
ceux du troisième ordre et passant aux différentielles, 


(2) (x—x')d'x + (y — y')dy"+(z—3)dz — ds"? 0; 


Les équations (1) et (2) ont donc lieu entre les coordons 
nées x, y, z de tous les points d’une des génératrices de 
la surface polaire. 

Donc on aura l'équation de la surface polaire, en élë 
minant x’, y', z! entre les équations (1), (2) et celles de 
la courbe donnée. 


283. Centre de la sphère osculatrice. — Ce centreeest 
la limite du point de rencontre de trois plans normaux 
consécutifs , ou de deux droites suivant lesquelles se cou- 
pent les deux premiers et les deux derniers de ces plans. 
L'une est représentée à la limite par les deux équa- 


tions (1), (2); l’autre par ces équations augmentées de. 


leurs différentielles. Pour la limite du point commun aux 
deux droites, les différentielles des équations (1), (2)*pà 
rapport à x',7’, z!, dx!,..., seront donc nulles, etalMen 
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résultera cette nouvelle équation 
(B)(æ= zx) +(y—7y')dy +(z—3)d'/—3ds ds —0. 


Les équations (1), (2), (3) donnent le centre de la sphère 
osculatrice correspondante au point (x’, y", z'); et l’on 
aura les équations du lieu de ces centres , ou de l’arête de 
rebroussement de la surface polaire, en éliminant x’, 7", z! 
entre ces trois équations et celles de la courbe donnée ; 
d’où il résulte deux équations entre x, y, z. 


284. Il est facile de reconnaitre, au moyen des équa- 
tions (1), (2), que tout plan normal à la courbe est tan- 
sent à la surface polaire. En effet, considérons sur cette 
dernière un point quelconque infiniment voisin de celui 
qui a pour coordonnées x, y, z et qui se trouve dans le 
plan normal déterminé par l'équation (1). Soient consi- 
dérés dx, dy, dz comme les différences de leurs coordon- 
nées : les équations (1), (2) sont satisfaites par les coor- 
données du premier point; et elles-le seront par celles du 
deuxième , si l’on considère le plan normal infiniment 
voisin qui passe par ce deuxième point. 

Or, si l’on donne à x, Y: Z,; X’, y’, z' les accroisse- 
ments correspondants dx, dy, dz, dx’, dy', dz! dans 
l'équation (1), il restera, en vertu de l'équation (2), 


dxdzx! + dydy' + dzdz! = 0. 


Mais la droite qui joint les deux points pris sur la sur- 
face polaire, et finit par lui être tangente, fait, avec les 
axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels à 
dx, dy, dz; l'équation précédente prouve donc que cette 
droite est perpendiculaire à la tangente à la courbe au 
point (x’, y’, z'), et que, par conséquent, elle est située 
dans le plan normal, au même point de cette courbe, 


} AR L Ten 27 “+ L'Ae RTE ee Fr MALE CA ré 7 TEE | € 
Fe eh SE sud REX A EAU È GE +, 24 Là Xp 6 PT ÉTTEN 1e Ft 
NS À Lu FLE : ù "++ Ÿ Ce . RE 
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puisqu'elle a déjà le point (x, y, 2) commun avec 
plan. L FOSSENE , 3 4 


ue 4) 


285. Centre de courbure. — Le centre du cercle osc u- 
lateur, ou le centre de la première courbure, se trouve 
dans le plan osculateur, et sur la droite polaire du - poil nt 
que l’on considère sur la courbe. On aura donc ses Coor. 
données en cherchant les valeurs de x,y, z qui satisfont 
aux équations 4 

(x—zx')dr" +(y—r')dr +(z=2)d=0 
(x— 2) dx + (y—7')dy + (z—2)d'7 = ds”?, ; à 

(x — x')(dy'd'z — dz' d'y") + (y —7")(dz' dx! — dx d'2/) 
+\z—2)(dx' dy — dy! dx ‘ko 415 AR 
Ces valeurs de x, y, z sont données par les formules sui 
vanies 


dd . 
2 + 
3 —2— ist [ dy’ (dy! d'z'— dz d? y!) — dx' (dz! d?x' — 4 


Y— y! = È a La (dz' d'y" — dy! d° x!) — dz' (dy! d?z 


D = 2e [dz' (dz' dx! — dx' d°z!) — dy" (dx' d? y" — dy d d 


0 
R désignant le rayon de courbure, dont la valeur est 


ds'° 72 
sé V(dr'dz — ds: dy) + (dz' dx" — dx d' 3) + (dx/d°y! — dr da) 


Si, au lieu de déterminer les coordonnées du centre de 
courbure, on voulait les équations du lieu de ces centres 
il A d'éliminer x’, y’, z' entre les trois premiè 
SRE et celles de la courbe donnée ; 3 JÉS deux é na= 


DR 
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théorie est semblable à celle que nous avons donnée pour 
_Ies courbes planes; seulement, au lieu de couper les 
courbes par des droites parallèles à un axe, il faudra les 
couper par des plans parallèles à l’un des plans coordon- 
nés, par exemple au plan x, y. Ainsi, lorsque deux 
courbes auront un point commun x’, y’, z', et qu'en les 
coupant par un plan parallèle au plan x, y et situé à une 
distance infiniment petite dz' du point commun, la dis- 
tance des deux points ainsi obtenus sur ces courbes sera 
infiniment petite, de Pordre n + 1, on dira que les courbes 
ont un contact de l’ordre 7. On reconnaît facilement que 
Vordre de cette distance infiniment petite est le-même 
pour des plans coordonnés quelconques, pourvu que les 
tangentes à ces courbes au point commun ne soient pas 
parallèles au plan sécant. La projection d’une droite sur 
un plan étant égale au produit de cette droite par le cosi- 
nus de son inclinaison sur ce plan, le rapport des lon- 
sueurs de la droite et de sa projection a une limite finie, 
si la limite de cette droite ne fait pas un angle droit avec 
le plan. Donc les trois proiections orthogonales d’une 
droite variable de grandeur et de direction sont, en gé- 
néral, des grandeurs du même ordre que cette droite; et 
il en est toujours ainsi pour deux de ses projections au 
moins : il ne peut y avoir qu'une d’entre elles, au plus, 
qui soit infiniment petite par rapport à cette droite. D’où 
il suit que, pour que deux courbes à double courbure 
aient un contact de l’ordre n, 1l est nécessaire et suffisant 
que deux de leurs projections aient un contact de cet or- 
dre; ce qui ramène à la théorie du contact des courbes 
planes. Ainsi les conditions pour que ce contact ait lieu 
au point dont les coordonnées sont x’, y", z', consistent 
en ce que pour la valeur z’ de z, les quantités 


PA dy AUX d'y Le dy 

L, y 3 9 ——) +) D ———3 
dz dz dz? dz? dz! dz 

I. 26 
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aient les mêmes valeurs d’après les équations de ces deux 
courbes. On obtiendra donc encore la courbe osculatricé 
d’une espèce donnée, en déterminant les coefficients de 
ses équations de manière qu'il en résulte le plus de déris 
vées communes avec la courbe donnée, à partir des pré 
mières. Si les projections sur un plan avaient un contact 
plus élevé que les projections sur un autre, il suit de cé 
qui précède que le moins élevé des deux exprimerait l’or= 
dre du contact des deux courbes proposées. 4 


287. Droite osculatrice. — Les équations générales 
d’une droite étant 


MESUT2 EE A NL bz + 6, 
les équations qui détermineront «a, «, b, 6 seront 


ile / 
; Etaie df552 
, cer 


z'= ad +u, y = bz +6 


dy”, 1% 
GE étant tirées des équations de la courbe 


donnée. La droite osculatrice a donc pour équations 


dx 
les dérivées EX 


dx’ dy’ 
RE) (ete 2 — pa (z— 2): 


gente. 


288. Cercle Oscuareur: ee Le équations le plus e coma 


celles d’une sphère et d’un plan. Soient donc les és 
générales du cercle 


(1) (2-9 + (y 26) (x ep ORe, 


(2) 2 + ax + by Ke =20$ Re 
| 
différentiant deux fois ces équations , en considérant x eu 
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comme fonctions de z , et les autres quantités comme con- 
stantes, on aura les équations suivantes : 


— à A6) gl us 
CN 0 + le) eo, 
2 PRE a? y Fr LE 
(4 nt Mate Arr A RL for i 

Lx dy 
Er 2 Ge ua VISE 
(3) # dz der . 
in HV d?} dal 
(0) [44 12 HET ray 


On remettra dans ces six équations , au lieu de x, 7, z, les 
coordonnées du point donné de la courbe, et l’on rempla- 
cera toutes les dérivées par celles que donneront les équa- 
tions de cette même courbe. On en déduira les valeurs de 
six des constantes a, b,c,«,6,7,;R, et il en restera une 
indéterminée, parce qu'on peut faire passer une infinité 
de sphères par un mème cercle. 

Les coefficients a, b, c sont entièrement détermine et 
équation du plan ARÉTOUR en désignant par x’, y’, z’ les 
coordonnées du point donné, 


(z — 2°) (dx' d'y! — dy! d'x') — dz d°y" (x — x!) 
+ dz'd?x' (y — y!) = 0. 


Ceiteéquation n'est autre chose que celle du plan oscula- 
teur, dans laquelle z est pris pour variable indépendante. 
Les équations (3), (4), dans lesquelles on regardera %,6,7 
comme variables, représentent deux plans qui sont per- 
pendiculaires au plan (2), en vertu des équations (5), (6). 
Les centres des sphères sont donc sur une perpendiculaire 
au plan du cercle, et elles couperont toutes ce plan sui- 
vant un même cercle, puisqu'elles passeront d’ailleurs par 
un même point (x’, y’, z!). 
26, 
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avait été déterminé relativement au ceréle osculateur,- 
des considérations différentes. 


Contact des surfaces. 


289. FRTQUE deux surfaces ont un point commu 
(x, y’, z'), et qu'en faisant varier x, y” de quantités in- 
finiment petites quelconques dx’, dy’, la différence dé 
valeurs de z correspondantes est un infiniment petit d dei 
l’ordre 7 +1, on dit que ces surfaces ont un contact dt 
l’ordre n. L'ordre de cette différence est le même pou 
toutes les directions qui ne sont pas parallèles aux pla ns 
tangents à ces surfaces, au point que l’on considère: 
résulte de là que deux surfaces auront un contact du pr 
mier ordre, lorsque pour une même valeur de x', "oi 
tirera des équations de l’une et de l’autre les mêmes va 


ds ads 
/ 
leurs pour z’, ra \Re 


cients Hré ee rip du second ordre: 


HET ad AAE 
dx? dz'dy'. dy? 
Enfin le contact sera de l’ordre 7 lorsque tous les c 
cients différentiels seront les mêmes jusqu’à cet ordr 
clusivement. | 

La surface osculatrice d’une espèce donnée se dé | 


nera comme les courbes osculatrices, en établissant 
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grand nombre possible de dérivées communes entre les 
fonctions qui expriment la valeur de z dans son équation 
et celle de l'autre surface que l’on considère. 


990. Plan osculateur à une surface. — Soit l'équation 
générale d’un plan 


z—= ax + bY + c; 
on aura, pour déterminer a, b, c, les équations 


d2! dz' 
/ ’ ; s' ae 
z'—= ax + by C) FAR EE — —Ù, … 


«an ds, pr : . A TE 
Tr ji étant tirées de l’équation de la surface donnée. 
«lr'? dy 


L'équation du plan osculateur sera donc 


Ce plan n'est donc autre chose que le plan tangent. 


291. Sphère osculatrice à une surface. — T’équation 
la-plus générale d’une sphère ne renfermant que quatre 
constantes arbitraires , on ne peut, en général, établir un 
contact du second ordre entré une sphère et une surface 
donnée, puisqu'il en résulterait six équations de condi- 
tion. On ne pourra donc établir, entre ces surfaces, qu’un 
contact du premier ordre. [Il restera une constante indé- 
terminée dans l'équation de la sphère, et l’on pourra en 
profiter de manière à déterminer un contact du second 
ordre avec l’une des courbes que l’on peut tracer sur la 
surface; mais ces recherches nous écarteraient de notre 
objet. | 


292. Contact des courbes et des surfaces. — Si, à 
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parür d’un point commun à une courbe et à une surfa | 
on mène des parallèles à l’axe des z, on dira qu'il y a. 
contact de l’ordre 7, lorsque la différence des valeurs cor- 
respondantes de z pour la courbe et la surface sera infini 
ment petite de l’ordre 7 +1. On arrivera à des condi=. 
tions du même genre que dans les cas précédents, et dans. 
le détail ÉNIts nous n’entrerons pas. 

293, Développées.—Si l’on considère une quelconque 
des normales en un point d’une courbe à double courbure; , | 
elle sera tangente à la surface polaire. Le plan normal 
mené par un point de la courbe, infiniment voisin du pre: 
mier, Coupera cette normale en un pointqui sera commuil ni 
à deux normales infiniment voisines. En faisant pour l& 
seconde normale ce qui a été fait pour la première, et con= 
tinuant ainsi, On aura une suite indéfinie de normales 
à la courbe donnée, dont chacune rencontrera la suivanté pa 
et dont les points de contact avec la surface polaire seront 
infiniment rapprochés les uns des autres. Le point « de 
concours des deux normales consécutives , se trouvantsur 
l'intersection des deux plans normaux, se rapproche À 
définiment de la surface polaire, qui est le lieu des limites | 
des intersections des plans normaux consécutifs. - : 

Cette suite de normales -détermine done un polygo: 
dont les côtés sont infiniment petits, et dont la limi 
est une courbe tangente à toutes ces normales, et situées 
sur la surface polaire : on l’appelle développée del 
courbe donnée. EE | 

Comme on peut choisir une quelconque des normal e 
à la courbe au point de départ, on obtiendra une infini $ 
de développées aussi rapprochées que l’on voudrnes 4 | 
toutes seront sur la surface polaire, qui peut être consi- & 
dérée comme en étani le lieu géométrique. Relativement ë 


CALCUL DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES, ETC. 407 


à ces courbes que nous avons nommées développées, la 
première prend le nom de développante, à cause d’une 
propriété analogue à celle que nous avons reconnue dans 
les courbes planes , et dont nous allons donner la démons- 
tration. 

Soient MN, M'N’ (fig. 95) deux droites normales en 
M et M' à la te en question, N et N’ leurs points de 
contact avec la développée; nous allons prouver que la 
différence des longueurs M'N’ et MN est égale à l’arc NN, 
à un infiniment petit près, du second ordre au moins. 
Eneffet, siaux points M et N on conçoit deux plans 
perpendiculaires à MN, la longueur M'P sera du se- 
cond ordre puisque la courbe M'M est tangente au plan; 
de plus, QP surpasse MN d’une quantité infiniment pe- 
tite du second ordre. On peut donc prendre N°Q comme 
égale à la différence M'N'— MN, à une quantité près du 
second ordre. Maïs la limite du rapport de N’Q à la corde 
NN est l'unité, puisque les angles Q et N du triangle 
rectiligne QNN' tendent vers des angles droits. Donc N/Q 
diflère de Parc N'N, tout au plus d’un infiniment petit 
“du second ordre; donc, enfin, la différence de deux nor- 
males consécutives MN, M’N' est égale à l'arc NN/, com- 
pris entre leurs points de contact avec la développée, plus 
où Moins une quantité infiniment petite par rapport à cet 
arc, et qui, par conséquent "peut être négligée sans qu'il 
en résulte aucune erreur dans les limites des rapports ou 
des sommes. 

Ibrésulte de là que si en deux points quelconques de 
la développée on mène des tangentes terminées à la dé- 
veloppante, la différence de leurs longueurs est rigou- 
reusement égale à l'arc compris entre les points de 
contact. 

Et l’on voit par là que la différence entre M'N'— MN 
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et l’are NN/, qui devait être au moins du second cire | 
était Paire os égale à zéro. 4 

Maintenant supposons un fil qui coïncide avec la dé”! 
veloppée à partir d’un point quelconque, où il s'en séparen 
tangentiellement et-se prolonge jusqu’à la Ye pE | 
Si on le déroule en le laissant toujours tangent à la déve- 
loppée, il prendra successivement la position des diverses 
normales qui sont tangentes ‘à cette courbe; et ces nor= | 
males croissant précisément de la même longueur que 1 | 
fil qui se déroule, ce sera toujours le même point dece 
fil qui se trouvera sur la développante. Cette courbe sera. | 
donc décrite par lextrémité du fil pris dans la premières 
position. C’est cette propriété qui a fait donner aux deu 
courbes, l'une par rapport à l’autre, les noms de déve 
loppée et développante. 


294. Le lieu des centres des cercles osculateurs d’une 
courbe à double courbure n’est pas une développée des! 
cette courbe. En effet, deux plans osculateurs consécutifs 
se coupent suivant une droite qui a pour limite la tan, 
gente, et ils forment entre eux un angle infmiment peut | 
du premier ordre. La distance du centre de courbure con” 
tenu dans le premier, au second plan, est doncun inf 0 0 | 
ment petit du premier ordre; or sa distance à la normale 
contenue dans ce second are est plus grande que sa dis- 
tance au plan : donc cette normale n’est pas tangente à la 
courbe qui passe par ces deux centres, puisqu'il faudrait 
pour cela que cette distance füt un infiniment petit d'un 
ordre supérieur au premier. Le lieu des centres de cours 
bure n'est donc pas une des développées, lorsqueMla 
courbe que l’on considère n’est-pas plane. 


295. Les développées d’une courbe à double courbure 
jouissent de la propriété remarquable de se réduire”àdes 
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+ lignes droites quand on développe la surface polaire sur 
un plan. 

Pour le démontrer, nous considérerons un polygone 
infinitésimal inscrit dans la courbe donnée, et ayant ses 
côtés égaux ; ce qui revient à prendre l’arc pour variable 
indépendante. Sur les milieux de ces côtés nous conce- 
» vrons des plans perpendiculaires, dont les intersections 
formeront les arêtes de la surface développable qui, à la 
limite, devient la surface polaire. 

Or, si du point milieu d’un côté quelconque on trace 
une droite dans le plan normal, elle coupera l’arèête 
commune à ce plan et au suivant, en un point qui, 
joint au mulieu du côté suivant, donnera une normale 
à ce côté; et il est facile de voir que ces deux normales 
font des angles égaux avec l’arête que nous, avons con- 
sidérée. 

Cette seconde normale prolongée coupera l’arète com- 
mune au second plan normal et au troisième, en un point 
qui, joint au milieu du troisième côté, formera une nor- 
male à ce côté, faisant avec la seconde arête le même 
angle que la normale précédente ; et ainsi de suite indé- 
finiment. 

Maintenant, si l’on développe sur un plan la surface qui 
renferme toutes ces arêtes, deux normales consécutives se 
rabattront l'une sur l’autre, puisqu'elles font le même 
angle avec l’arête sur laquelle elles se coupent; et le po- 
lygone infinitésimal , formé par les intersections de ces 
normales successives, aura tous ses côtés sur une même 
droite: Ce résultai ayant lieu quelle que soit la petitesse 
des côtés de ce polygone, aura lieu pour la courbe limite, 
qui est une quelconque des développées de la courbe pro- 
posée. 

- Donc, dans le rabattement de la surface polaire sur un 
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plan, toutes les développées de la courbe détient dé : 


lignes droites. il 


296. Dans le développement de la surface polaire, les 
côtés infiniment petits qui composent la développéene 
changeant pas de longueur, un arc quelconque de cette 
courbe,a la même longueur avant ou après le développe= 


ment; et 1l en serait de même de toute autre ligne tracée ! 


sur cette surface. Donc le plus court chemin d’un point 
à un autre sur la surface polaire est l’arc de la développée 
qui passe par ces deux points, puisque, devenant une li= 
gne droite, il est plus court que tout autre après une 
transformation qui n’a pas changé les longueurs. 

‘ On peut encore remarquer que si l’on suppose un fil 
appliqué sur le polygone formé par les normales suc= 
cessives que nous venons de considérer, et prolongé sui- 
vant un quelconque des côtés jusqu’au Hibok du côté cor- 
respondant du premier polygone, inscrit dans la courbe 
donnée, et qu’ensuite on développe ce fil de manière à 
ce qu il soit successivement dans le prolongement de cha- 
cun des côtés du polygone sur lequel il est appliqué, son. 
extrémité passera par tous les milieux des côtés de l'autre 
polygone. Done, si l’on passe aux limites des polygones, 
on retrouvera la propriété démontrée précédemment par 
des considérations différentes. | 


Fe Equations des développées. es l’on désigne par 
x’, 3’, 2’ les coordonnées d'un point quel AS de la 
res ÉAROSÉe. l’ can e de Ja surface polaire s'obtient 
en éliminant x’, y, z! entre les deux équations de la 


eourbe et les de suivantes : 


fr x’ kde! (y — 7! }dy! + (z—3')dzt=0, 


/ 


/ 
Ce ES 
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Si maintenant on considère un quelconque des points dont 
les coordonnées x, ÿ, z satisfont à ces équations, on 
passera dece point au point voisin de la développée si la 
droite qui joint ces deux points est dans le prolongement 
de-celle qui joint les points (x’, y’, z'), (x, y, 2); ce qui 
aura lieu si les différentielles dx, dy, dz sont proportion- 
nelles aux différences x — x’, y — y", z — z'.On tirerait 
de là les deux équations 


Man Ar. dy - Y=7y 


= , ===) “ 
«lz Sex da Ze à 


Mais une seule sera nécessaire, parce que les précédentes 
uxpriment que les points (x, y, z) ne cessent pas d’être 
sur Ja surface polaire. Une quelconque de ces deux équa- 
ons élant jointe aux deux précédentes, et à celles de la 
courbe donnée , on aura cinq équations entre lesquelles 
on éliminera x’, y’, z', et l’on obtiendra deux équations 
différentielles qui conviendront à l’une quelconque des 
développées. 


Application des théories précédentes à l’hélice. 


295. Si l'on désigne par a le rayon de la base du CY- 
lindre, et par m1 la tangente de l’inclinaison de l’hélice sur 
le plan de cette base, les équations des trois projections 
de cette courbe seront 


z PA re ; 
D OOS EE 97 N EE SAN .— D cb MM ES Fri 
nt à PTTC ï 


) N ë L c n , 1° $ 
L'axe des x passe par le point ou l’hélice perce le plan de 
la base; et cette courbe , en s'élevant, tourne de l’axe des 
æpositifs vers l'axe des y positifs. 


LS 2 Le à ÉD. 
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Ces équations différentiées donnent \ 
FE 22 I Z Fat n° 
dx = — —sin— dz, dy = — cos — dz, : ds = Va + da, 


2) ma WL na mm 


Z .. Z 
DT — cos— dz, dy = — sin—— dz, d?s — 0, 
ma | 


ma ma m°a 
L’équation du plan osculateur devient alors, en prenant 
z pour variable indépendante, 


! ’ 
; Z Z 


Z2—3 = — mx sin— <+ my COS—: 
ma k ma 


Ce plan fait avec le plan de la base un angle dont le cosi= 


J $ 
nus est ——— et la tangente m». Il est le même que celui 
V1 + 1? 
de l’hélice avec le même plan. P 


L'équation du plan normal sera 


! ny 


| + 72 ë 
m(z—z')=xsin— —7Y0c0s8 
ma mu 


l''anole de contingence, dont l'expression générale est 
S 8 Ve 
Ù— T Vd?x? + re + dia ds 
as 


devient, dans le cas actuel, 


dz 
OL es ll 
ain V I —+- 7° 


L’angle de deux plans osculateurs consécutifs est 


dz 


aVitn 


oÙu 71. 


Le rayon du cercle osculateur, dont la valeur générale 
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ds F \ £ 
est R — —; sera égal à a (1 + m°); sa grandeur est donc 
RE. 


constante ét surpasse de am° le rayon de la base. Pour 
connaitre sa direction, il faut chercher l'intersection du 
plan normal et du plan osculateur. Les équations combi- 
nées donnent 


4 z” 


PSE Le = CAS 
aus ma 


Donc le rayon de courbure est constamment parallèle au 
plan de la base, et rencontre l’axe du cylindre. Le centre 
de courbure se meut donc sur un cylindre ayant même 
axe que le premier, et pour base un cercle dont le rayon 
est am. Il décrit donc sur ce cylindre une hélice dont le 
pas est le même que celui de l’hélice proposée. 

On trouvera le même résultat en calculant les coor- 
données du centre de courbure. Leurs valeurs sont 


RE 2 Z 
2=2, Y—=—AaM SM—, ZX—— am? COS —») 
ma ma 


et l’on en déduit immédiatement les conséquences précé- 
dentes. 

Déterminons maintenant les équations d’une arête 
quelconque de la surface polaire, c’est-à-dire de l’inter- 


section des deux plans normaux infiniment voisins. Ces 
équations sont les suivantes : 


: ; z! 2! 
m(z—z)—=xsin— — y cos — ; 
mnm«a ma 
2 EE 
TL COS— + Y SN — — — an’. 
ma ma 


Cette droite est nécessairement perpendiculaire au plan 
osculateur, et on le vérifiera facilement au moyen de ses 
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équations. Comme d’ailleurs elle passe par le centre de 1 
courbure et qu'elle est perpendiculaire au rayon. de cour- ë 
bure, elle est tangente au cylindre sur lequel se meut l'a | 
trémité de ce rayon, et dont la base à pour rayon am. 

De plus, il est facile de reconnaître qu elle est tangente à! 
l’hélice décrite par cette extrémité. En effet, puisqu "elle 


est perpendiculaire au plan osculateur, elle fait avec\le ! 


4 
plan de la base un angle doni la tangente est = : or lhé- 
nm 


lice qui est le lieu des centres de courbure, et dont nous 
venons de donner les Cut , est tracée sur le cylindre | 
dont le rayon est am”, et fait avec sa base un angle dont 


! x : na 
la tangente est —: Donc l’arête de la surface polaire est 
1 ' 


_tangente à cette hélice, et la surface polaire est l'héliçoïde | 
développable dont cette hélice est l’arète de rebrousses 
ment. 11 

Mais on sait que la sous-tangente d’une hélice sur le 
plan de sa base est égale à l'arc de cette base, depuis LorE # 
gine de l’hélice jusqu’à la projection du point de contact. | 
Donc la trace de la surface polaire sur le plan (æxy)Mest | 
la opens de la base du cylindre dont le rayon 
est am”. 2 0 

299. Si l’on veut avoir l'équation de la surface polaire; 
il faut éliminer z' entre les deux équations | 


mz—2)=. 


X COS— + Y SIN— = — am. 
TE ma 


Ajoutant les carrés des membres de ces deux équations, 


on obüent 


m°|(z— 2 + am |= xt +» 
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. + Ar Q 
substituant dans la seconde, on trouve l’équation cher- 
chée, qui est 


Z À FRS ANS es 
NN OT ARR RES" 
mu mi a? 
+ uns 2 
HA sin I a 2 4 LL 
de be mn a? 


La trace de cette surface sur le plan (xy) a pour équation 


L? + r2 ; x? + 7° 
reg / EE RCE PUS À 7 — orne. 


ma? In? 


Cette courbe est la développante du cercle dont le rayon 
est am”, et elle prend naissance au point de ce cercle 
situé sur l'axe des x, et du côté des x négatifs; ce qui 
s'accorde avec une des propositions précédemment dé- 
montrées. 

Une hélice pouvant avoir ses deux courbures égales à 
celle d’une courbe quelconque en un de ses points, son 
osculation sera d’un ordre plus élevé que celle du cercle; 
elle donnerait donc ure idée plus exacte de la courbe à 
laquelle on la comparerait. Les deux constantes m et a se 
détermineraient en égalant ses deux courbures à celles de 
la courbe donnée, au point considéré. 
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DES LIMITES DE SOMMES. CALCUL INVERSE DU CALCUL 
DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE PREMIER. 


COMMENT LE PROBLÈME DES LIMITES DE SOMMES SE 
RAMÈNE AU PROBLÈME INVERSE DE CELUI 
DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


300. Nous avons résolu d’une manière générale le pro- 
blème d'analyse quia pour objetlarecherchedelalimite du 
rapport de quantités infiniment petites, lorsque ces quan- 
tités sont les accroissements simultanés de variables liées 
par des équations données. Ce dernier cas est le plus ordi- 
naire, et on y ramène en général les autres; cependantil 
peut en être autrement, et l’on en voit des exemples dans 
quelques-unes des questions géométriques que nous avons 
traitées: on se dirige alors suivant les circonstances. 

Nous allons maintenant nous occuper du problème 
infinitésimal qui a pour objet la détermination des limites 
de sommes , et chercher si l’on peut le ramener comme le 
. précédent à des méthodes générales de calcul. 

Remarquons d'abord que dans toutes les questions de 
ce genre que nous avons étudiées précédemment, les 
quantités infiniment petites que nous avons substituées 
aux éléments exacts de la grandeur à évaluer présentent 
ce caractère commun , que leur expression analytique est 
le produit d’une fonction d’une variable par l’accroisse- 


1. 7 
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ment infiniment petit que prend cette variable quand on. 
passe d’un élément au suivant. Commençons par recon> 
naître ce point important. 


301. Quand nous avons voulu déterminer l'aire 
d'une courbe, plane, nous avons employé un premier 
mode de décomposition par des parallèles infiniment 
voisines; et au lieu des segments eux-mêmes compris 
entre deux parallèles consécutives, nous avons considéré 
les parallélogrammes intérieurs ou extérieurs, qui en dif- 
fèrent d’une quantité infiniment petite par rapport à.ces 
segments. Pour avoir l'expression générale de ces parallé- 
logrammes, prenons un axe des x perpendiculaire aux 
sécantes et un axe des y parallèle; lPexpression de la 
corde qui est le côté fini du parallélogramme rectangle est: 
une fonction de x donnée par la nature du contour. Si on 
la ‘représente par F (x), et quon désigne par Ax la 
différence des x correspondanis à deux parallèles consé- 
cutives, l'aire cherchée sera la limite de la somme des 
valeurs que prendra F (x) Ax lorsque x prendra successi- 
vement toutes les valeurs, à partir d'une première qui est 
donnée, croissant par intervalles A x, égaux ou inégaux, 
mais indéfiniment décroissants, jusqu à ce-que l’on par= 
vienne à la valeur de x, qui termine la surface à évaluer. | 

Cette surface a donc pour expression analytique 


lim. SF(x)Az 

dans le sens qui vient d’ètre développé. | 

Passons à un autre mode de décomposition des. aires, 
et considérons-les comme décomposées par des droites 
partant d’un même point et faisant entre elles des angles 
infiniment petits. La question revient alors à trouver la 
limite d’une somme de secteurs circulaires ayant pour 
rayons les rayons vecteurs de la courbe, et pour angle 
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au centre les différences des valeurs successives de l’angle 
du rayon vecteur avec l’axe fixe. 

Désignant cet angle par6, et par r le rayon vecteur qui est 
une fonction donnée de 9, il s’agira de calculer la valeur de 


a ; r° 
lim, Ÿ= A6, ou ,en représentant par F (8), la valeur de 
‘dd 2 


lim. Ÿ F (9) 40; 


on en revient donc encore au même problème d'analyse. 

On reconnaîtra facilement qu’on est ramené à ce même 
problème pour la cubature des solides, la rectificaüon 
des courbes, la quadrature des surfaces courbes, et les 
autres limites de sommes que nous avons considérées. 

Occupons-nous donc de ce problème unique d’analyse 
auquel nous conduisent toutes ces recherches de limites 
de sommes. 

Soit F (x) une fonction qaelconque de x contenue 
entre deux limites x, et X; et démonirons d’abord qu’il 


existe une limite déterminée pour la somme > F'(x) Ax 


lorsque l’on prend successivement pour x les valeurs 
depuis x, jusqu à X, croissant par intervalles égaux ou 
inégaux , désignés par À x. 

Il sufht pour cela de concevoir une courbe ayant pour 


équation y — Hêr DE: F (x) Ax sera la somme de rec- 


tangles intérieurs ou extérieurs que nous avons démontré 
avoir pour limite l’aire de la courbe entre les ordonnées 
correspondantes aux abscisses x, X. Il est donc certain 


que, quel que soit F (x), l'expression >? F(x) Ax a une 
limite déterminée , indépendante des grandeurs relatives 
des accroïssements infiniment petits. 

Nous représenterons cette limite de la manière suivante : 


X 
[ F(x)dx, 


UT, 
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et nous lui donnerons le nom d’intégrale de F (x) dx 
entre les limites x,, X. 


Identité du problème des limites de sommes avec le 
problème inverse du calcul différentiel. 


302. Remarquons maintenant que si, laissant x, con- 
stant, nous regardons X comme variable, l’intégrale, ou 
l'aire qui la représente, sera une fonction de cette valeur 
extrême X, que nous remplacerons par la lettre x. Oril 
est facilede voir que la dérivée de cette fonction sera F (x). 
Car si l’on augmente x de Ax, l'aire augmentera d’une 
quantité dont le rapportavec le rectangle F (x) Ax a pour 
limite l’unité, quand A x tend vers zéro; la limite du 
rapport de l'accroissement de l'aire ou de l'intégrale à 
l'accroissement de la variable x ne sera donc pas altérée 
en substituant F (x) Ax à l'accroissement exact de cette 
intégrale, et par conséquent sa dérivée sera F (x). 

D'où résulte cette proposition impèrtante : 


. TX 
L'intégrale ji F (x) dx prise depuis une valeur con- 
To 


stante X, jusqu'à une valeur indéterminée x est une 
fonction dont la dérivée, par rapport à x, est F(x}ho8 
dont la différentielle est F (x) dx. 

Le problème qui a pour objet la détermination des 
limites de sommes d'infiniment petits dont on donne la 
forme générale F (x) dx, est donc renfermé dans celui 
qui a pour objet de remonter de la dérivée, ou de la diffé- 
rentielle d’une fonction , à cette fonction. Ce dermier 
problème est l'inverse de celui du calcul des dérivées , où 
des différentielles des fonctions; et il est prouvé par ce 
qui précède qu'il a toujours une solution, puisqu'il ren- 
ferme celle du problème des limites de sommes, dont nous 
avons démontré l'existence. 
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Il nous reste donc à chercher des règles générales pour 
remonter des dérivées aux fonctions. 


303. Mais nous ferons d’abord une observation impor- 
tante. Si l’on connaît une solution de cette question, 
c'est-à-dire une fonction ayant pour dérivée la fonction 
donnée, on en aura une plus générale en lui ajoutant 
une constante arbitraire, c’est-à-dire une quantité indé- 
pendante de la variable dont il s’agit; car la dérivée ne 
sera pas changée par cette addition, puisque la dérivée 
d’une constante est nulle. Et il y a plus: il n'existe pas 
d'autres solutions que celles que l’on obtient ainsi; car 
on ne peut ajouter à la première fonction qu'une quan- 
tité qui ne change pas la dérivée, et, par conséquent , 
dont la dérivée soit nulle d'elle-même. Or nous avons vu 
(n°194) qu'il n'y avait qu'une quantité indépendante de 
la variable qui pût avoir sa dérivée nulle pour toute 
valeur de la variable. D'où résulte cette importante pro- 
portion : 

Lorsque l'on aura trouvé une fonction particulière de 
x dont la dérivée par rapport à x sera la fonction don- 
née, on aura la fonction la plus générale qui satisfasse 
à cette méme condition , en ajoutant à la première une 
constante arbitraire. 

Cette intégrale générale s'écrit de l’une des deux ma- 
nières suivantes : 


X 
frtaæ+c, ou fred 


9 


304. Détermination de la constante. Nous avons dit 


que la limite de la somme pu F(zx) Ax, ou l’intégrale 


x 
à F(x) dx, était une fonction de x ayant pour dérivée 
vx, 


EF(x). Soit o (x) une fonction particulière trouvée par 
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un moyen quelconque, et satisfaisant à cette condition ; 
la fonction la plus générale qui y satisfera sera, par ce 
qui précède, 

.o(æ)+e, 


LA 


c désignant une constante arbitraire. Done |. E (x) dx 


To 


est compr is dans l'expression générale o (x) + c. et il 
ne s’agit plus que de fixer la valeur qu’il faut donner à 
l'indéterminée c pour obtenir l'intégrale cherchée, qui est 
complétement déterminée. Posons donc 


jèr (x)dx = g{x)+e, 


0 


et donnons à x une valeur particulière quelconque ; les 
deux membres devant être toujours égaux, on en déduira 
la valeur de 6, si celle du premier membre est connue. La 
plus simple de toutes'les valeurs de x à choisir est x, qui 
annule évidemment le premier membre, d ri sa 
signification même; et il en résultera 


SEE d'où c——#p(x) 


[ F(x) dx = p(x) —o(x 


0 


et par suite 


Cette formule exprime que l'intégrale est l’accroisse= 
ment que prend une fonction (x) ayant pour différen- 
ielle F(x) dx, lorsque l’on passe de la valeur xy à 1m 
valeur x de la variable. Et c’est ce qu'il est facile de recon- 
naître directement : en eftet, l'accroissement fini d'une 
fonction est égal à la somme des accroissements infinis 
ment petits qu’elle prend successivement, quand on fait 
passer la variable de la première valeur à la dernière par 
degrés indéfiniment décroissants. Or cette somme “est 
égale à la limite de celle des différentielles de la fonction, 
qui ne différent des accroissements mêmes que de quan 
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tités infiniment petites par rapport à eux : elle est donc 
égale à la limite de > F(x) dx. D'où il suit que pour 
connaître ceîte dernière ; il suffit de chercher une fonc- 
tion ayant pour différentielle F (x) dx, ou pour dérivée 
F(x}, et de prendre l'accroissement qu'elle subit lors- 
qu'on fait passer la variable de x, à x. Ce qui conduit à 
la formule précédente. 


305. Remarque. — Toutes les fois que l’on a à calcu- 
ler une grandeur, on peut ramener le problème à la re- 
cherche d’une fonction, lors même que la grandeur serait 
bien déterminée, comme par exemple le volume d’une 
sphère dont le rayon serait un nombre particulier. Et non- 
seulement parce qu'on pourrait chercher l'expression 
sénérale d’une sphère dont le rayon est indéterminé, 
expression qui sera une fonction du rayon, dans laquelle 
on pourra ensuite donner à ce rayon la valeur particu- 
lière en question; mais en conservant toujours cette 
valeur particulière, on peut chercher l'expression géné- 
rale d’une partie de la sphère, déterminée par un plan 
perpendiculaire à un certain diamètre et qui réponde à un 
segment arbitraire de ce diamètre : on a ainsi une fonction 
de ce segment variable, et on aura le volume de la sphère 
en supposant ce segment égal au diamètre même. Ayant 
ainsi ramené les problèmes à la recherche d'une fonction, 
si l'on ne voit pas de moyen facile de la déterminer elle- 
même, on peut chercher si sa dérivée serait plus facile à 
connaître. S'il en est ainsi, le problème est ramené à celui 
dont nous nous occupons, et qui a pour objet de remonter 
d’une dérivée à la fonction. C’est ainsi que l’on aurait pu 
prendre tous les problèmes des limites de sommes que 


. nous avons étudiés sous un autre point de vue qui était 


pins naturel, et devait se présenter le premier. 


me G0+ em 
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CHAPITRE IT. 


DIVERSES MÉTHODES D’INTÉGRATION. 


306. {ntégration immédiate. — Lorsqu'on reconnait 
dans l’expression à intégrer la différentielle d’une fonc- 
tion connue, il suffit d'ajouter à cette fonction une con= 
stante arbitraire pour avoir l'intégrale générale deman- 
dée, et il est bon d'observer que si l’on multiplie une 
diflérentielle par une constante quelconque, l'intégrale se 
trouve multipliée par le même nombre. Ainsi d’abord, 
en considérant les différentielles de toutes les fonctions 
simples, comme nous l’avons déjà remarqué vers le com- 
mencement du calcul différentiel, on formera un premier 
recueil d’intégrales indéfinies, renfermées dans le tableau 


suivant : 
xm+i 
d.æmt! —=(m+i)x"dx,..., fard = +C, 
m + 1 
az 
ut arladr,...": jte fre-+c, feæ=e+c, 
la 
log e dx logx 
degree bn 5 +CG=Ilxr+cC, 
x æla œ loge 
dhin ce coscdr eh... : fosses = sinx + C, 
d.cosx — — Sibrhr, ire ; fsnrar=- cos x + C, 
dx dx * 
d. = 6 des ——— 5 tangz + C 
HAG cosix? j IE r. NET 


d d 
deotx = — -— Dear etes [= ct: +0, 


in°x 
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: dx dx ; 
DORE —— = arc sinx + C, 
vi a Vi — 2° 
— dx — dx 4 
A :) — — arc cos x + C, 
ÿi— x! Ur et 
dx dx : + à 
PE ÉANPT = ———,..... - = arctang x 
d,are tang ARE À , ARR G ) 
£ — dr — dx ; 
d.arccotr=—,....... ; ——— = arc cotx + C. 
Let TL 1x" 


Nous désignons ici par x une variable quelconque, qui 
pourrait être une fonction d’une autre variable. 

En d’autres termes, on peut remplacer x par une 
fonction quelconque + (x) dans toutes les formules pré- 
cédentes. Ainsi, par exemple, la première donnera 


firterdete) nn Rare + C. 


307. Il y a une remarque à faire sur la formule 


arr! 
fre + C. 
LL co 


Elle devient illusoire lorsque l’on suppose m ——1. Dans 


bee ‘ dx nn: 
ce cas, la différentielle est —; et son intégrale 1x + C 
; va 


n étant plus algébrique ne saurait, en effet, être fournie 
: $ ; u LT 

par l'expression algébrique SUR 

Néanmoins, comme la formule est exacte, quelque près 
que »2 soit de — 1, on peut en déduire l'expression qui 
doit la remplacer dans ce cas particulier, en faisant con- 
verger m vers la limite — r, et choisissant la constante 
arbitraire de manière à ce que le résultat tende vers une 


limite finie. Il suffira, pour cela, de mettre le second 


a qi 
membre sous la forme -—— + C,, et la première 
m +I 
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Fi : [e) | k: 
partie se présentera sous la forme — pour m = —"# 
f re ) 


C; étant une constante arbitraire; on aura ainsi constame + 


+ 


ment 

» m1 m+! 

WA — ’ 
LI 2 NT nee SR à. 
: mn =#-1 
ere À à , re) c : 0 
La première partie qui devient — quand onfaitm——1, 
o 


a une limite déterminée, égale à 1x —la; et si l’on fait 
C;, —1.a = C, C' restant arbitraire, on aura 


PRES EN bu 


ce qui s’accorde avec la troisième formule du tableau pré: 
cédent. 


308. /ntégration par décomposition. — La diflérens 
tielle d’une somme de fonctions étant la somme des difié: 
rentielles de ces fonctions , il s’ensuit qu’on aura l’inté- 
grale générale d’une somme de différentielles, en faisant 
la somme de leurs intégrales, et y ajoutant une constante 
arbitraire, si l’on n’en a déjà ajouté dans les'‘intégrations À 
parüelles. k : 
_ On pourra donc intégrer une expression différentielle, 
si l’on peut la décomposer en plusieurs autres dont on 
connaisse les intégrales. Quelquefois la décomposition # 
n’est employée que pour ramener à des expressions plus 
simples, que l’on cherche ensuite à intégrer par d’autres 
procédés. 

Le nombre des parties dans lesquelles on décomposesla 
fonction donnée peut être infini; c’est ce qui arrive‘quand 
on la développe en série : dans ce cas il faudra toujours 
faire la somme des intégrales des différents termes ; maïs 
il y à quelques précautions à prendre relativement 
convergence des séries, et nous reviendrons plus tard sur 
ce point. 


E = 
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309. Intégration par substitution.— Si l'on a à intégrer 


 F (x) dx, et que l’on pose x — 9 (2), d'où dx — (2) dz, 


l'expression donnée devient F[9(z)]9"(z) dz; et la li- 
mite de la somme des valeurs de celle-ci sera la même 
que la limite de la somme des valeurs de F(x) dx, 
pourvu que les valeurs extrêmes se correspondent dans 
ces deux sommes. Donc on aura 


Lea frise 


0 0 


pourvu que z, et z, soient déterminés par les équations 


vain — p(z). 


On conclut de là que l'intégrale définie f F (x) dx + G 


peut être remplacée par 


Z 
frotte +c. 


"0 
On peut encore s en assurer en observant que la fonc- 
tion, dont la dérivée par rapport à x est F (x), doit avoir 


pour dérivée par rapport à z, 


V(x)g'(z), ou Ffe(z)je’(2). 
La question est donc ramenée à trouver une fonction 


dont a dérivée par rapport à z soit la fonction 
F fe ()]#' (2) 

La relation x —o(z) étant arbitraire, on parvient 
souvent à la déterminer de manière à rendre la seconde 
intégration plus simple que la première. 


) TX 
Aïnsi, par exemple +) F(x+ a) dx devient, en po- 
> TL, 


TX + à 
ù \ 
1 F (x) dy, 
ÉD ne à 


Sant T + a y, 


k F d- “ 
’ ou, en changeant la lettre y en 3 FT LE 
r x+a | É Ÿ s d : 
| [ F(z) des UN 
| i d Æÿt à pE Lane 
on a donc On 
SOA A &-Ra JT PTT 
. F(x+a)dx = Fix)dri 
To vr,+a = | A 


ét 
va 1 
L 
EX 
” : 
\ QUE 
il PAVGUN I ts 
Pen SURVIE 
cf PS 


LIVRE LE RS ET TIR 
+ + g2 ui 


€ 


Si, dans l'intégrale > ; on pose x = ay 


dx = ady, on a 


ou 


dr : dr DAT 
Hate Ji =are tung + C— == arc  tanç = - 


Soit maintenant 


—, a+a y, di =yd, | 
Va’ + a? STE LÀ 
on aura % 
© = dy = y +C= Var a+ 
Vz° + a! Vtt 


Voici encore quelques sos 


foossr( (sint)dr, sinxr =, Fa C: 


dr 
June (ee = dy, fs F(r)6 


donne 
Judo — uv — fodu, 


et ramène la recherche de l intégrale FL He «elle d “1 & 


E 
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Or on peut souvent décomposer la fonction F (x), qui se 
trouve sous le signe d'intégration, en deux facteurs tels, 
que l'un soit une différentielle connue, et que l'intégrale 
à laquelle on est conduit par ce procédé soit plus simple 
que la première. Cette méthode s'appelle intégration par 
parties. Soit, par exemple, fx cosxædx, on prendra 
cosædx pour la différentielle d, et x remplacera u; on 
aura donc 


[x cosxdr = x sinx — f'sinxdx = æsinx + cosx + C. 


De même 


F 2" cos zxdx = x" sin x — m #, ‘x! sin rér. 


Cette dernière se ramènera à une autre où l’exposant de x 
sera m— 2, et ainsi de suite; on finira donc par arriver 
à fsinxdzx ou f cosxdx, suivant que m sera impair ou 
pair. Nous allons appliquer ces différentes méthodes au 


petit nombre de fonctions qui peuvent être intégrées gé- 
néralement. 
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CHAPITRE HI. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 


311. Toute fonction rationnelle de x peut être consi2 
dérée comme composée d’une partie entière par rapport 
à x et d’une fraction dont le numérateur est d’un degré 
moindre que le dénominateur : il y aura des cas où l'une 
de ces deux parties seulement existera. La partie entière 
s’intégrant toujours immédiatement , il ne peut y avoirde 
dificulté que pour la partie fractionnaire; et c’est la mé- 
thode de décomposition qu’on y appliquera. 

F(x) 
f(x) 
grer, F (x) étant d'un degré moindre que f(x). On che: 
F(x) 
J (x) 
pour dénominateurs les facteurs premiers de f(x);«ce 
qui exige d’abord que l’on cherche les racines de ce poly: 


Soit donc 


dx la différentielle qu'il s’agit d'inté’ 


chera à décomposer 


en fractions plus simples, aÿant 


nôme. Supposons-les déterminées, et considérons d’abord 
le cas où elles seraient toutes inégales ; désignons-lespar 
a;,b,c,...,l: Soïent A,B, C,...,L, des conte 
indéterminées, et proposons-nous de satisfaire àli= 
de ntité 


Ft) 22" 4 B 

SATA RE) MAT ES 
‘ou, en multipliant par f(x), 
u)rt)=a26 +8 0 LOTO) 


x —b x —0c | zx — l 
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Toutes ces divisions indiquées dans le second membre 
donnent des quotients entiers, et les indéterminées sont 
eu même nombre que les différents ordres de termes, re- 
lativement à x : on pourrait donc trouver leurs valeurs 
en égalant, suivant la méthode ordinaire, les coeflicients 
des mêmes puissances de x dans les deux membres. Mais 
il existe dans le cas actuel un moyen beaucoup plus 
simple. En effet, si l’on fait x — à, l'identité subsistera 
toujours , et tous les termes du sécond membre disparai- 
f (x) 

L— 
pourrait.faire d'abord la division par x —a, puis faire 
æ = a dans le quotient-entier. Mais il vaut mieux traiter 


la in PAG 
TXT — «A 


iront, exceplé À - Pour savoir ce qu'il devient, on 


d’après la règle relative aux fractions 


O 


= et l’on voit alors qu'elle se réduit 


qui se réduisent à 
s / 
à f” (a). 
Ainsi l'hypothèse x — à réduit l'identité à la formule 
suivante : 
F (a 
NESE (4 S pe \ s 
Ble)= A/'(a), d’où Se Fab 
04 3: « 2 
et comme f (a) n’est pas nul, puisque & n’est pas une 
racine multiple, il est toujours possible de déterminer A 
de manière à ce que l'équation (1} ait lieu pour x — a. 
On voit de même qu’en prenant 


F(b) Meet veuf 
A 


l'équation (1) sera satisfaite par x —b,x —c,...,x— 1. 
Il reste à en déduire la preuve de l'identité (1); car il est 
tès-important d'observer, en général, qu’il ne suffit pas 
d'avoir trouvé des valeurs pour les coefficients indéter- 


Bee 


—. 
—— 


minés , lorsque l’on n'a pas prouvé d'avance la possibilité 
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du développement. Or on sait que quand deux fonctions 
entières de x sont égales pour un nombre de valeurs par- 
ticulières de x, supérieur au degré du terme le plus élevé, 
elles sont égales, terme pour terme. Donc les deux mem- 
bres de l’équation (1) sont rendus identiques par les va- 
leurs trouvées pour À, B, C,..., L, puisqu'ils sont égaux 
pour les diverses valeurs a, b, c,..., l, dont le nombre 
surpasse d’une unité le degré du terme le plus élevé. 


312. S'il y avait des racines imaginaires, rien ne serait 
changé dans les raisonnements précédents. Les constantes 
qui se rapporteraient à deux racines conjuguées, ne diflé® 
reraient l’une de l’autre que par le signe de Ÿ —+, et les 
deux fractions seraient de la forme 


Si l’on veut faire disparaître les imaginaires, on effectueri 
la somme de ces deux fractions, qui se réduira à 


2M(x —a)+26N 
(x — a} + 6° 


ASE fs : ñ À #.% 
On agirait de même pour toutes les autres racines image 
naires. | 


313. Supposons maintenant que l'équation 
f(x) = 0 


ait à la fois des racines inégales et des racines égales; soit 
a l’une quelconque de ces dernières, et 


F(x)=(z—a}"o(z), 


le polynôme + (x) n’admettant plus le facteur (x=4); 


n | 


TAPEZ 


DES LIMITES DE SOMMES. 433 


posons 
F(x) à: A, À, faq ré 
(x PS Ga) Ga 2 (x — a)}m—2 met LARraENg" o(x)’ 


ou, en multipliant par f(x), 


(2) | P(r)=Ag(:ze) + A,(r — a)p(x)+A,(x—a)p(x) +... 
( HA nr — a) o(x) + P(x — a)". . 


Le nombre des coeflicients du polygone P, ajouté au 
nombre des constantes A, À,,..., À,_,, est égal au 
nombre des termes de cette équation, et il s’agit de les 
détérminer de manière à la rendre identique. Si l’on y 
fait x = a, on obtient 


F(a)—A(a), 


d'où l’on tirera la valeur de À. Différentiant l'équation ( 2) 
et faisant ensuite x —@& , il vient 


F'(a) = Ag (a) + Aip(a). 


Différentiant successivement la même équation et faisant 
ensuite x = a, on imtroduira à chaque fois un nouveau 
coefficient, et l'on pourra ainsi, au moyen de m — 1 diffé- 
rentiations, déterminer À, A,,..., À,_,. Les termes pro- 
venant de P (x — a)" disparaîtront tous par l’hypothèse 
LE = 4. 

Cherchons la formule générale qui représente toutes 
ces équations successives, et, pour cela, différentions p 
fois l'équation (2). 

Pour savoir ce qui reste de chacun des termes quand on 
fera x = «a après la diflérentiation , considérons le terme 
général À, (x — a)" o (x). On trouvera sa dérivée de 
l’ordre p au moyen de la formule connue 


I. 28 
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dans laquelle les-exposants de Qet R sont des indices de 
différentiation. On aura ainsi 


dr\i(x—a )" TL : 
RARE =n(n—1)...(n-p+i)(x—a)rro(x) 


(3) +En(n—1)...(r—p+2)(r24a)7 rt) 
RD nn 1) mp3) (rer gr (ES a) GA 
Si p est plus grand que 7, les premiers termes auront des 
exposants négatifs, et on devra les ometire parce que 
leurs coeflicients seront zéro; cela tient à ce que quand 
(x— a) sera aflecté de l'exposant zéro, il donnera zér0 
pour dérivée. | 
Voyons maintenant ce que devient le second mem- 
bre de l'équation (3) quand on y faitx = a. Si l’on 
ap< n, il se réduit à zéro. Si l’on ap =n, il se réduit 
à son premier terme n(7—1)...2.1@ (a). Enfin, si 
l'on a p >, il faudra se borner à prendre le terme qui ? 
en a p—n avant lui, parce qu'il aura zéro pour expos 
sant; les précédents auraient donc un exposant négatif et 
doivent être omis, comme nous l’avons dit; et les sui” 
vants deviendront nuls quand on fera x —a. Le second 
membre de l'équation (3) se réduit donc alors à + 


p(p —1)...(p—n +1) (ae). 


Donc lPéquation (2), différenuée p fois en supposant 
p<<m, donnera, pour x—=a, en observant qu'il faut 


s'arrêter à 2 =p, 


< 


, Nan PAU PRES Ses — 1) À, PPT CAES 
+p(p— 1). (P—n+Tr)A EP" (a) +... +p(p—1)...214,e@)r 


Telle est l'équation générale qui, en donnant à p toutes 
les valeurs entières depuis o jusqu'à »m —1 inclusivement, ! 
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fournira »2 équations, d’où l’on déduira successivement 
chacune des quantités A, À,,.., A,_,. Ces équations 
sont les suivantes : 


F(a) —Ap(a), 
Pa) À p (a) + A,pCa), 
(a)= A (a) +2A,9'(a)+2.14,p(a), 
(5) F(a)= Ao"(a) + 3A,ç"(a)+3.2A,6'(a)+ 3.2.1A,p(a) 
Emen(a)=A pm" (a)-+(m—1) Ag ?(a)--(m—1)(m=—2)A gra) 
+(m—1)(m —2);..2.147 2 (a) 


La première équation donne la valeur de A, et ce sera la 
seule inconnue si m1 — 1; la seconde fait ensuite con- 
naître immédiatement À,, la troisième A,, et ainsi de 
suite jusqu'à À,_, : et il n'y aura jamais impossibilité, 
parce que le coefficient du dernier terme n'étant jamais 
zéro, On trouvera toujours une valeur finie pour chaque 
inconnue. 

Il reste à prouver que réciproquement, si l’on prend 
pour À, À,,..., À,_,, les valeurs ainsi déterminées, on 
aura satisfait à l'identité (2). En effet, ces valeurs sont 
tirées des équations (5), qui expriment que l'hypothèse 
x = a annule le polynôme suivant et ses m —1 premières 
dérivées, 


F(æ)= A o(2)—A(r—a)g(z)— A (2 — a) g(a) 

— À mi (ZX — GT" p (æ). 
Donc, d’après un théorème connu, ce polynôme est 
divisible par (x— a)" et peut être mis sous la forme 
P(x— a)", P étant un polynôme entier qu'il sera facile 
de connaître. Donc les identités (2) et (1) seront satis- 
faites. 


Cela posé, on pourra traiter d’une manière semblable 


. P . « . 
la fraction =) relativement à une autreracine multiple, 
? 


28. 
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si elle en renferme, et continuer ainsi jusqu'à la dernière: 
F(x) 
Fa) 
les numérateurs seront indépendants de x, et dont les dé- 
nominateurs ne renfermeront respectivement qu'un seul 
facteur premier de f(x), élevé à une puissance égale ou 
inférieure au degré de multiplicité de ce facteur. 

De plus, il est facile de reconnaître que cette décompo- 
sition ne peut se faire que d’une seule manière; car si les 
constantes relatives à la racine a, par exemple, étaient 
susceptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver 
toutes , soit que le calcul füt fait d’abord pour cette ra- 
cine, ou pour toute autre. Or nous avons reconnu que 
les constantes À, À,,..., À,_, ne pouvaient avoir cha=. 
cune plus d’une valeur. Donc il n’est possible de décom-® 
poser la fraction que d'une seule manière en fractions 


La fraction sera donc décomposée en fracüons dont 


simples de la forme proposée. | 
On conclut de là que pour les racines autres que Ja 
première a, il ne sera pas nécessaire de recommencer les 
calculs sur le polynôme P et les suivants. Il suflira de 
changer dans les équations (5) les quantités mm, & et 9 (x), 
en celles qui se rapporteront à toute autre racine de l’é- | 
quation f(x) — 0; car c'est ce quë l’on obuendrait en 
commençant successivement par chacune d’elles. 


314; Les calculs précédents exigent que l’on forme le 
polynôme o (x) qui est le quotent de la division de f (x) 
par (x— a)". On peut se dispenser de faire cette opéras 
tion, et exprimerg(a), ®'(a),...,g"-' (a), au moyen 
des dérivées de la fonction f (x) elle-même : on les substi- 
tuera ensuite dans l'équation générale (4), de laquellese 
tirent toutes les équations (5). Or, si l’on diférentie les 


deux membres de l'équation 


J(a)=(z—a)'e(s) 
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ils se réduiront à zéro par l'hypothèse x = a, si le nombre 
des diflérentiations est inférieur à m. Supposons-le donc 
égal à m + p, p étant un nombre entier et positif quel- 
conque. 

Il est inutile de répéter ici ce qui a été dit au sujet de 
l'équation (3), et l’on aura, en faisant x — a dans les dé- 
rivées de l’ordre m1 + p, 
mfor(a)=(u+p)(m+p—ies.(p-+i) pla); 
d’où 
L frri(a) 


L'équation (4) devient, par là, 


Jrtr (a) fwtrsn(e) 
Fr A" à A D © ———— 
(a) (mpp)(m+p—i). (pH. (m+p—1)...(p+1) 
fm+p-3 (a) k fm a) 
AE —— —— NES do d'A AA TR Ra ER 6 à 
pa). (p+i ax Pom m—1)...(p+1) 


Si lon donne à p toutes les valeurs depuis o jusqu'à 
Mm—1, Où aura, pour déterminer À, À jar: 2, AMD , les m 
équations suivanles : 


De) 


m(m—1)...2 1 


! frutrk(a) AC) 

F = À 
(a) (mæ+ ir)..." m(m—i) à 

' fm (a fmtt(a) | fm(a) 

F = À 0 

(9) (m+ 2) ) de ue 3 Lo 3 

Kai a mess (a) m2 (a) fm 4 

(a) RD * RSS CE YPO Re À } 


315. Les calculs précédents peuvent s'appliquer? aux 
racines imaginaires égales, aussi bien qu'aux racines 
réelles. Mais les réductions entre les termes homologues 
relatifs aux racines conjuguées ne donnent pas immédia- 
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tement des résultats aussi simples que le mode de décom-\ 

position que nous allons faire connaître. | | 
Soient à& + 8V— 1 deux racines multiples de l’ordre 

m de l’équation f(x) — 0, de sorte que l'on aït 


FaRs ue [ (x — x} +6 ]Mo (x). 
On posera 


Per ASE D Aix +, Ami + Ba Pœ 
HOME OO CRE CRE EEE CET) 


OoUu 


F(x) —(Ar+Bp(x)+{(Aix+B)l(x = a) +6 ]o(x)+.. 
+ ir+B, )[(r = me) + 65] 6 (x) POSE) PeUS 


Le nombre des coefhicients indéterminés est égal au nombre 
des termes qu'il faut égaler de part et d'autre, en ayant 
égard à ceux du polynônre P. Mais nous nous proposons 
ici de déterminer seulement A, B, À,, B,,..., A,_:, B, 4 
Or, si l’on fait x — x + V — 1 dans la dernière équa® 
tion et dans ses dérivées successives, chacune des équa® 
tions ainsi obtenues se partagera en deux autres, à causé. 
de la quantité imaginaire ÿ—1; et, de plus, il s’intro® 
duira dans chaque nouvelle équation deux nouveaux 
coefficients inconnus. Ainsi, la première déterminera À 
et B, la seconde À, et B;, etla m'°"°, À,, et B,. | 
Ces mèmes formules s’appliqueraient aux autres racines 
imaginaires égales, en changeant convenablement 


Te D (VERT 


On pourrait encore, comme dans le cas des racines 
réelles égales, se dispenser de former le quotient ® (2), 
et faire dépendre sa valeur et celle de ses dérivées, pour 
x—a+6\—1, des valeurs que prennent, dans da 
même hypothèse, les dérivées de f(x); maïs les formules 
soni moins simples que dans le cas précédent. | 
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316. Cela posé, revenons à l'intégration de la fonction 


Frog 
FL 


La décomposition de la fraction 


FL Peer 
, d’après les pro- 
OM P 
r pr Q * 34 » Q x LL r 
cédés qui viennent d’être exposés, conduira à l'intégra- 
tion d'expressions ayant respectivement l’une des formes 
suivantes : 


À dx A dx (Ax+B)dx (Ax+B)dx 
a (ra) (r—a}+6 [(x—a) +6} 


Examinons-les successivement. 
1°, La première donne immédiatement 


ES PNA A 


Si dl 


2°, On trouvera, pour la seconde, 


A dx + A c 
(æ — a)" FO AUE (n —1)(t— a)" er 


32, Pour Îa troisième, on la décomposera comme il 
Se | 

(Ax+B)dx __ A(x—u)dxz  (Ax+B)dxr 
Gama) +6 [x—a) +6 (x a) Le 


La première de ces deux nouvelles fractions ayant pour 
numérateur le produit de À par la moitié de la différen- 
tielle du dénominateur, est la différentielle de 


I < 
pig 1 [(x — à } ce 6° |. 
> 

Pour intégrer la seconde, on posera 


Mraus— 07) d'où. dx —=%6ds,; 


et elle devient 
Ax+B dz 
Gi 1 + 7° 
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ce qui est la différentielle de * F4 


Aa<+B 


2 arc tang 2. 


Donc 


RES 0 ARR RE +408 


(Ax+B)dr À Au d— 
(a Re) +165 


4°. Quant à la dernière expression 
(Az +B)\dx 
[fe —e)+61 
on la décomposera ainsi : 
A(x — a) dx (Aa + B) dx 
[(æ—a)+6]" [(x— a) +6] 
La première partie est la différentielle de 
SES TS ; 
2(n— 1)[(æ— a) +62] 


(Aa + B) dx 
Na—er+67 
Aa +B dz 


x — a = 6z,etelle deviendra En 


Pour intégrer la seconde partie » on posera 


tout 


dz 


sera donc réduit à intégrer - ; or on a identique-=! 


we +1) 
ment 
I ue up L'on MR I Éd 


ms ee 


ÉD NES OS CE DEC E 


donc 
dz Es L: dz z° dz 
(2°) ca (etes (a+ 1) 


Mais l’intégration par parties donnera 


2 ds "4. £ : I dz F 
Je + ii) on) (et DT a DCE PS 
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substituant dans la précédente , il vient 


dz Z “he L'eu 
en - Gn=2)(e Ein ons Re 


L'intégration étant ramenée à une autre semblable, 
mais dans laquelle l’exposant de z?° + r est diminué 
d’une unité, on parviendra, par une suite de réductions 

dz 
+1 
On obtiendra ainsi la formule suivante : 


analogues, à l'intégrale de » qui est arc tang 5. 


2 5 
” die 1,8 nat 1 (an —4)(on—6) : 
(+) (on—2)(z + (an=3)(2n—5)...5.3,, DS 
: PET EPS ERA 2 a Ne EL 
Mac y(ane5/.3.: 


a Re 


Aa+B 


s. e] Le L: n + c Bi. 
Si l’en multiplie cette expression par ET 


9 
RL” qu on 


AE 


g On aura l'intégrale indéfinie de 


remplace z par 


(Au+Bdr | 
[(æ— a) +6 |" 
on connaîtra, par conséquent, celle de la fonction pro- 
posée 
(Ax +B)dx 
re) + el 
Ainsi, au moyen des méthodes qui viennent d’être ex- 
posées, on pourra intégrer toute expression algébrique 
rationnelle. 
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CHAPITRE IV. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES 
IRRATIONNELLES. 


9317. Radicaux du second degré. — Il n'y a qu'un 


très-pelit nombre de fonctions irrationnelles que l’on 
sache intégrer sous forme finie. Nous allons examiner 
celles dont l'intégration peut s'effectuer avec une cer Laine 
généralité. 

Nous commencerons par les fonctions où la seule quan- 
tité irrationnelle est un radical du second degré, sous le- 
quel se trouve un polynôme du second degré : a reste, ce 
radical peut être combiné algébriquement avec x, d’une 
manière quelconque. 

Comme on peut faire passer hors du radical le coeffi- 
client du terme qui renferme x?, nous pouvons représen- 
ter la différentielle proposée, par 


F (x, Va + bx Fa x!) dx. 


Pour intégrer cette expression , il suffira de remplacer x 
par une fonction d’une autre variable telle, que les quan- 
“ütés x, dx et Va + bx Æ x? soient rationnelles ; car 
on retombera dans la théorie précédente, qui donnera 
Mr: le moyen d'effectuer l'intégration. 


. Supposons que x? ait le signe + sous le radical. 
On pourra poser 


Va + bx + x! = 2 + x 
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d’où 


A Dr 2x + 2, bdx — 22dx + 2xdz + 2zdz, 


RE à 4 pu 2(2— bz+a) 
WF 27 Ya ECG (b— 22)? 
| De Lont— Lebarse 
deb 


La différentielle proposée devient donc rationnelle par 
gêlie transformation. On aurait encore pu poser 
Va + bx + x! — Va + x; 
il en résulterait 
Ho r ne 97 Va + x2!, dx = 2dz Va + z°dr + 2 x2423, 


= Pt É 
__ 22 Va PL FE Va — bz + Va 


Æ 


2 2 2 az, 
I — 3 (1— 2) 


D ue st ve 


: 1 — 

La difiérentielle proposée devient donc encore ration- 
belle; mais cette transformation aurait l'inconvénient 
d'introduire des imaginaires si a était négatif. 

On peut encore employer une troisième transforma- 
tion quand les racines du trinôme a + bx + x° sont 
réelles ; ce qui aura toujours lieu dans le cas où la trans- 
formation précédente ne peut se faire en quantités réelles. 

Soit 

a+ br +ar —{(x—a)(x —86), 


a et 6 étant réels; posons 


We br ta — (x a}z, 
on en tirera 


D—6—(x—a)z, dr —3 dx + 2{x — x)zdz, 


a — ? ———— 
EE — TRS me PAR SORES 
To? (1 — 73} 
AR (6 ea 


Va + bx + ee Se ee 
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Dans le cas où x? serait aflecté du signe — sous 
le radical, on ne pourrait employer la première de ces 
trois transformations. On pourrait employer la seconde 
si a était positif. Enfin , si a était négatif, les racines du 
trinôme a + bx — x? seraient réelles, sans quoi le radi= 


cal Va + bx — x° serait toujours imaginaire ; alors on 
emploierait la troisième transformation qui n’exige que 
la réalité des racines du trinôme. 


318. On pourrait encore rendre rationnelle une font- 
tion algébrique qui renfermerait deux radicaux de là 
forme 


Va+x, Ve + x; 


pour cela on poserait, 


Va LEZ, 


ra, dx = 2442, Nb F4 V2 + D a. 


Substituant ces valeurs dans la fonction différentielles 
donnée , elle ne renfermera qu’un seul radical du second 


degré qui affectera une expression du second degré en°z 
On retombe ainsi dans le cas précédent. 


319. Appliquons ces transformations à quelques cas. 


particuliers. 
Soit 
dx 
Va + bx + x. 
posant 


VE te LUC 
on en déduit 
2(z— x) dz 
rh He 


dx * dx 2 dz 


a+ dx = — 2xz +3, dx = 


LE Va +bx La Far! 
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donc 
l 4 
fi lUo+s)+0 
Va + ba + x° Fos 


b Dm mer T 
=if5+e+ Vartegs |+c. 


Dans Le cas où l’on aurait d — 0, on trouverait 


er al tn + C. 


320. Considérons maintenant 


el posons 
| Va + bx — x° — Va + x, 


d’où 
— dx 2 dz 
b—x—=22Va+ai, ————— —; 
Va + xz dur fe 
donc 
dx bx — x — Va 
— —=C— 2 arc tangz —C—o2arctang fai Va, 
Va + br — x? de 


Si les racines du trinôme a + bx — x? sont réelles, 
où peut employer la troisième transformation, et poser 


Va + bx — x — (x — a )z, 


en supposant 
t'—— bx — a =(x— a)(x —6). 


On aura d’abord 


O—x—=(x—a)z, —drx(i+3)—2(x—a)zdz, 


L 

\ 

2 

SR ! 
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donc À 
F dx —. ‘ * 
eee CR OST VE 
Va + br — x! T—ax. 
7 8 ob NE 
2x —b+ÿb+4a 


(Es) 


—=C — arc tang ——— = C — arccos —— 


Es. VO qu 


Vb+4a 


— C— 2arctang 


Dans le cas particulier où b=— 0, a — 1, cette dernière 
formule donne 


dx ; 
— = C—arccosxr = C'—+ arcsinr. 


Vi — x? 


L'autre transformation donnerait, dans ce cas, 


È 1—xX?—1 TELE | É 
si — C— 2 are tang V = C — arctang à = C + arc 
Vi 2° x Vi x 


4: 


résultat identique au précédent. 


321. On a souvent à intégrer des expressions de Ja 
forme suivante : 


(ax +6)dx 
Va + bx — x! 


On introduit alors au numérateur la différentielle dela 


quantité soumise au radical , et l’on décompose cette diffé: 
rentielle dans les deux suivantes : 


2 2 
ES : 


Va + bx — x? Va + bx — x! 
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La première a pour intégrale — à Vas bx-x,et là 
seconde rentre dans le cas précédent. 
322. La différentielle D peut être intégrée 
dé Va br —= 17? 
d'une manière plus simple que par les transformations 
que nous venons d'effectuer, en la ramenant à la forme 
dz 
VI 5! 


effet, on a 


» expression qui a pour intégrale arc sin z. En 


donc 
Æ — — 
dx à ] 
— AFC SIN —— + (. 
Va + bx — x° b? 
Fe 
323. fonctions de monômes trrationnels. — Si l’on 


a une fonction algébrique rationnelle des quantités 
m  pP Fr 


2, æ1,..., x°, il est facile de la rendre rationnelle, en 
même temps que dx; il suflira de poser x — 21: "OH 


aura alors dx = nq..…. s2"1::°-! dz, et tous les monômes 
nm 


nl . 
x",..., © seront rationnels en z. 
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CHAPITRE V. 


DIFFÉRENTIELLES BINOMES. 


324. On désigne sous ce nom les expressions de la forme 
a" (a+ bx")r dx. 

On peut toujours supposer m et n entiers; car s'ils 
étaient fractionnaires , la transformation indiquée dans le 


numéro précédent ramènerait à une expression semblable 
où les exposants de la variable seraient entiers. L'expo 
sant p est fractionnaire; çar s’il était entier, on développe 
rait la puissance de a + bx", et l’on aurait à intégrer un 
nombre fini de monômes. Les signes de ces troïs exposants. 
sont arbitraires ; mais on peut toujours supposer 7 positif: 
en effet, s’il était négatif, on pourrait multiplier le bi: 
nôme a + bx" par x” et ajouter 2p à l’exposant de x, 
qui pourrait alors devenir fractionnaire, mais que l’on 
rendrait entier par la transformation déjà indiquée. On 
peut donc toujours supposer 2 et n entiers et z positif. 

Nous emploierons’d'abord la méthode de substitution, 
et nous poserons @ + bx"= z, d'où 


_ _— 1 
D LAN nr y 2294 
Ave ( b | , dx ee pe (x) dz, 


et, par suite, 


LES ES | ; À 
I Z— à n 
x"(a + bat ÿP dx = — 7 | ——— dz. 
( ) nb b 
m + À A Re 
Donc s est un nombre entier positif ou négatif; 


l'expression en z n’aura plus d’irrationnel que le mo- 
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nôme Z?, et on la rendra rationnelle par le procédé in- 

diqué dans le numéro précédent. Si, par exemple, on a 
F . = ‘ « 

p —==+ on posera z — {!, ce qui revient à faire d’abord 

a OL T1. 

L'intégrabilité de la différentielle proposée est donc 

Hd I I : 

assurée quand —— est un nombre entier, quelles que 

7 


soient d’ailleurs les deux quantités mn et n. 


329. On peut arriver à un autre cas d’intégrabilité en 
mettant la différentielle donnée sous la forme 


HrNefar? 2 b}P dx. 


En effet, si l’on applique la condition qui vient d’être 
trouvée en général, on trouve qu’on pourra l'intégrer si 
M + np +1 ; A USE : 
ee — est un nombre entier, ou si —— 
RW L 7t 


entier; condition qui pourra quelquefois être remplie 


+ p est 


quand la première ne le sera pas. 


326. On peut appliquer l'intégration par parties à la 
même différentielle x” (a + bx")? dx, en considérant 
"7! (a + bx")}? dx comme une différentielle exacte, dont 
l'intégrale est 


moe ea 


On obtiendra ainsi 


Janta ver yrar = am—n+i æn—1 (a + bxr )P dx 


Lampe: (a + ban pti M—n+I 
nb (p + 1) nb(p+1), 
Mais 


xm—n (a + bxn ) Pt dx. 


ÆUTe (a + brr Ph = gamin (a + ba")? + ban (a + bx")P 
I. : 29 
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donc, en substituant, on aura ÿ 


amn+i (a + brn)P+1 
(PF) 


[= (a + bxr) P dx — 


{m—n+1)a pa à M—n-+ 1 2: 
HT) x (a + bx JP TER xm (a + bx") dx. 


L2 


Si l’on réduit le dernier terme de cette équation avec 
l'expression semblable qui se trouve dans le premier 
membre, on obtiendra la formule 


» : Mm—n+ 1! ni ï 
2" (a + br" )P dx — 2e AU RUSS 
) b{m + np +1) 


(m—n+i)a 
die : m--n n P d ÿ 
b(n + rp+1) a" (a + ba") [x 


On est ainsi ramené à intégrer une diflérenuelle du mème 
genre que la première, et qui n'en diffère qu’en ce que 
l'exposant m1 est changé en m— n. 

1°. Supposons que m soit positif et plus grand que”. 
En traitant cette nouvelle différentielle de la même ma- 
nière que la précédente, on diminuera encore de 7 lex 
posant de x; et en continuant aïnsi, l’on sera ramené; 
après un nombre À d’intégrations, à la différentielle 
x" (a + bx")? dx, et Von effectuerait immédiatement 
Pintégration si l’on avait 

m—RN—NR—I1, Où " mt De du D 

Ce procédé conduira donc à l'intégrale cherchée toutes 
les fois que m + r sera divisible par ». C’est le premier 
cas d'intégrabilité que nous avions reconnu. 

2°, Si m était négatif, la formule (1) ramèneraitl: 
différentielle proposée à une autre moins simple, puisque 
l'exposant du facteur monôme y aurait une valeur numé- 
riquement plus grande. Mais si lon tire de cette même 
équation la valeur de la seconde intégrale en fonction de 
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la première, on aura une formule qui, dans le cas de 
l'exposant négatif, ramènera l'intégration proposée à une 
plus simple. Si en même temps on change m—n en 
— m, On aura la formule suivante : 


4 anti + br? )\P+1 

M re 
(m—1)a 

b(m—np—n—:1) 


(2) 


— an (a + ba")? dx. 
À (m—1i)a 

Aù moyen de cette formule on abaïssera l’exposant — mm, 
puisqu'on le ramène à — m + n, et que 7 peut toujours 
être supposé positif. En continuant ainsi, l'on arrivera à 
lPexposant — m + Àn; et l’on pourra intégrer si l’on a 


— IN +- 1 
— M+én=n—I1, où — 


EL 


tr —$#. 


Cette condition ramène encore au premier cas d’intégra- 
Dilité. 

Lorsque la différentielle ne rentre pas dans ce cas, les 
formules (1) et (2) ramènent toujours l’exposant m à une 
valeur positive plus petite que ». 

Les formules (1) et (2) ne peuvent être employées, la 
première lorsque l’on a m + np + 1 — 0, la seconde lors- 
que m=— 1, parce qu'alors l'intégrale cherchée disparait, 
et l'équation qui subsiste ne peut plus, par conséquent, 
en donner la valeur. Mais dans chacun de ces cas, l’une 
des conditions d’intégrabilité est satisfaite , et la différen- 
tielle devient rationnelle par la substitution que nous 
avons faite en premier lieu. 


327. La manière dont nous avons fait usage de l’inté- 
gration par parties avait pour objet de réduire l’expo- 
sant de x en dehors de la parenthèse. Mais on pourrait 


29. 
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la diriger de manière à réduire l’exposant du binôme 

(a + bx"). | 
En effet, si l’on considère x" dx comme différentielle, 

on irouvera 

a+ (a + bæx")P 

Te me 


fente + ba")? dx. 


fe (a + ba")? dx — 
npb 
mn +1! 


Dans cette dernière intégrale on peut abaisser l’exposant 
m + n sans changer l’exposant p — 1, par le procédé 
employé dans le n° 326 , et l’on obtiendra ainsi 


o V7 mn Lu D Bee) de PURES 


M HONDA 


a 
BR 0 2 fer (a + ba" )P—! dx. 
nie à mu 2) ei eo 


Cette formule deviendrait illusoire dans le cas déjà exa= 
miné, où l’on aurait 


m + MD DL =I0: 
En appliquant le même calcul à la différentielle 
m (a + br" me 2 


on abaïssera d'autant d'unités que l’on voudra l’exposant 
de (a+ bx"), dans le cas où p sera positif, et l’on pars 
viendra à un exposant compris entre o et 1. Celui du 
facteur x” est resté le même; mais on pourra le réduire 
ensuite comme on l’a indiqué précédemment : et si la 
différentielle ne devient pas intégrable, elle sera du moins 
simplifiée le plus possible. | | 
Si p est négatif, on tirera de l’équation (3) la valeurde 
la dernière intégrale, qui se trouvera ramenée à une plus 
simple. Changeant p en — p, pour expliciter son signe; 
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puis mettant p au lieu de p +1, on obtient 


ai ; bzx!\-P+ 
a fe (a + bte gt (a + bar) Pr" 
an(p —1) 


#1 Dore Fe pet 1) IEC + ba") Paz. 
an {p —1) 
Cette formule ne deviendra illusoire que dans le cas où 
p=1. Mais alors la différentielle proposée est ration- 
nelle, à moins que m ne soit fractionnaire; et, dans ce 
cas, on emploierait une transformation déjà indiquée. 
Au moyen de la formule (4), l’exposant négatif — p 
peut être successivement augmenté d'autant d'unités que 
l’on voudra , et sera ramené à être compris entre 0 et +1. 
On pourra ensuite réduire l’exposant de x" sans changer 


celui qui affectera le binôme {4 + bx"). 


326. Prenons d’abord pour exemple la diflérenuelle 
æ" dx , à » À 
, dans laquelle "2 désigne un nombre entier po- 
1 — x? 


siuf. Elle est toujours intégrable; car on a 


« mi 
Donc si 


2 7. 0 
n'est pas entier, sera, Si on 


Jui applique la formule (1 (1), ou si on l’intègre directement 
par parties, on trouvera 


xrdr *' Lg Ÿ Le) m4 AT de 
a ——— —— —— a 20 AT CERE aenS —- | 
Vi — x! m m Vi Ts 
7 Le . . . ? . » 
L exposant m1 étant ainsi abaïissé de deux unités, on 
arrivera, en continuant d'appliquer le même procédé, à 


* 6 xdx dx k 
Pune des deux expressions [ Fe suivant 


, / $ 
VRees di Ver 
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que 7n sera impair ou pair; la première a pour intégrale 
— Vi x?; et la seconde, are sin x. 

On parvient ainsi à la formule suivante, dans le cas de 
m impair, 


M—r (rm — 1) (m — 3) 


M—1 : m—3 D axm-—5 D. 
xm dx Vi — x : im aou Ram ri 
Vis sg Le Lt (m—3).. 
MICEPICENE 
On trouverait, dans le cas de rm pair, 
D cn # ya [ee + né SRE 2. PE 1) M] 
Vi mn mi — 2 ae (m— 4}, 9 
(m—1)(m—3).. 


arc sin C. 
A TETE 4 DL 


Si l’on supposait l’exposant négatif'et représenté par —, 
la formule de réduction serait la suivante : 


NUE DAME à V I—2 m—2 je LA dR 
ER À —— 


me Vi—z! 


re EE in m— T1 CM—I 
Le seul cas où elle ne puisse être appliquée est celui où 


ë j JR dx 
m—1; il s’agit alors d'intégrer ——. On pourra 
. I — ZX? | 


employer pour cela la transformation relative aux radi- 
caux du second degré, et poser 


l— 2 = i FT 
d’où 
—x= 223 + xz, . — dr = 2dz + 2xzdz Æ dE 
dx dx 2 dz dx dz 
om STE CRUE 
1 + xz Vi — xt 1 + 7° x Vi — x Z. 
Donc 
dx I— ZX? — 1] 
a 
æ Vi — x! æ 
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On serait arrivé plus simplement au mème résultat, en 


* I re ° » se jTES dz 
posant x = -, Ce qui aurait donné ——— ; que nous 


Vz — 1 


avons intégré précédemment. 


dx 
La différentielle ———— s'intégrera de même en po- 
Æ VX? —1 


I : 
sant x = -—. Elle devient 
Z 


de 


Vis 


dx 1 + 
Be = = arc cos — + C. 
æ Va — I ZX 


On traitera de la même manière la différentielle 


ou «,arc coSz; 


donc 


dx 


cn Va?+ 2° 


LI LL L2 di: RCE SEL lie” va 
et l’on y ramènerait la suivante VÆ a+ x? en mul- 


tipliant et divisant par le radicai. 


On trouvera ainsi : 


févess vers te, c 


2. m2 A IROE RES. 208 | 2 
JE ya PER RE LEE 


LA TL 
329. Considérons encore la différentielle binôme 
DAT l ! ' 
————— , qui se rencontre dans le calcul des oscillations 
V ax — x? 
du pendule. On a identiquement 


HA a é 
x" dx . MTS n a: m— { 
F'AuRER SANTE Ye 2 + a LL dE 
DEUX — 2 Vax — x 2 ax — x? 
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Mais, en intégrant par parties, on trouve 
xm—1 (= Je dx 
2 


= Da. 
= — ym— 1 Vax —xT fees 2(ax rm (ax — 2°) dx 


Ven 
AE AL æm—1 dr = He» 
= — amet W/ax — 3x + (m—i1)a Var on RP 


substituant dans la première équation, et Be il 
vient 


— am ax — x + (m—1) æm-2 dx Vax — 3° 


an de et lax nt) (om 1) 200 


gr ge ——————————————— € 


Vax— x° m 2m Vax— x° 


L’exposant m étant abaissé d’une unité, si l’on applique 
le même procédé à la nouvelle différentielle et aux sui- 


g . « TL . 
vantes, on parviendra enfin à ik ee + On obtiendra 
ax — x? 


cette dernière en observant que 


dx | dx 


dx A — 2% 
——— — are COS ———— + C. 
Vax— x° a 


Si m était négatif, la formule ci-dessus, résolue par rap- 
port à l'intégrale qui est dans le second membre, servirait 
de même à l’abaissement de l’exposant jusqu’à zéro. 


Ll 


— 
[ex 
SI 
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CHAPITRE VI. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS EXPONENTIELLES, 
LOGARITHMIQUES, ET CIRCULAIRES. 


330. Si l’on sait intégrer la différentielle F (x) dx, on 
saura aussi intégrer les suivantes, par une simple substi- 


tution : 


d. ; 
F(e’)er dx, F(læ) — F (sin +) cos xdx, 


à x (4 
F(cosx)sinxdx, F(arcsinx) AS ER 


Vi — x 


dx 


F(arccosx) 


F t 
nee (arc tang x) Le 


On voit de même que si F désigne une fonction algé- 
brique , on rendra algébriques les différentielles 


F(e)dx, F(sinx, cosx) dx, 
F(sinx, sin2x,...,cosx, cos2x,...)dx, 
en posant respectivement 
€ —Z, SiNnr—Zz, OU COST — z. 


391. Soit maintenant la différentielle Pz" dx, dans la- 
quelle z désigne une fonction transcendante. 
Si l’on pose 


lz + HR 
frac IRECER fRÉd=s,…. 


et que l'on puisse obtenir les fonctions désignées par 
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Q,R,S, etc., l'intégration par parties fera connaître 
A Ed 7 En effet, on aura 


| d 
ford = Qx—» fQ2"— = du, 
dz dz 
A1 2 dx — n—\ ren 12 22,1. 
fe Te x Rz (n 1 fre Te 42 


et ainsi de suite. Donc 


J'Pz dx = Q2— nRa + n(n—1)Sz— 


332. Si l’on suppose P—1ret que l’on fasse successi- 
vement z = 1x, 3 — arc sinx, ou trouvera 


J'irdx = x{[lrx— ni zpn(n —1)lt=2x — Hu (n—1)...2.1]+0C, 
Lnvi=e __A(n—i)x 
: arc sin x arc sin x)° 

ftare sin x)" dr = > d (are sinx)" + C. 


n(n—1)(n —2)ÿ1— 2: 


- ER 0e 
(arc sin x } 


Si l’on suppose P = x"-t et z— 1x, on aura 


font: leds eg Jess UN E 
4 | m m nm me" 


Si, dans la première et la dernière de ces trois formules, 
on pose Lx — z, elles deviennent 


J ses dx —ezf[zn — nzn-: +n(n—i1)2-2— .,.. En(n— 1).…..22100 
SR ex En Re: ri), DCR +C; 
a a a° an 


si, dans la seconde, on pose arc sinx = z, d’où 


TN; dr COS 
elle devient 


Ja" coszdz = sinz[z"— # (72 — 1)3"—? +, ..] 
+ Ccosz[nz" tt — nfn— 1)(n — 02) 28 +, . JC: 


On peut d’ailleurs obtenir directement ces trois dernières 
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formules, et en déduire réciproquemeut les trois pre- 
mières. | 

333. Les deux intégrales fe** cos bxdx et fe** sin bxdx 


peuvent se déterminer à la fois, au moyen de l'intégration 
par parties. En effet, on trouve immédiatement 


et cos bx b 1 
"Less cosbzdx — -———— + -— | et sin brdx 
Let: a S 


e et sin br b 
fe |) Ar cos brdx. 
a 


a 


De ces deux équations on tire, pour ces intégrales, les 


valeurs suivantes : 


a cos bx — b sin bx 
ess cosbrdxe = = 0" +#<@, 
a? + b? 


: s a sin bx — b cos bx 
et sin brdx = = 01" + C. 
a? + b? 


334. On pourra encore déterminer les intégrales 
fre cosbxdx, fx"e% sin bxdr, 


en abaïssant successivement l’exposant de x. Mais le cal- 
cul sera simplifié au moyen de la formule ci-dessus, qui 
donne la valeur de fz"e"“dz, dans laquelle on rempla- 


cera a parja + b Ÿ— 1. Elle devient alors, en substi- 
tuant x à Z, 


fa ea (cos bx + V — 1 sin bx) dx — 


e2r (cos bx +ÿ — 1 sinbx) E nent! n(n —1)...21 ; 
a+bÿ—1 En D UE e cs 


Si l’on égale les parties réelles des deux membres , ainsi 
que les parties imaginaires , on aura les valeurs des deux 
intégrales cherchées. 
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335. Considérons maintenant les différentielles de la 
forme 


sin”x cos" rdx. 
Si l’on pose sin x — z, d’où cosxdx = dz, on obtient 


ne. 1} 


z"(1— 3) 2 dz. 
Elle rentre ainsi dans les différentielles binômes, et sera 
. , | m + 1 . ; « . 
intégrable lorsque —;—— sera entier, c est-à-dire lorsque 


m sera un nombre entier impair, ou lorsque » sera un 
nombre entier impair, ou lorsque m + n sera un nombre 
entier pair. On aurait pu poser cosx = z, et la diflé- 
rentielle serait devenue 


M—.1 


—z"(1 — 3) 2 dz, 


d’où l’on aurait tiré les mêmes conséquences. 


3906. Au lieu d'employer ces transformations, on peut 
traiter directement la diflérentielle proposée, au moyen 
de l'intégration par parties. On trouvera ainsi 


; sinm+ti x COS"! x n— 1 " 
(a) J'sin”x cos" xdx = + —— | sinrt2cos"-1rd7 
m +) m— 1 


Or 
fsin"#?x cos"+*’xdx — [(sin"x cos"—?x) (1 — cos?x) dx 

= fsin"x cos"—’xdx — fsin" dx cos" xdæs 
substituant et réduisant, 1l vient 


sinr+t x Cos!—1 x n—) 


(2) {| sin” x cos" xdx — sin” x cos"? rdx, 


nm+Nn m' +1 


Donc, si n est positif, cette formule l’abaisse de deux 
unités, sans changer »1; excepté toutefois le cas où 
M + nn —0,que nous examinerons plus tard. 
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En supposant que ce cas ne se présente pas jusqu à la 

fin du caleul , et en continuant de diminuer l’exposant de 
cosæ, on le ramènera à o ou 1 s’il estentier. 


337. En dirigeant autrement l'intégration par parties, 
on abaïssera successivement l’exposant de sinx. En eflet, 


on a 
js cost+'xsinm-ix  mM—I ; 
(3) SIN? x COST xx = + —— sin” -2 x cos" +? rdx. 
n 4 n+I 
Or 


fsinm-2x cos"*?xdx — [ (sin"—?x cos" x)(1—sin?x) dr 
= f'sin"—? x cos" xdx — f'sin” x cos"xdr. 


Substituant dans la précédente, et réduisant , il vient 


. sin”—tx cost x m—I ; 
(4) | sinmx cos" xdr= — + ——— |sin?-2x cos" xdx. 
m+n m+n 


Si donc on excepte encore le cas de m + n — 0, on abais- 
sera l’exposant de sin x d’un nombre pair quelconque, et, 
s’il est entier, on parviendra à le réduire à zéro ou à 
l'unité sans que l’exposant de cosx ait changé. S’ils sont 
tous deux entiers, on les réduira successivement l’un et 
l'autre, autant que possible, sans les rendre négaüfs, et 
il restera à intégrer une des expressions suivantes : 


Jadx, fcosxdx, fsinxdx, fsinx cosxdx, 


que nous considérerons tout à l'heure. 
\ 


_ 338. Supposons maintenant que /n étant positif, 72 soit 
négatif et remplacé par — #7; la formule (2) donnera 


sin”x sin”“+! x n + sin” x 

À —— AY, 

cos” x (m— n)cos"*'x  m—n ] cos"+?x 
L’exposant des cos x se trouvant élevé de deux unités, on 
tirera la valeur de l’intégrale qui est dans le second mem- 
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bre, et l’on trouvera, en changeant 7+ 2 en n, 


sin” x sin”"+'x n—m—2 f°sn"r 
(5) GE MUR à à Li. dx. 
cos" æ (nr —4) cos x n— I cos Te 


Cette formule ne peut être appliquée dans le cas den = 1. 
Si en même temps m est entier, on l’abaissera au moyen 
de la formule (4), et l’on parviendra à 


sin æ dx 
dx, ou - 
COS æ cos æ 


expressions que nous intégrerons tout à l'heure. 


339. Si, au contraire, 2 est positif et 7 négatif, rene 
plaçons-le par — rn dans la formule (4), elle devient 


cos" x cos "tx m + LACS ZT 

= dx ns ET Dern 1 Te dx. 

sin” .c (m—n)sin"+'x m—n.)sn”"#"?x 
L’exposant de sin x étant augmenté de deux unités, on 
ürera la valeur de l’intégrale du second membre, et Pon 


aura, en remplaçant nm + 2 par m, 


COS" T cos "+! x M. 1,2 [\f. COS 
(GLS TE RER dæ. 
sin "x (m—1)sin"—"'zx m — 1 sin 7e 
Cette formule ne peut être appliquée si m1; mais alors, 
en abaïssant l’exposant de cosx, on arrivera, s’il est en- 
cos x {Los 


tier, à l’une des expressions | -— dx, ou | — 
sin x 22 sin æ 


9340. Supposons enfin que "» et n soient négatifs tous 
les deux , et remplacons-les par — "2 et — n. La for- 
mule (2) deviendra 


dx —"1 n +1 dx 
à ——_—_—_— Ù——© À 
J Sinmzx costx ((mæ+n)sin"—1zx cos"+t x: » 174170, ,//NSin "2 COS 


ou, en ürant la valeur de la seconde intégrale, etchan-: 
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geant 72 + 2 en 71, 


dx I M+n—92 dx 
rm - a —— RARE Pr 0 Ah M 
(7) sinæcos"x  (n— 1)sin"-!xcos"—'x ER : sin”x COS" —°x 


On tirera semblablement de la formule (4) 


dx 5% 1 Mm+ I dx 
(x costx  (m—n)sinmtixrçcos"-1xr m+n ,.) sin*+? x cos" x 
Tirant de là la valeur de la dernière intégrale, et rem- 

plaçant » + 2 par mn, il vient 


d — 1 M +1 — 2 dx 
Le 


sinxcos"x  (m—1)sin"-1xcos"-1x m— 1 in”i—2x COS" x 


Au moyen des formules (7) et (8) on diminuera du plus 
grand nombre pair possible les exposants de sin x et 
cos x. Il n’y aura d'exception que pour le cas de m — 1 
ou % — 1, et alors on parvient, en supposant 71 et » en- 
tiers , à l’une des expressions suivantes : 


dx dx dx 
. > 9 NT DIT Un 
sin x COS Z Sin Æ COS 


341. En réunissant les cas particuliers auxquels on est 


conduit par l’application de ces procédés, on voit que 
Von est toujours ramené, quand les exposants sont en- 
- \ 9 . ? . ; . 

tiers , à effectuer l’une des intégrations suivantes : 


À , 
\ * sin x cos x 
dr, [cosax, sin xdx, sin x COs xdx, —— dx, — dx, 
| cos x sin x 
dx dx dx sin” x cos" x 
TS Er : ? , dx, ——— dx 
sin x COS x sin x cos x cos" x sin”? x 


Les six premières s’obtiennent immédiatement , et ont 
pour valeurs respectives 


fdx=x+C,  fcosdx = smx+cC, 


: L sin? x 
sinxdx = — cosx + C, Sin Æ COS dx — Ar ON 
É 
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Dans les deux suivantes le numérateur est la différentielle 
du dénominateur, abstraction faite du signe. Donc 


sin tdx cosxdx x 
— = — | cosrt+ C, —— "= | sinx + C. 
cos x sin x 
dx re 
On intégrera la suivante -——— en divisant ses deux 
sinx COS x 


rimes par cos? x; elle devient alors 


dx | 
cos? x = [Te tangz HER 
sinæ tang x 

cos x 


Æ à VE ARRET ea 
La suivante s’intégrera en divisant ses deux termes 
sin x 


par cos?ix, après avoir remplacé sinx par 2 sin 7 C0 


elle devient alors 


x 
de 
2 
x Li 
costs d. tang — À 
= 2 = ]tang = + C. 
esta 4 2 
PES tang— 
cos — 
2 


dx 


On ramènera l'intégrale 
Co 


à cette dernière , en ob- 


servant que 


IE 3 (2 ) 
sin( (E-=) sin { - —x 
2 
T ZT 
== + C. 
\tang(? +2) + 


342. Il ne reste plus à intégrer que les deux expres- 
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Br cos 


Css à « 3 
dx et -—— dx, qui rentrent l'une dans 
sin" x 


sx 


si 

sions 

co 
5 : Te 
l’autre par le changement de x en Je 


Or la formule (1) devient, en supposant 7 négatif et 
égal à — 1m, 


tans tr 
MO x dr == 2 7 " — |'tang”tradx . 
M + ] 


et l'on en tirera, en remplaçant m + 2 par m, 


tang”— "x 

franer ae de nue tang”—xrdx. 
LA 

En continuant à abaisser l’exposant de deux unités, on 

parviendra à fdx, ou f tangxdx, qui a été déterminée pré- 


h : . fsin x 
cédemment, puisqu'elle n’est autre chose que Je 
c 


0Sx 
On aurait trouvé de même 


COLE 
LObtdr pp, boot rde: 
m I 


Cette formule ramènera, soit à f'dx, soit à f cotxdx, qui 


VAN À £°A LA # , , COST 
a été déjà déterminée, quand on a cherché f — dx. 
sin æ 


343. En appliquant les principes précédents à la déter- 
mination des intégrales 


. sin” xd, dk cos"xdx, fran” xdx, 
dx dx 
cot"lar, 2 , ; 
; sin”x cos'x 


I. 30 


466 
on irouve, 


3 cosxæTF. ne. 
sin" xdx — — sin?—1x.+ 
71 n — 9 


sin x n—1I < 
cos® xdx = —— | cost: 2 + | cos" LAS F 
n n — Fe 


Ch: 


à tang? xdr — 


cotr—1x 
cotr xdx = — — ee 
m0 


; sin x 
sécr xdx = —- | séc"—1 x + 
. n—1 À, n—3 


cos x nm 
f' coséc" rdx = — ——" | coséc?x +  cosée"— 1x +... +2 
21] 


2°. En supposant n impair, 


À. cos x 
sin” xdx = — 
H# 


sin x 
cos" xdx = —— | cos#—1 x ME = cos 3x +, TS A DE 
n — 2 (a = 4) (a —b) 


tan n=1> 
frange ade = SEE _ 


n =) 


COR 1 
fo race = = nn oui 
H — ] 


’ sin x 
séc” xdx — —— | sécr-1: re Res 
n—1 = À 


: cos x 
coséc® xdx = — 
n—1 


344. Observons qu'il est quelquefois plus simple de 


1° en supposant 72 pair, 


tang”—!x 


[sn x +- 


ñn — 3 
cot"73x cot° x $ 
He ælsinx+C, 
nr —3 
nai +.5... (3) | 
it ent) 
Era (4) 
+ ten - 
2.4... (n— 1). NN 
[coséer-" » + «ue Cosécr—3x + ...+—# 3.5...(—2) coséc 
n — 3 2.4...(n—3) 
1.3...(n —2) 
En 
FT TR 
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(n — 3) (n — sh 


à 3 
sin + HE D TR 
ar À Ce + 
2.4...(n—92)}n 
pe Cl | 
2 = 4) (n— 3100 
1.3...(n— 3)(n— 1) 
Dar die PC 273 
sn —3 1 
ET +. btange ge + C, 
D — 
cotr— 3x 
ne —...+Heotz ri HG; 
LE RRENT 2.40 PE 9 see] 
CEE e a ée db 
…{n=— 2) 


coséc «| + 


qe 7) 


a DIRES 3.4...(n—3)(n—1)1 
MERE sin TH. SE eee +, 


ns COIN), à 


tang—3 x tang? x 
+... .  lcosxr +C, 
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; 4578 ë dx 
réduire les différentielles de la forme ————— , en les 


sin”*x cos" x 
mulüipliantune ou plusieurs fois de suite par sin?x+cos°x, 
: dx 
ce qui n'en change pas la valeur. Par exemple ————— 
| sin?x cos? 


dx 


dx 
+  ———— dont l'intégrale est 
2 2 
COS? x sin? x 


se changera en 
tangæx — cotx + C. 

Remarquons encore que l’on pourra quelquefois, avec 
avantage, remplacer les puissances du sinus et du cosinus 
de æ par leurs développements en fonctions linéaires des 
sinus et cosinus des multiples de x. 

Nous terminerons par l'intégration de deux expressions 


qui se rencontrent souvent. 


dx 


— —————. On l’intègre en 
a + b cos?zx + csin?x 


La première est 


posant tangx — z, et l’on obtient 


; - arc tan A/S + 0 
VE bjta +0) GOUT po 


Si a + cet a + b ne sont pas de même signe, cette ex- 
pression se change en logarithme. 


dx \ 4 2 ee 
La seconde est ——— : elle se ramène à la première 
a + b cosx 


À ] 2 T + . 2 #4 , 
en remp açant cos x par cos # Sin) Mel 1 on posera 
2 


8 


alors tang - — z. 


D 


Ç VU 00 TT 
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CHAPITRE VIT. 


INTÉGRATION PAR SÉRIES. 


345. Lorsqu'on ne peut intégrer exactement une dif- 
rentielle F (x) dx, on peut se proposer de développer 
son intégrale en séries: et pour cela on développera d’a- 
bord Ja fonction F (x). Soit donc 
(1) F(a)=u+u + u+ss + uns 
et admettons que cette série soit convergente, sans quoi 
elle ne pourrait remplacer aucune fonction. 

Soient 5, la somme des termes jusqu’à u, inclusivement, 
et r, le reste de la série, qui tend vers zéro à mesure que 
n augmente. On aura 

F(x) =, Pire 
Intégrons les deux membres de cetie équation entre deux 
valeurs quelconques x, et X, nous aurons 


b, X X é 
j} F(x)dx ce $, dx nl ra da; 
x æS x 


0 0 


X 
et puisque r, tend vers zéro, [ r, dx iend aussi vers 
T, l 


zéro ; donc 
x x x X 
(2) " F(æ)de = im f° $, dr = f u, dx + É u, dx +..., 
x, TT, AE + EE 7 
ou, en remplaçant X par x, 


LC 77 
4 rod Ur +... 
T er 


9 0 
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l'équation subsistera évidemment en prenant les inté- 
grales indéfinies 

HE (x) dr cf He dr Te 


346. Si la série (1) n était pas convergente, pour la 
limite X, on pourrait craindre que la formule (2) ne füt 
inexacte; mais nous allons voir qu’elle subsiste encore, 
_ pourvu qu'elle soit convergente. En effet, elle est démon- 
trée pour toute valeur de x comprise entre x, et X; c’est- 
à-dire que l’on a pour ces valeurs 


TX É LC 
si F(x)dx | Ur + 2. + [ Un AT = 
TX L UT, 


0 0 


Or la limite de la somme des termes du second membre 
est une fonction déterminée de x, puisque la série des in- 
tégralés est supposée convergente, même pour la valeur 
X. Si done on fait tendre x vers X , les deux membres 
de Péquation tendront chacun vers une limite, et ces 
limites ne peuvent être inégales. Donc 


X de à X 
J Mr — W UAX + | 1 dre 
T Y T, 


6 A 

La même démonstration se ferait pour la limite x,, et 
mème pour toute valeur intermédiaire, pour laquelle la 
série (1) cesserait d’être convergente , sans que la série 
des intégrales cessàt de l’être. 


341. La fonction F (x) peut quelquefois être dévelop- 
pée de bien des manières différentes en séries conver- 
gentes : on choisira celle qui conviendra le mieux à la 
question. Si on la développe suivant la formule de Ma- 
claurin , on aura 


(x) —= F(o)-+ F' (Oo )x + F" (0) = .# Fr(0)- 
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et, par suite, 
am+t 
(nm) © 


Ru den ee - 


G) frac +F(o)e + (0) À PAS 


Il est facile de reconnaître que ce Cr ee n'est 
autre chose que le développement de fF (x) dx, d’après 
la formule de Maclaurin : € représente la valeur arbi- 
traire de cette fonction pour x = 0. 

Si l’on veut connaître l'erreur commise en s’arrêtant 


h ss x” à 
à un terme quelconque EF”! (o)- ET dans la sé- 
À ar 
rie (3), il suflira de multiplier - a ——— M la dé- 
.2...(7 +1 


rivée de l'ordre (n + 1) de ja Pet (x) dx, en 
donnant à x dans cette dérivée une valeur 0x intermé- 
diaire entre o et x. C’est la règle connue dans le cas de la 
formule de Maclaurin, dont l'équation (3) est l'applica= 
tion à la fonction f F (x) dx. Si donc on désigne par À 
la plus grande valeur de F'" (x) quand x passe de o à >, 
l'erreur commise en s’arrêtant au terme qui renferme #* 
ART 
PER MF ETS 
348. On pourrait développer la fonction f F (x) dx 


par la formule de Bernoulli, qui donne pour une fonetion 


sera moindre que 


quelconque y, 
dy PL 42 Œy 
dx 1-24 1.21% da A: 


Yo étant la valeur de y correspondant à x — 0. Si lon 


suppose 
Fe L'ÉLGQHIEE et, 1720 
on aura à 


| L T° 
Fix)dæ=C<+zFEF (rx) — x : 
(4) fete) < (z 12 RES 
On obtiendrait cette même formule en intégrant par par- 
ties la différentielle F (x) 4x. En eflet, on aura suecessis 


F’(x) — 
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vementi : 


EE xF'(x)dx, 
De, x? 
LA S CN" | 
frere free 
x” 7 A x if date x° F” dt) 
Î= e Pre HET TE ag fers Gr) j 


Si, en continuant indéfiniment ces intégrations, la der- 


nière intégrale tend vers zéro, on aura, en faisant les 
substitutions et ajoutant la constante arbitraire, 


(x) … pe (x)—. DE 


ce qui n’est autre chose que la formule (4). 


[ F(a)dr = C+ 2 (x) — 


LA 


1.223 


349. Lorsque la fonction F{x) est le produit de plu- 
sieurs facteurs , on peut se borner à développer l’un d'eux 
en série, pourvu que les autres facteurs multipliés par les 
divers termes de cette série donnent des produits inté- 
grables. 

Soit, par exemple, la différentielle 


dx 
Var — 2 Vi— 6x 


qui se rencontre dans le calcul du mouvement du pen - 


L 
dule. On peut développer (1— bx) * si l’on suppose 
bx < 1, abstraction faite des signes, et l’on aura 


ol I son El. Aura 0 
(= bx) * =: Harris x°+- RARE DE 
Substituant ce développement dans la différentielle pro- 


posée , on aura à intégrer des termes de la forme 


And 
PE EE — ? 
V ax — x? 


expression que nous avons intégrée dans la théorie des 
différentielles binômes. 
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300. L'intégration par séries peut servir à faire con- 
naître les développements des fonctions dont on sait dé- 
vélopper les dérivées. 


Ainsi, par exemple , la dérivée de arc sin x est 
1. — 4% 
dont le développement est 


1 pi LR E du 3 
RIT EE 2.47 2 


donc 


arcsnz=C+zx+ 


Mais il faut remarquer que le radical ayant été pris posi- 
tivement , on suppose que l’are et le sinus varient dans le | 
même sens. La formule ne s'applique donc pas aux arcs 


« T . « ; 

compris entre — et r, mais elle convient aux arcs com- 
; T j à \ 

pris entre O et + *. elle conviendrait de même aux arcs 


T - LA A L2 L L 
entre O et — =" Elle doit, par conséquent, être satisfaite 


quand on y fait x — 0, et, par suite, C doit être nul, 
on a donc 


Hg 19 TND 
arcSUTE= RIT re Er TITI eue Elle 
T24 5 734.640 
Ï 
Le développement de Ne n'est plus convergent pour 
1 — x 


x = 1; Mais, Comme a série des intégrales ne cesse pas 
de l’être, la formule précédente représente arc sin æ, 
mème lorsque x sn fa peur cette valeur particu- 
lière, 


CRE 


Mais cette série serait trop peu convergente pour senvir 
à calculer x 
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351. On aura de même le développement de arc tang x 
I FREE LE 
Joppant ——; qui en esi la dérivée. 
en développant - ee 
Si l’on suppose x << r, on ordonnera par rapport aux 
puissances croissantes de x, afin que la série soit conver- 


gente , et l’on aura 


I ; 
=i—a +r — D +,..; 


1 + x? 
donc 
dx E LR PL 
Se SES C _—— 5 ti EE Er 4 PR TN + . - ae 
1 + x de) 5 7 
L’arc étant nul avec sa tangente, on aura C— 0, et 
; : æ k: PRES 2 
arc lang z—2z——+——— +... 
: PROPOS RE, 


Si, au contraire, on a x > 1, on aura, en ordonnant par 
rapport aux puissances décroissantes de x, 


donc 


I I I ] 
arc tang rt =C— + ——— + — —,,,,. 
$ 9 x 3x 5x Pal 


T . ÿ ë À 
La constante est -; puisque x infini rend le premier 
3 


, 277 . . Fes 
membre égal à = Aïnsi, pour les valeurs de x numéri- 


quement plus grandes que l'unité, on a 


Fr ] ï I 
D D = fn es 
: 2, x 3 x° 5 x° 


Il faut remarquer que la première formule donne les ares 
TT 


L2 , L_1 L] L] T . 
vient qu aux arcs compris entire cette limite ei — qui eSE 
2 


positifs depuis o jusqu'à seulement. La seconde ne con- 


la plus grande valeur du second membre. 
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Ces formules sont exactes pour x = 1, parce qu'elles 


restent convergentes, quoique les séries qui expriment la 
dérivée ne le soient plus; elles donnent alors 


tr I ra ] Ï a. 
Â 3. DO 
302. Cherchons encore de cette manière le dévelop- 


+. Si Ton 


TL 


RL I 
pement de [{1+ x), dont la dérivée est 


suppose x <[1,0n a 


I 
1+xr 


[= c ARE Le 
LU SE > ‘RE 


= IX + Le 


donc 


Le logarithme de l’unité étant zéro, il faut supposer C =0 
pour que la formule représente 1 (1 + x), et l’on aura 


l(tHr)= x pit 

\ ) 5 US: 

Cette formule étant convergente pour x —1, quoique la 
série qui exprime la dérivée ne le soit plus, elle ne cesse 
pas d’être exacte pour cette valeur particulière. | 
Si l’on supposait x => 1, et qu’on ordonnât le dévelop- 


I Q , Ka s 
pement de Pr DU rapport aux puissances décroissantes 
I FA 
de x afin qu'il fût convergent, on ne trouverait plus 


1 (1 + x), mais seulement [(1 + x) — Ix,oul (: ne :) 


sir 5 © — 
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CHAPITRE VII. 


PASSAGE DES INTÉGRALES INDÉFINIES AUX 
INTÉGRALES DÉFINIES. 


353. Nous avons démontré, dans le n° 304, que si la 
dérivée Le fonction quelconque F (x) est continue 
pour toutes les valeurs de la variable depuis x, jusqu'à x, 
la différence F (x) — F (x,) est la limite de la somme des 
valeurs que prend F’ (x) dx, lorsque l'on fait passer la 
variable de x, à x, par degrés infiniment petits repré- 

| sentés par dx; d’où résulte la formule 


(1) Jade = FC) Fa) 
To 

Ainsi, pour connaître lintégrale définie de F’{x) dx 
entre des limites données, lorsque l’on connaît l’intégrale 
indéfinie, ou une fonction quelconque F (x) ayant pour 
dérivée F'(. x), il suflit de substituer les limites de l’in- 
tésrale dans F (x), et de retrancher le résultat relatif à 
la plus petite limite, de celui qui se rapporte à la plus 


grande. 
| 


Exemples : 
A1 20 A 2) , © 
| am dr — À ; etEdX ex, e—ar dx — F [ dx ME us 
À m-+ 1 CN EL © A 
0 (a 
% T " dx TT 
— ‘Es ELA re 
Fra E— 12 es (xz— a) + L° L 
LE 


ee) , 
mi b 
na% cos bxdr — =, | Re Sin nee 
0 me b° / 
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T T 
Aile 2456.08 2 
s 2441 dx — 4 k 
Fe in t EN Mat Le) Î cos 2h+i 4 
o 0 
T LL 
es sintk dr = 59 CA— 1) nt = j'en 
nr as 2 $ 
+0 
T 
2.4.6 2% 


L COS SD de = ——— 
; (2i+i1)(2i+3).. (ai+ok+s) 


T 
? cosx sintkxdr — Dan A LIST FORTE 

& 2.4.6...(2i+24) 2 

Ce) 

fier (24 — 1); : 
LOTS RONA X Pr 47 

RUE RE ru AG < 

| AD LR de cal SEE 1) 


Ces dernières intégrales rentrent dans deux des précéden- 
£ s dx | 
tes en posant © — sin z; d'OU 25. 
Vi x — x? 


{ k EG Al: x?" 
L'intégrale indéfinie de — 
Née I 


peut être déterminée 


x? K 
men 
x?" + I 
dans laquelle on peut toujours supposer m< n. D'aprèsk 


: . 2M HI 
cela, si l’on fait a; on obtiendra 


en décomposant en fractions simples l'expression 


é Mo | 
28 PA | e 4 à ui 
{ = 7 [sine sinaz + sinSar ++ sin (on art 
n 
Le 


HA nsin: 


On aura éncore, en supposant que 77 el 72 soient des 
nombres entiers positifs, tels quem< n, 


20 


a dr T 
PER ES SE mr, 
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CAB. mi : ! 
Si maintenant on pose x" —z,——a, celte équation 
, l ñ 


Mari dé Tr 
devient ME > a ayantune valeur commen- 
1 +23 sin ar 


o 


surable quelconque comprise entre o et 1, et pouvant 
avoir aussi, par conséquent, toute valeur incommensu- 
rable comprise entre les mêmes limites. 

On trouvera encore, d’après une formule précédem- 
ment démontrée, en supposant n 1, 


pe dx 1.3.5...(227 —3)r 
se 


Ha) 2.4 6...(22 —2)2 


Il faut bien remarquer que la formule (1) ne subsiste- 
rait plus si la fonction F (x) devenait infinie entre les 
limites de l'intégration. Dans ce cas, la somme des élé- 
ments F'(x) dx peut être infinie, ou indéterminée. Il 
faudra donc toujours s'assurer si F (x) ne devient pas in- 
fini dans cet intervalle, et c’est seulement lorsque cette 
circonstancenese présentera pas, que l’on pourra dire que 
F(x)—#F(x) est la limite de la somme des éléments 
tels que F’ (x) dx. Dans le cas contraire, on partage l’in- 
tégrale en deux autres ayant pour limite commune la va- 
leur particulière de x, et l’on examine séparément cha- 
cune d'elles. 


—. (L 


, rh eh 
Si, par exemple, on cherche F rs la formule (1) 


] I : . . ‘ 
donnera — > — =——) expression qui est négalive, tandis 
3 3a °*P À PE 


LEZ . ° I . 
que tous les éléments sont positifs. Mais — devenant in- 
LI G # 


fini pourx — 0, il faut s'assurer si l'intégrale ne le de- 

vient pas aussi. C’est ce qui arrive, en eflet, et la for- 

mule (1) suppose que cette circonstance n'arrive pas. 
Dans le cas actuel, les deux intégrales partielles sont 
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infinies de mème signe; par conséquent il n’y a pas indé- 
termination , et l'intégrale demandée est infinie. 


Considérons encore l'intégrale 


sont négatives , on à une somme d'éléments négatifs, qui 
seraient les mêmes, au signe près, que si l’on prenañ ces 
limites positives. Ainsi l’on aura 

br 


— | BARS 
x a 


Em: 


I n’y aurait de même aucune difficulté pour deux limites 
positives; mais si elles sont de signes différents, l’inté: 
grale {x passant par l'infini, la formule (1) n’est plus 
démontrée; et il y a cela de remarquable, que la somme 
des éléments est réellement indéterminée. 


+ b 
i £ FN Neil ar | 
En effet, soit l'intégrale définie à —; pariageons- 
| LL EUR 
la en deux autres, dont les limites soient — à — ey pour 


la première et + sy + b pour la seconde; € étant une 
quantité qui tend vers zéro, et , y deux nombres con- 
stants arbitraires. La première intégrale aura pour valeur 


; b 
1, et la seconde =: leur somme sera LE + 1 1 Elle ne 
« % 


renfermera plus €, et, par conséquent, si l’on fait tendre 
cette quantité vers zéro, on aura BUS la somme des deux 
# n LE # b Gr 
intégrales , ou pour l'intégrale — la quantité indé- 

LA 

ne a 

terminée E MR Re qui dépend du rapport STRICTES des 
intervalles Sato décroïssants eu, ev. Si on les sup- 


? à : b 
pose égaux, 1Ë devient | r ou zéro, et il reste 1. C'estce 
F4 


que M. tes appelle la valeur principale de l’ intégrale 
indéterminée. | 
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354. Lorsque l’on applique l'intégration par parties à 
la transformation des intégrales définies, et qu’on donne 
les mêmes limites aux intégrales, il est facile de voir, en 
général, comment doit être déterminée la constante. 
En effet, on a 


JA(x) de(z)=f(r)e(x) — fox) dx). 


Si lon veut que les intégrales soient prises entre les 
mêmes limites x, et X, on commencera par les prentire à 
partir de x; mais alors il est nécessaire d’ajouter une 
constante arbitraire à l’un des membres, ce qui donne 


x Le 
f fix) de(x) = C+f(x)y «= [ p(x)d.f(x). 
FA re 
Pour que cette équation aït lieu en faisant x = x, il faut 
que l’on ait C—— f (xs) (xs), et, par conséquent, 


X. X 
[ D D Rex ed) j. Had. @) 


0 To 


399. Si l’on renverse les limites d’une intégrale défi- 
nie, on ne fait que changer son signe; car les accroisse- 
ments de x changent de signe, et les valeurs absolues des 
éléments différentiels ne changent pas. On à donc 


id raæz- fre r)dr, 


( 


ce qui s'accorde avec l'expression de l'intégrale définie 
au moyen de la fonction o (x) dont la dérivée est F (x). 
En effet, on a 


X 
[ Bir)dr =v(X) — (2%), 


0 LA 


[= e(2)—#(x), 


X 


Expressions égales et de signes contraires. 


j RRks us . 
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} à 
396. On peut changer l'intégrale | EF (x) dx dans la 
To 
suivante : 


2 | 
» F(X+x—x)dx, 


0 


dont les limites sont les mêmes. En effet, les éléments 
qui les composent l’une et l’autre sont les mêmes en 
ordre inverse. En partant de cette remarque, qui est quel- 
quefoïis utile, on peut, par une suite d’intégrations par 
parties, obtenir très-simplement la série de Taylor, 
comme on va Île voir. 


307. Série de Taylor. — Soit F (x) une fonction 
quelconque qui reste continue, ainsi que ses 7 premières 


dérivées, entre les limites x et x -+ h. On a évidemment 


k 
x +h)=F(e)= f F'{x +2) dz; 


û 


et, d'après ce qui vient d’être dit, 


h h 
h Pr+s)d= f F'(x+h—2)d2: 


x est constant dans cette intégration, z seul varie. 
Intégrant par parties cette dernière expression et celles 
qui s’en déduisent, il vient 
JE'(x+h— 2) dz = 2F' (x+h—3)+f2F"(x+h — 2)dz 


a 2 
= 5F (@+h—e) + F(x+h + [Er e+i- pd. 


2° g—1 


2 TRE Ms 7 «#3 
= (x +4 RER FA 2) +. Sn RENTE 


gn—t 
RE TE (eh Led 


Fr—1(x+h—5) 


Si l’on prend les intégrales entre les limites o et A, il 


# 


EN CORAN RER RE AT EC M LR 08 
' MERE PRE D LAS ut 
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dede faire successivement z — À, z — 0 dans les termes 
en dehors du signe f', puis retrancher le dernier résultat 
du premier, ce qui donnera 


: h? hn—x 
IN USE F'(x)+...+ A NO) Fr-1 (x) 
ok h 25 
+) 150 le 1.2 tre np etes 
Mais 
h 
Ba) —F(2)= f F'(x+h—7)d; 
done 
M D AO AG) PT pu fe) 


..(n— 1) 


, h 
I 
RE — nr Kn(y hi dz. 
bre | x Fr(x+h— 3)ds 


Lorsque le terme qui renferme l'intégrale définie tend 
vers zéro à mesure que z augmente, la série converge 
vers F (x + k), et devient celle que Taylor a fait con- 
naître. 


Le 


’ 


On peut donner une autre forme au terme qui exprime 
lérreur commise, en s’arrêtant au terme de rang ». En 
effet, l'intégrale définie est égale à la somme des facteurs 
245) dz, multipliée par une valeur moyenne entre la plus 
petite et la plus grande de celles que prend F°(x+h— 2) 
quand z passe de’o à L; et comme cette fonction est sup- 
posée continue dans cet intervalle, cette moyenne est 
l'une des valeurs que prend F” (x + — 2), pour une 
certaine valeur de z comprise entre o et À : d’où résulte 
aussi pour À — z une valeur comprise entre o et h, que 
nous représenterons par 8h. Le terme qui complète le 
développement devient donc 

Fr(x+04) ff} 2" 


28 dz, Où — 
Le. (r=1)J MR CA 


I. ST 


» 


F'(x + 02). 
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C’est sous cette forme que nous l’avons présentée dans le » 
Calcul différentiel : 9 est une fonction inconnue de x, et 
l'on sait seulement qu’elle a une valeur positive plus petite 
que l'unité. 

En prenant la plus petite et la plus grande des valeurs 
de F" (x) dans l'intervalle de x à x + h, on aura deux 
limites entre ERquenes sera comprise l'erreur commise en 
s’arrêtant après le 7°"° terme. L'intégrale définie donne 
la valeur exacte de cette erreur; maïs elle présente la 
difficulté de l'intégration , et l’on ne peut généralement se 
proposer que de la renfermer entre deux limites connues. 


Différentiation et intégration sous le signe Jr 


338. Nous avons fait connaitre, au commencement de 
ce Cours, les règles pour différentier les fonctions expli 
cites, ainsi que celles qui sont liées entre elles et avec la 
variable principale par des équations dont les deux mem- 
bres sont des fonctions explicites. Nous allons considérer 
une autre espèce de fonction et donner le moyen de la 


diflérentier. 
Soit la fonction u — LE (z, x) dz que l’on se pro- | 


pose de différentier par rapport à x; les limites z,, Z, 

pouvant être des fonctions quelconques de x. L 
On aura, en considérant cette intégrale comme une 

fonction composée de z,, Z, x, qui sont toutes des fonc- 


du __ fdu \ da du\ {du 
dr — da dx RE ae dx) 


Or on a d'abord 


tions de x, 


du du 
DA K: dZ 


ne AR AVR 
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NT REX du 3j ah 
Quant au troisième terme Ta ui est relatif à la sup- 


position de z, et Z constants, il est la limite de 


Z Z 
fres+na-f F{z, x) dz 
323 Z 

h 


où 0 


;) 
ou de 
| 4 PAF(z &+h)—F(z,x), 


4 dF(s,x), 
L dx 


0 


et a pour valeur 


Donc 


d 


dx 


Z 
il dz 
F (z vides LEZ, x) — — F(2, x) Loue 
Î ; dx 4 dx 


Z 
d 
F dx 


0 


Ô 


On parviendrait très-simplement à la mème formule, 
en considérant l'intégrale définie comme représentant 
l'aire d'une courbe. 

Si les limites sont constantes, c’est-à-dire indépen- 
dantes de x, on a 


LT de ZLar (aan) 

dé F{z, x) dz — PTE ET CE 
X z, Z 1 ax 

on voit qu'alors les deux opérations de diflérentiation et 

d'intégration peuvent se faire dans un ordre quelconque. 


859. Si la fonction de x était une intégrale indéfinie 
par rapport à z, on la mettrait sous la forme 


3 
cils F(z,x) dz +C, 
z 


31. 
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C étant une fonction quelconque de x ; d'où 00e 
du faF(z ac er à 
— = (& a) ds + =— | + NN 
dx P dr dx 


On peut donc faire, dans un ordre quelconque, les 
deux opérations sur F (2, x), pourvu que les constantes 
relatives aux deux intégrations soient liées par la condi- 
tion, que la seconde soit la dérivée de la première par 


rapport à x. 
z 

360. Si au lieu de différentier l F(z,x) dz,onavait. 

© Z : : s' 


à l'intégrer par rapport à x entre les limites xo, X;, % 
et Z étant supposées indépendantes de x, on observerait, 
d'après ce qui précède, que, quel que soit z, 1 à 


T z 2 x 1 4 
[ dx dà F(z,x)dz et J dz J F(z,x)dx 
X ZQ Zo To F 


out la même dérivée par rapport à x; et comme elles de- 
viennent nulles toutes deux pour x = æ, elles sont aussi" 
égales quel que soit x. L'ordre des deux opérations est . 
donc encore indifférent. Tout cela suppose que la fonc- 
tion F (z, x) nedevient ni infinie ni indéterminée, pour | 
aucune valeur de x et z comprise entre les limites : si 

cela arrivait, il faudrait ün examen particulier dont nous 


nous occuperons tout à l'heure. 


361. Si les deux intégrales étaient indéfinies, la pre 


mière serait 


Z 
% F(z,x)dz+o(x); 
Zo 


en l’intégrant, on trouverait 


> FA F2 
: & frene+/(e f y(æx) dx, 


ot Ru DS 
++ 
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ce qu'on peut mettre sous la forme 


| "| de [UF (a, 2) ds 4 f(5)+ (a), 


et lon trouverait un résultat identique en intégrant en 
ordre inverse ; les fonctions J et.f1 pouvant toujours être 
regardées comme les mêmes dans les deux cas, puis- 
qu’elles sont entièrement arbitraires. 


362. Intégrales définies singulières. — M. Cauchy a 
désigné sous ce nom, des intégrales prises entre des li- 
mites qui se rapprochent indéfiniment d’une valeur parti- 
culière de la variable, qui rend la fonction infinie. 

Par exemple, si l’on suppose F (a) infinie, intégrale 


— £ 


M — PE « 
JL F (x) dx sera une intégrale définie singulière, si 
a 


étend vers zéro, x étant un nombre fini quelconque. 
Onpeut mettre la fonction différentielle sous la forme 

dx us #: 
(æ— a) E (x) —-—; et st l’on désigne par Ë une valeur 
. SR à Ë 


moyenne entre a — € et,.a — ue, l'intégrale sera égale à 


; DU dr 
.(E——a)KF(E —, où (é—a)F{(ËE)lu. 
Mn fe Ts où (EP {D 18 
Si (E— a) F (£) a une limite différente de zéro quand £ 
tend vers a , l'intégrale définie singulière aura une valeur 
déterminée en même temps que w. Nous allons voir à 

quoi cette considération peut être utile dans la détermi- 
nation des intégrales définies. 


303. Cas où la fonction sous le signe [ passe par 
Dinfini. — Si une valeur x = « rend F (x) infinie, et se 


. . . ,. EX 
trouve comprise dans les limites de l'intégrale ! F{x)dx, 


©. 


, ne 
F1 D ; 
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F (x) dx, puis f 

a+e 
on les ajoutera, puis on fera tendre € vers zéro : la limite 
est ce que M. Cauchy nomme la valeur principale de 
l'intégrale. On pourra avoir une valeur différente si l’on 
cherche la limite de la somme des deux intégrales sui- 


vantes : Ÿ 


a— pe B 
L F (x) dx, Je F (x) dx, 
œ a + ye 


e tendant toujours vers zéro, et les nombres pu, y étant 
différents; car il y aurait, de plus, les deux intégrales 


a — LE a + € 
[ F(x)dx, et 1 F(x)dx. 
« 


Vue + vef 


(l'UE 


Ê 


on formera d'abord /| F (x) dx: 


» 


Et si leur somme ne tend pas vers zéro avec €, on au 
une valeur différente de la première, que nous avons 
nommée valeur principale; mais il est évident que cela 


[44 Û 
n’arrivera jamais lorsque les intégrales Le F (x) dz, 
3 4 
6 
je F (x) dx seront finies. Or les deux dernières intégrales 
a 


définies singulières ont pour limite de leur somme KI Hi 
V 


K étant la limite de (x — a) F (x) quand x tend versa, 
et supposée de mème signe quand x est <a, ou > 
(le cas contraire n'offre, au reste, rien d’embarrassant). 


8 £ 
Si donc K n’est pas nul, l'intégrale F (x) dx est indé- 
ce 


terminée; mais sa valeur principale est déterminée, soit 
finie, soit infinie. 


Si K est nul, on ne peut pas dire que KI F soit néces - 
s % 


. LL ; [24 LI LI 
sairement nul, puisque = peut être infini. 
a , 


1 
ÿ 
(% 
| 
à À 
L 
à ” 
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Par exemple, si y — € 1É est infini. et la seconde in- 
pie, ; ) 
y 
/ ae 
.__ tégrale singulière est 1 That: 
AE; 
ONROMC* dr y L 
Ainsi, |} ——1l{(1+—} etsiv—e,onalo. 
| air le 


tyE , 

j Éd E 
Mais dans cet autre exemple 7. =; on'a = 1ly,l'où 
: Ë 


Ve 
VE 1, Ë étant un intermédiaire entre € et ve; de sorte 
que ë — Kyeet K>:1:par là VEly devient VKe Vy1». 
7 dx 
: Nz 


est nul, comme d’ailleurs on l’aurait vu en effectuant l’in- 


Mais on sait queV» lv est nul pour  —0o; donc 


tégration. 


364. Si l’on suppose une des limites infinie, on aura 
L! 


LE 
à considérer l'intégrale | E (x) dx; et pour que l'inté- 
f 
ë 
grale proposée soit finie, il faudra que celle-ci tende vers 
zéro avec «, quelque petit que soit w : 1] faudra donc que 
I I : 
-—— EF (£-) Iu tende vers zéro quel que soit , K 
PE 
étant > 1 


TEA 5 LA: I À ME 
Soit F (x)— I F Es) pourra être remplacé 


ï | 
par (Kue}"-”, et il faudra que ue" lu tende vers 


zéro, Ce qui exige 2 >> m 1; et cela est suffisant. 

On pourra ainsi, au moyen des intégrales définiesisin- 
gulières , reconnaître si les intégrales cherchées devien- 
nent infinies ou indéterminées quand une valeur de x 
rend la fonction donnée infinie, ou quand'une des limites 
est infinie. 


483 LIVRE III. 


360. On peut encore reconnaître si une intégrale est 
finie, lorsque sa dérivée devient infinie pour une valeur 
particulière de x, en la comparant à une autre plus 
simple, pour laquelle il n’y ait pas d'incertitude, et tellé 
que les deux dérivées aient un rapport fini pour cetie 
valeur particulière : les deux intégrales seront en mème 

dx 


: Œ 
temps finies ou infinies. Par exemple | et 
0 


“4 ” 
dx 7. 
af — seront dans ce cas. Le rapport des dérivées, 
À à 
0 


e* + x”, devient 1 pour x = 0 : or la seconde est finie si 
m<{ 1, etinfinie sim = 1,ou m >> 1; il en est donc dé 
même de la première. 


KL: 
366. Application des principes précédents à la re 

cherche d'intégrales définies. — En partant d’intégrales 

définies connues, et les différentiant ou intégrant par 

rapport à une constante, on obtient la valeur de nouvelles 

intégrales. | 
Ainsi 


il 
Fo bar re ET 
— = — «4 ms 
" L'+ a D. 


différentiant » fois par rapport à a, on obtient 


me) w l 
bi Ve PAT. 1.3.5/: {2e 
d at dx — - Ja, 
[a 


(x? + a }'*! KES 2 
où 4 2 
d’où 
F4 dx A/S 94, (0e) Tr 
sil tr ad rilan 234 10.4 0008 en 
aa if 


307. Si l’on considère cette autre intégrale, 


I 
I 
ÿ CT AE ER 
HT a 
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etqu'on différentie 7? — 1 fois par rapport à a, on ob- 


tient 
Fe) 
LÉPS TOR EL 
9 a? 


$ l'on désigne, en général, par l (p) l'intégrale 


Los 
É mes e dr, 
Le) 


quelque valeur positive qu’ait p, on aura, pour toute va- 
leur entière et positive de cette constante, 


Bin) 1:2:43...(p—1), 


et, pour toute valeur positive de p, 


Ce 
r'(p 
Pt er dr — F(p) 
o aP 
e2t 


Si l’on différentie l'intégrale indéfinie [' di SO 
É : Œ 


on obtient cette intégrale indéfinie, 


Ÿ 


an, — 
freres = ss CT 
= da” 


- 1 
368. Si l’on part de l'intégrale 1 x" dx = —— ei 
, AU I 


y , 4 \ 
qu on integre ses deux membres par rapport a m enire 
deux valeurs y et v, on obtient 


2 L2 . L Le LI 4 
et l’on ne saurait donner l’expression de l'intégrale indé- 
finie. 


L Q Q 4 \ 
309. Si l’on iniègre par rapport à &, entre deux 
limites quelconques b et c, les deux membres de l'équa- 


Dune Lo 
LE : 2 ft 


a) ER d Ces 
"TS 
e—az es == pa 


Si l'on part de 


_ £ # de ae age 
‘ V RDS CE COS RAT = = £ 
+. SUR: TEE LS | +9"4{ PET 
. à F 1 S] | Va # DE Lx à 
on obtient de même RL REE 


ÿ 


4 | SU RE Ne © 2 à 
LL ù ». o ZT à ] (BÉrS 3,7 D LT sfà ô oi LEA k 


370. De même l'équation 


s À APR AE 
; ‘ eT%5 sin a xx == 


FPE Bleue FOUR 


ce er bz — eTtz 


sin & zxdz = = arc tang © RE arc tang— hr 
A 
0 L _ 27 : £ QE 


€ 


Si, dans cette dernière Arles on Hi ë =0, c= 
_on obtient la suivante, qui est souvent utile : 


Hier 
: DE £ ; à LE: 14 é 
sinazdxr nr © sin ax 
a 9 oû 
; be. Wie agtlu Be 
moto, me 
j F 
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CHAPITRE IX. 


AUTRES PROCÉDÉS POUR LA DÉTERMINATION 
D'INTÉGRALES DÉFINIES. 


371. On ramène quelquefois une intégrale définie 
simple à une intégrale définie double, parce que lindé- 
pendance des deux variables peut conduire à des simplifi- 


9 
cations. Soit par exemple [ er* dx. Elle est identique 


Lo] 


IN 

| L] L] LL r 

avec \. e? dy. Si on les multiplie, on aura le carré de 
9 


l'expression cherchée. Or on peut considérer le produit 
(we) He) 
LÉ de dr [ e7" dy, comme obtenu en multipliant 
O0 © O0 


Va 14 2 “1 
chaque élément e7* dx de la première par la seconde; 
et, dans cette dernière, on peut poser y == xt, x res- 


A )/17 2 
tant constamment le même que dans l’élément e-* dx. 
Rien ne sera changé par là, quoique x s’introduise dans 


ee 
la seconde intégrale qui devient 3 xer*"t dt. Si l’on 
+ [e) 


pouvait former cette dernière expression en x, en la mul- 


tipliant par e=*° dx, on aurait un élément qui, intégré 
entre 0 et æ , donnerait identiquement le produit des 
deux intégrales. Maïs dans cette intégration, par rapport 
à t, le facteur constant e-*" dx peut être introduit sous 
le signe f, et l’on voit qu’on aura à intégrer l'expression 


? a? Eh 
Dore) dd, Oury er tt lépar, 
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d’abord par rapport à t, puis par rapport à x, ces deux 
variables étant indépendantes. 

Or on sait que ces deux intégrations peuvent se faire 
dans un ordre inverse, sans que le résultat soit changé; 
et, de cette manière, l'opération pourra s'effectuer. 


En effet, 


. dt 
si re® CHE) dx — ee | et “ Li SES 
0 2(14+6À) o 2(14+#) 4 


Donc : 
a MN 29 
2 Te 2 bé 
À a > Ve. ou a ÉD Vr ; 
a 2 — 


d’où, changeant x en mx, 


ce Fa 
2,2 Vr 
Las de 
PA Efe mt 


312. Cette intégrale importante peut encore s’obtenir 
par le procédé suivant qui se trouve dans la Mécanique 
de Poisson. 


co co 
Le produit déjà considéré d f er)" dydx res 


présente le quartdu volume du solide compris entre le plan 
XY et la surface dont l'équation est z = e——7", qui 
est engendrée par la révolution de la courbe dont l équa- 
tion est z — e —** autour de l’axe des z. Or, si l’on dé- 
compose ce volume au moyen de surfaces cylindriques 
infiniment voisines, et de révolution autour de l’axe des 
z, l'expression du volume compris entre les deux surfaces 
dont les rayons sont x, et x + dx, sera 2rxe—* dt 
son intégrale est — re—*, ei l’on aura le volume entier 
du solide, en la prenant entre les limites o et co ; €E qui 
donne r. Si l’on en prend le quart, puis la racine carrée, 


NAEe vf p SN d PE LA etat LOL 2 46 Sal 


: on aura 
: L co Cr 
| A 18 e— 2 dx — dis 
1 o > 
et, par suite, 
4 ue en ‘ 
Î e—2° dx — Vr- 
_— 00 


313. Le passage des quantités réelles aux quantités 
imaginaires , fait avec la rigueur convenable, peut encore 
conduire à la détermination de nouvelles intégrales. En 
effet, on tire de la formule précédente, en changeant x en 
Le, 


ea : , PS à 
ve= | em e+a) dr = er” if. PET CT de 
— — D 


ee) 
à STE ét 
= e #4 GE LE te eds 
0 
? \ 
d'où 
"4 2 
=: rs Pa 
;; e # (e2%7+e apr jdn" Vr. 
pa # 


Posons à — ay—1; il vient, en observant que 


D eV — So cos2ax, 


oO 


2 — LU 
à e TT Ÿr = à | 4 COSAGTAX, 
d'où 


Er nt 
ur, e—4 Vr 
| É COS 2 ax x = ——— ; 
(9) 


ou, en changeant x en mretamen nm, 


L'e) 2 Vr — nec 
e— mx cos 2nxAx = — e : 
He om 


La substitution de a Ÿ— x à « n’a pas altéré l'équation, 
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parce que les deux membres pouvaient être développés 
en séries convergentes par rapport à æ, et que, par con- 
séquent, les coeflicients des mêmes puissances de a étaient 
nécessairement les mêmes de part et d'autre. Or, comme 
ils ne changent pas, quelque expression que l’on substitue 
à, l'identité a toujours lieu; et c’est pour cela qu’en 


lui substituant a ÿ— x elle existe encore. 


314. En partant des valeurs de deux intégrales définies 
que nous avons données précédemment, on peut parvenir 
à l'expression donnée par Wallis, du rapport de la cir- 
conférence au diamètre. 

Ces deux formules sont 


Les atldr À SOMRPAENTRS 
0 | 


Lorsque À croit indéfiniment, elles tendent toutes 16 
deux vers zéro, comme on peut s’en assurer en renvét- 
sant les fractions, qui deviennent évidemment infinies 
avec k ; car la première devient ainsi 


(3) (3) (ie (era 


ETAT 


indéfiniment avec k. Il en serait de même pour la seconde. 
Mais le rapport de ces intégrales a pour limite l'unité. 


. I I . 
et ce produit SUrpasse — + » qui croit. 
2, 2 4 


En effet, si l’on considère deux valeurs consécutives 
de %, les valeurs correspondantes de l’une quelconque 
des deux intégrales ont un rapport qui tend indéfiniment 
vers l’unité, à mesure que X augmente. Or, si l’on prend 
l’exposant de x dans l’autre intégrale, compris entré les, 
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deux valeurs de l’exposant de la première, il est clair que 
la valeur de la seconde intégrale sera comprise entre les 
deux consécutives de la première, el que son rapport avec 
chacune d’elles tendra vers l’unité, comme le rapport 
qu’elles ont l’une avec l’autre. 

On peut encore s'en assurer par la considération sui- 
vante, dont on trouve de fréquentes applications. 

Lorsque k est très-grand, le numérateur est sensible- 
ment nul, tant que x n’est pas très-voisin de l’unité, le 
dénominateur restant alors fini, la partie de l’intégrale 
prise depuis zéro jusqu à une valeur 1— x, & étant üne 
quantité fixe aussi petite que l'on voudra, est très-petite 
par rapport au reste de l'intégrale; et le rapport de ces 
deux parties tend vers zéro en même temps que À aug- 
mente, & restant constant (*)}. Pour comparer les deux 
intégrales en question, lorsque À augmente indéfiniment, 
il suffit donc de prendre le rapport des parties de ces in- 
tégrales relatives aux limites 1 — « et 1, puis de supposer 
que & diminue de plus en plus. Or le rapport des difié- 


(*) On a, en effet, 


TX; rA dr (1— œ)"r1: Ù 
E RE —— 
: Vi n+ I Vi — ui 


13 x* dx 1— (1—a)+: l 
pra ie DES | pet + + 
ne V Vi y 


# étant compris entre o et 1 — &, et y entre 1 — & et 1; d’où il ré- 
sulte ( 


Le rapport de la seconde intégrale à la première est done plus grand 
que 
i 
ELU 


H croît donc infiniment avec n, quelque petit que soit &. 
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rentielles est x, et, par conséquent, le rapport des pär- | 
ties que nous considérons des intégrales est une moyenne 
entre les valeurs extrêmes de x, qui sont 1 — « et 1. Ce 
rapport a donc pour limite 1; et il en est de même du 
rapport des intégrales entières, puisqu'on n’en à né. 
gligé qu’une partie infiniment petite par rapport à elles= 


mêmes. 
On a donc 
ue 3.3.5.5...(24—1)(24—1)(2%i) 
T2, 2.254400 ere ER SU 2 ” 
d'où 
T 2.4 4 6.6.8 5 


Il est facile de voir que l’on aura un résultat trop faible 
ou trop fort, suivant que l’on prendra un nombre impair 
ou un nombre pair de facteurs aux deux termes de cette 
fraction. | 

Nous parlerons plus tard d'une méthode générale, qui 
consiste à ramener la détermination des intégrales dés 
finies à l'intégration d'équations différentielles relatives 
aux constantes qui se trouvent sous le signe de l’inté= 
gration. 
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CHAPITRE X. 


INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES QUI RENFERMENT 
PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 


315. Nous n'avons considéré jusqu'ici que les diffé- 
rentielles qui ne renferment qu’une seule variable et qui 
sont, par conséquent , de la forme F (x) dx; nous allons 
examiner maintenant celles qui renferment plusieurs va- 
riables indépendantes, et nous proposer de déterminer, 
sil est possible, la fonction de ces variables qui a pour 
différentielle totale l'expression donnée. 

Considérons d'abord deux variables x, y, et soit pro- 
posé d'intégrer l'expression 


M dx + N dy, 
dans laquelle on à 
nil NE dia: TL 


On observera d'abord qu'il n'existe pas toujours une 
fonction de x et y dont elle soit la différentielle : car, si 
l'on désigne par x une pareille fonction, on devra avoir 


du du du d'u 
M — ES Gt comme |" "7"; ; 
dx” dy È dxdy — dydz’ il faudra 
; . dM ŒN : ; | 
qu'on ait —— — ——. Si donc les fonctions M, N ne satis- 
dy dx 


font pas à cette identité, il n’existera aucune fonction 
de x et y qui ait pour différentielle l'expression donnée. 
Mais nous allons voir que, si cette condition est remplie, 
la fonction cherchée existe nécessairement, et que sa dé- 
termivation se ramène toujours à des quadratures. 

I. 32 
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On remarquera d’abord que cette fonction, devant avoir 
M pour dérivée partielle par rapport à x, doit être ren- 
fermée dans l’intégrale indéfinie de Mdx par rapport à x, 
y étant considérée comme une constante, Elle est donc 


E + 
comprise dans l'expression ch Mdx + V, V étant une 
T, è | 
fonction arbitraire de y. : 
Il reste à déterminer cette fonction de manière que la 


dérivée partielle par rapport à y soit N. Or cette dérivée 


pee &M 4 dV FN HR dv 
da Er PTE ou VE ke dys 


ou enfin 


est 


Il existe donc nécessairement une fonction de x et y, dont 

l'expression donnée est la différentielle: et la valeur la” 
P ; 

plus générale de cette fonction u est 


x 7, 
ue f o (x, ÿ) dx + fs Ÿ (toÿ 7} dy + G, 
- To To 


C étant une constante arbitraire. 


376. Il n’y a pas plus de difficulté dans le cas où le 
nombre des variables indépendantes est plus grand. Soit, 
par exemple, 

M dx + N dy + P dz 
et 
M=o(x, #3), Nr; NP per 
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Il faudra d'abord que M, N, P satisfassent aux conditions 
indispensables 
dM_aN dM_dP 4N 4P 
dy de’ d1 dr’ 4 dy 


_ Cela étant, la fonction cherchée sera nécessairement com- 


prise dans la formule hs M dx + V, V étant une fonc- 


tion arbitraire de y et z, qu 1 faut dtioes par la 
condition, que les dérivées partielles de l'expression 
précédente, par rapport à y et Z, soient respectivement 
Net P. 


On aura donc 


“dM, AA r AN dV | aY 
5 Le ANS PES AE € He AAA 
=h% Ta = [° dx dy Ne Nr dy” 
2 4M dY dP PAU PA” de 
—— ne | H mn dx - —_——— — P a + ——— © 
PRE" buts dz 418 dx dz X (07 2) dz 


0 
Il est donc nécessaire et suffisant que la fonction V satis- 


fasse aux deux conditions 


FA" dV 
Pr RAA LT: 2), 


cé qui rentre dans la question précédente. On aura donc 
Z 
M ET Ÿ (Gi Y Z dr + [ X (Go Vos 2) dz + C. 
To … Zo 


La fonction dont la différentielle est l’expression don- 
née, existe donc lorsque les trois conditions ci-dessus 
ont lieu; et, si on la désigne par uw, on aura 


z V4 Z 
= nd [ Y (Lo Yo z) dy + X (Los 053) dz + C, 
# To Ex 


C étant une constante arbitraire. 
32. 
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Il est facile de voir que le cas de m variables se ramène 
de la même manière au cas de m — 1, pourvu que les coef- 
ficients satisfassent aux conditions qui expriment que les 
coefficients différentiels du second ordre de la fonction 
cherchée, pris de toutes les manières possibles par rap 
port à deux variables différentes, sont indépendants de 
l’ordre des différentiations. Donc le problème est toujours 
possible lorsque ces conditions sont remplies, et il est. 
toujours ramené à de simples quadratures. 


* 
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ni CHAPITRE XI. 


_ SÉPARATION DES VARIABLES. 


311. Lorsque nous avons cherché à déterminer une 
fonction inconnue y, d’une variable x, connaissant sa 
dérivée par rapport à x, nous avons supposé que cette 
dérivée était exprimée au moyen de x seulement. Il est 
facile de ramener à ce cas celui où la dérivée serait le 
produit d’une fonction de x par une fonction de y. En 
effet, en divisant par le facteur fonction de y, on obtient 
une équation de la forme suivante, dans laquelle F (y) et 
J (x) sont des fonctions connues : 


Gi) F(nT= f(x) 
ou | 
(2) F(y)dr = f(x) ax: 


On dit alors que les variables x, y sont séparées. 

Si maintenant on trouve une fonction F, (y) dont la 
dérivée par rapport à y soit F (y), et une fonction f; (x) 
dont la dérivée par rapport à x soit f(x), l'équation (1) 
nous montre que F, (y) et fi (x) auront mème dérivée 
par rapport à x, quelle que soit la valeur de x, etque, 
par conséquent, elles ne peuvent différer que par une 
constante ; on aura donc 


(3) F(r)= f(x) +0, 


C désignant une constante arbitraire. On aura donc ainsi 
2 . , 4 
Véquation cherchée entre x et y; et le problème est ra- 
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mené, comme on le voit, à celui qui a été traité précé- 
demment et qui consiste à remonter de la dérivée d’une 
fonction à cette fonction. 
En prenant l'équation sous la forme (2), les deux 
membres sont les différentielles des deux fonctions 
Fi (y), fi (x), relatives à des valeurs correspondantes 
de dx, dy. Les accroïssements finis quelconques de ces 
deux fonctions, en passant d'un système de valeurs de 
x, y à un autre quelconque, sont donc égaux, et ces fonc= 
tions ne peuvent différer que par une constante; ce qui 
ramène à l'équation (3). 


se Aer né 


; F 
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# | CHAPITRE XI. 


APPLICATION GÉOMÉTRIQUE DES MÉTHODES D INTÉ- 
GRATION. QUADRATURE DES SURFACES PLANES, 
RECTIFICATION DES COURBES. 


. 


318. D’après ce que nous avons dit dans le premier cha- 
pitre du livre IX, l'aire comprise en tre les deux ordonnées 
relatives aux abscissesx,etx, peut être représentéeen coor- 


Æ 
données rectangulaires par 1 ydx, et, en coordonnées 
Tr 


"0 


x 
obliques par sin o [| ydx, 0 désignant l'angledes axes. L’é- 
Ts 


quation de la courbe donne y en fonction de x, et la 
quadrature de la surface en question est ramenée à une 
intégration. C’est pour cela que l’on désigne souvent par 
le mot quadrature l'opération du calcul intégral par la- 
quelle on remonte de là différentielle d’une fonction à 
une seule variable, à cette fonciion mème. 

Si l’aire à calculer était comprise éntre deux ordon- 
nées et deux arcs de courbe, l’expression de sa difié- 
rentielle serait (Y —7) dx, en désignant par Y et y les 
fonctions de x qui représentent l’ordonnée de chacune 
des deux courbes. Si la nature de l’une ou de l’autre de 
ces courbes changeait dans l'intervalle compris entre les 
limites, il faudrait partager cet intervalle en plusieurs 
autres , dont les limites seraient les diverses valeurs de x 
où s’opéraient ces changements. 

Si la courbe est donnée par une équation entre des 
coordonnées polaires 9 et r, Paire que l’on cherche à 
évaluer est celle de la figure comprise entre deux rayons 
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vecteurs et l'arc de la courbe. Sa différentielle est, comme 


200, | d 6 . . 
nous l'avons déjà vu, r° —. Donc l’aire comprise entre. 
2 


deux rayons correspondants aux angles & , 0 aura pour 


ÿ | 
expression + À r? 8, r désignant la fonction de 8 tirée 
0 


de l’équation de la courbe. 
Si la surface à évaluer était comprise entre deux 
rayons vecteurs et deux courbes, sa différentielle serait 


a LE fe jt 
ee d0, r et r” désignant les rayons vecteurs des 


deux courbes, relatifs à une même valeur de 6; l'aire cher 


] 
J (r— 7) 40, retin 


Ü 


D 


chée serait donc exprimée par 


étant des fonctions connues de 9, déduites des équations 
des deux courbes. 


EXEMPLES. 
Paraboles. — Proposons-nous d’abord de calculer 
l'aire des paraboles renfermées dans l’équation géné-= 
rale 
Ni ns pr", 
- . ‘F 
m1 et n étant positifs; On aura 
LL 
I ri +1 
— — _— x"! 
frs pe x"! dx — pe. Een à 
72 
— + I 
7 
Si l'on prend l'aire à partir de x,= 0, on aura C = 0, €t 


l'aire terminée à l’ordonnée relative à une valeur quels 


conque de x, aura pour expression 


I n 
— +1 
m : 
mpx mx) 
—— ÿ où — ° 
an + 7 nm + n 


La paruc du rectangle xy qui resté, après avoir retrans 
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ché celle-ci, et que l’on trouverait directement en pre- 


T n zx L : ed 
nant / xdy est 7%, done l'arc de la courbe divise le 
8 m+ nr 


rectangle xy dans le rapport constant de m°n. 

Si l'on considère au lieu de l’origine un point (x, 6) 
de la courbe, les aires comprises entre les ordonnées ou les 
abscisses de ce point et du premier, seront les différences 


, m : 
de quantités ayant mème rapport — ; elles auront donc 
72 


aussi cé même rapport entre elles. D'où l’on voit que si 
l'on projette un arc quélconque de la courbe sur l'axe 
des x et sur l’axe des T, les aires comprises entre cet arc, 
les lignes projetantes , et l’axe perpendiculaire, sont entre 
elles comimne les exposants m et n. 

Hyperboles. — Considérons maintenant l'équation gé- 
nérale y" x° = a des hyperboles qui ont pour asymptotes 
les axes des coordonnées ; on aura 


| NE n + Fe 4 € 
_ ee a ZT 
1e ydx À" J LR MONT" ce UE OO RU + C. 
' NE. 


Soit d'abord n<Zm, et supposons que l'aire commence 
au point dont les coordonnées sont x, 6; l'aire aura pour 
expression 


m | en vi EE 
mt À 
ma \x — « ; m(xy —a6) 


HD 71 171 


On voit que sa valeur est finie pour & — 0, quoiqu elle 
s étende alors indéfiniment dans le sens des y, puisque 
l’axe des y est asymptote de la courbe: mais elle de- 
vient infinie en mème temps que x. 

Ainsi l'aire comptée à partir d'une ordonnée arbi- 
taire, et prolongée indéfiniment vers l'une des deux 
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asympiotes, est finie ou infinie, suivant que la coordonnée. 
comptée sur cette asymptote a le plus grand ou le plus 


5 4 
petit exposant dans l’équation. En cherchant — [ xdy. 
6 


on aurait l'aire comprise entre l’arc et les abscisses me- 
: LES 8 

7. 
1 — n 
deux aires sont donc encore dans le rapport des exposants 


nées par ses extrémités ; son expression serait 


met n. 
Si l’on avait n>>1n, on arriverait à la même conclu: 
sion. 4 
Si l’on avait m—n, l'équation serait de la forme xy—p? 
et représenterait une hyperbole équilatère, puisque les 
axes sont rectangulaires. On aurait alors 


Ce ; ; * dx 12 
dx = p° — —=p?]-. 
fire 


Si l’on voulait que l'aire commençât à l'axe des y, on 
aurait 4 —o; ce qui fait voir que l’aire comprise entre 
une ordonnée quelconque et l’axe des y est infinie. 

Si l’on suppose 4 —p, l'aire commencera à l’ordonnée 
menée par le sommet de l'hyperbole; et, si l’on prend p 
pour unité, son expression sera 1x. C'est cette propriété 
qui a fait donner aux logarithmes népériens Je nom de 
logarithmes hyperboliques. 

Ééciproques. — Les paraboles et les hyperboles que 
nous venons de considérer jouissent de cette propriété 
commune que, si l’on projette un arc quelconque de ces 
courbes sur les deux axes, les aires comprises entre cet 
are et les coordonnées parallèles sont dans un rapport 
constant. Or il est facile de démontrer qu'elles sont les 
seules courbes qui en jouissent. En eflet, cette condition 


générale est exprimée par l'équation 


Fr D 
nr L VAL CE m [. x dy. 
e A 
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Le signe — du second membre se rapportant au cas où 
dy er dx sont de signes contraires. 
Différentiant he deux membres en considérant le point 
æ, 6 comme immobile, et x, y comme seules variables, il 
vient 


MO Emrdy, ou n——%tm 
pu 


dx dy 
Pise 
. » | J 
et intégrant 
nlx = Emily +, 
? ® Ce 4 
en désignant par lc une constante arbitraire. Cette équa- 
tion peut se mettre sous la forme 
x! — Ye, 
et représente des paraboles ou des hyperboles, suivant 
? ; . 3 A 
qu'on suppose que les Coordonnées varient dans le même 
sens ou en sens contraire. 


Ellipse. — Soit l'équation de l’ellipse 


| bp— 
ME Ethz' = ab "où 7 —,- Va’ — ES 
a 


b RER Et D 
fre = — fe Va’ — x. 
a 


Or, en intégrant par parties, on trouve 


on aura 


ner xd 
dx Va? — x — x Vu — x° 7 A | re RE à 
Va — &° 
Mais 
x? dx x? — d EE æ 
RL 7 Doria dit a dx Va x°+ a° are sin 4 
Va — x Va? xt : 


en substituant, il vient 


a - RE à HER 
[avez = x Va? — x? + a! arc sin — — fe Va? — x1, 
a 


Réunissant les deux intégrales, que l’on supposera prises 
à parur de la même limite, et ajoutant une constante 
arbitraire , 1] vient, en divisant par 2, puis mulüpliant 
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HE 
P «a 
b ———  bxVa'—x ab ; 18 
— ‘Er Va? — x° = É bue — arcsin — + C. 
a 24 2 a 
Si l’on veut que l'aire commence à l’axe des y, on aura 
: î : rab 
C = o. Si l’on fait ensuite x — à, on aura Ro pour la 


valeur du quart de l’ellipse. L'’aire de l'ellipse entière est 
donc rab : elle devient ra? si b = 4. 


bx Va: LL 
2 a 


triangle dont les côtés sont x et y; par conséquent, le 


 d ” LA “. À 4 
Le terme étant équivalent 17 mesure le 


ab ME 17 UD : LR 
terme — arc sin - mesure le reste de l’aire, c’est-à-dire le 
2 a } 


secteur formé par l’axe des y, l’arc de l’ellipse et le rayon 
mené du centre à l'extrémité de cet arc. 
Hyperbole. — Soit maintenant l'équation de lhyper- 


bole 
b 


ay? — bi = = a" D 0eme pe Vz° — a}; 


L MS 
frax=° [reve = 
[44 


Et, si l’on suit la même marche que pour l’ellipse, on 


on aura 


LA 


trouvera 
ROUES | 
fre SRE ere A (x + Va — a) +0; 


2 a 
s1 l’on veut faire commencer l'aire au sommet, son exe 
pression devra être nulle pour x = a, d'où C— st la, et 
l'aire aura pour valeur 


ab, x + Vx—a 


bx Va? — « 
24 2 a 
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"4 . , , x TV ] 
. Le premier terme étant égal à > on €n conc ut que 


ab , x + Vz° a? 
EU TT 
entre l'axe transverse, l’arc de l’hyperbole et le rayon 
mené du centre à l'extrémité de cet arc. 


est l’expression du secteur compris 


Cycloïde. — Considérons maintenant la cycloïde rap- 
portée à son sommet À (fig. 96); son équation différen- 
tielle sera | 

LT 
dx 20 —Y 


2 


2 a étant le diamètre AB du cercle générateur. L’aire AMP 
a pour expression 


x » V4 3 
à var), où 1: dy V2 ay —Ÿ?; 
(e) (o 


elle est donc identique avec l'aire AQN relativement au 
cercle générateur. 


L’aire totale ADK est donc égale à la moitié js celle 
du cercle , ainsi que l'aire symétrique CHA ; et, comme le 
rectangle CHKDC est égal à 47 a”, l'aire CADC sera égale 


à 3xa”, ou au triple du cercle générateur. 


Quant à l'expression de l'intégrale 


far Vaar 7. 


Li) 


on observera qu’elle est identique avec 


rs 


elle rentre donc dans celle que nous avons calculée dans 
le cas de l’ellipse, en y changeant x en y — a. Aïnsi l’on 
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aura 
————— Y—a)V24ay — y? a? . Ÿ—a | 
fa V2 af —J" = GERS + © arc sin?" +C. 
| 2 7 


Si l’on prend l'intégrale à partir de y = o, on aura 
Ta? 

4 1 
et si l’on prend pour seconde limite y= 24, la valeur dé 
l’aire sera 


te 


comme nous l’avions déjà reconnu. 


Spirale logarithmique. En à L’équation. de ceite courbe 


est, en coordonnées polaires, r — Ae“?; l’aire comprise 
entre deux rayons vecteurs correspondants aux angles}. 
et 0 aura donc pour expression ; 


ou 


en désignant par r, et r les valeurs extrèmes du rayon 
vecteur. 

Si l’on part de 7; — 0, c’est-à-dire si l’on cherchelà 
limite de l’aire comprise entre le rayon fixe r et un autre 
rayon dont l’exirémité tend vers le pôle , tandis quesa 


direction tourne indéfiniment auiour de ce point asymp- 
; ré $ } 

toie, on trouvera simplement te Cette aire croit donc 

-& 


comme le carré du rayon vecteur, 
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Rectification des courbes. 


379. Nous avons démontré que la différentielle d’un 


are de courbe plan est V dx? + dy?, en supposant les 
axes rectangulaires : elle sera pour une courbe à double 


courbure, Vdx? + dy? + dz?. Lorsque les axes font entre 
cux des angles quelconques, on sait quels termes il faut 
ajouter sous le radical; mais on suppose ordinairement 
ces angles droits. L’arc dont les extrémités correspondent 
aux abscisses x, et x aura donc pour expression, dans le 


premier cas, 
€ 
1 Vdx’ + dy}, 
Te 
et, dans le second, 


TX 
É Vdx? + dy? + dr. 
To 


Si la courbe plane était rapportée à des coordonnées 
polaires, nous avons vu que la différentielle de sa lon- 
gueur aurail pour expression 


Vars 71 6, 


et sa longueur serait, par conséquent, exprimée par 


0 
11 Var? + r?d6?, 
CA 


9, et 8 étant des valeurs extrèmes de l’angle 0. 


EXEMPLES. 


Parabole. — Soit d’abord la parabole ayant pour 
équation 


PRE, td où ydy= pdr, dr = —,; 
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on aurä 
PUS TE ren ; Sd 
Vdx + dy? = dy V: pr 


La longueur de l'arc dont ve extrémités correspondent 
‘à yo et y aura donc pour expression 


af dy Pre lo VIH P+pP (y + pp TE 

PYr ! 

Si l'on veut faire commencer l'arc au sommet , on aura 
C = — p'lp, 


et l'expression de cet arc sera 


SN IEEE, Pline 


2 p 2 P ; \ 
Ellipse. — L'équation de lellipse 
a'y2. HE br = ab? 
donne 
dy Lr 
—— 
LE ay 
oies : 
DAS. a —e?x°? 
ds = V ax? + dy? = dx V peer 


en désignant ÿ a? — b? par ae. 
L'abscisse x étant toujours moindre que &, on peut 
poser 
x =" @a Sin, 
d'où | 
dx = a cosode, ds — ado Vi — € sin?o. 


Pour intégrer cette expression, on développera le radical 
en série, ce qui est permis , puisque le second terme est 


plus petit que le premier. On aura ainsi | 
& 1.1 . (2m— - 3) 
(1 et sin 0} = 1 = et sin? o — —— et sin oem 
À PR RE ee TS ion ET 
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et, par suite, 


1 < : 6 PE ON 1.1.3...(2Mm—3) ne 
\= a [+5 fsinteds Pons et | sin‘odo —...— D ea ain pde |: 
Cette série sera d'autant plus convergente que l'excentri- 
cité e sera plus petite. Si l’on intègre à partir de 9 = 0, 


on aura 
fs Me. ns JAUNE APR + (amet) (URI pe 
| nt ACT PT om PEN Fam) Me NT 
| (om—1)...3.17. 
| 2m.4.3 te: 


. . . T 
et, si l’on prend pour seconde limite ç — =? On aura pour 


l'expression du quart du périmètre de l’ellipse, 


:a PRES. De il ur [1.3.5 ,\? 1.3...(2m—1), \° 
2 : 54 À) 2.4° ACER au 2.4...2m |. 


Si e — 0, l’ellipse devient le cercle dont le rayon est a, 
? ca Le ” 7 0 1 Tr a . 
et l’expression précédente se réduit à — qui est, en 


effet, le quart de la circonférence. 


Hyperbole. — L'équation de l’hyperbole 


ay? — br — — a! b?, 
donne 
d b'x —__— e?x? — a? 
ARE — 3 ds = V dx'-+ dy? = dx © 9 
ME, d'y 3 £— a? 
en posant 


V a! + b1= ae. 
Les valeurs de x étant toujours plus grandes que a, on 


et l’on aura 


: a 
posera Re 
cos 
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. ? , gs . A A] 
Si l’on développe en série le radical, et qu'on intègre à 
partir de ® = o qui correspond à x — a, on aura 


Mat ? do [_—1C0s"g _ 1.1cos" p 1.1.3...(2m—3)cos "© 
Œ y 05? 2: € 2,4 et a a.4.6:-2m4, 1e À 
d'où 


© 2 4 2m—2 
ag a do (2005 11.3 cos'e 1.1.3..,(2m-3)c08 ? 
— f) mt me ee te ——— > + —— ——— ARR RE AP METRE rs 
s—aetango “e 48 [= si 2.4.6; et 2..6.,.2m em? 


Lorsque x croît indéfiniment, o tend vers —; et s croît 
2 


sans limite. Mais si l’on cherche la différence entre l’arc 
et la partie de l’asymptote comprise entre le centre et le 
point correspondant de l'abscisse de l'extrémité de l’are, 
cette différence tend vers une limite dont il est facile 
d'obtenir l'expression. En effet, cette partie de l’asymp- 


. EE Cas é 
tote est égale à sai ta Si l'on en retranche 5, il reste 
gi à 


ae(PS se) | Rs el [= 1 COS TROT M l 


cos © 2.4 e° 2.4.6, ce! 


= 


v* . + : TT A < 
Si l’on passe à la limite P= il vient 


ra nr AN? CS PET NS ET NS 
cle F3 re) +7 free +] 
380. Cycloïde. — L’équation de la cycloïde rapportée 


à son sommet est 


P = 13 PER y” 
3 « 
d’où 


24 — y mac 
a =: or re Y ?dy V24; 


donc 


AE 
s— 27 N24a%C;: 
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et si l’on fait commencer l'arc au sommet, on aura 
Hd et. 5230247. 


Si l'on fait y — 24, on aura la moitié du périmètre de 
la cycloïde, qui sera égale à 4a. Pour une valeur quel- 
conque de y, s est double de la longueur de la tangente. 

C’est à quoi l’on était déjà parvenu par la théorie des 
développées. 

Spirale logarithmique. — L'équation polaire de cette 
courbe est 

r==Aet, d'où dr— À ae“?d9; 


ds — Var? + r°d0? — À Vi + a. cŸd0. 
Donc 


Pa 10 


SA. — +C— + C. 


V 1 + a? 
a 
Si l'arc commence au pôle, qui est ape de la 
courbe, on aura 


1+a x 
C2 0 ‘Et De LR. 
a 


Cette expression est celle de Ja longueur de la tangente 
menée à l’extrémité de l'arc, et terminée à la perpendi- 
culaire au rayon vecteur mené par le pôle. Ce résultat 
avait déjà été obtenu par la théorie des développées. 


381. Supposons maintenant les points déterminés par 
trois coordonnés polaires. Soient 0 l’angle formé par le 
rayon vecteur r avec l’axe des z, et Ÿ l'angle formé par 
sa projection sur le plan XY avec l’axe des x. Toute 
courbe sera déterminée par deux équations entre r, b, 0. 
Les équations qui déterminent généralement x, y, z en 
fonctions de r, 8, Ÿ, feront connaître dx, dy. dz, au 
moyen de r, 0, d, dr, d0, dd; et en les substituant dans 


Vdx? + dy? + dz?, on aura l'expression de la différen- 
45: 
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tielle de l’are en coordonnées polaires. Maïs on peut y 
arriver directement de la manière suivante : 

Si l’on conçoit une sphère décrite du pôle comme 
centre avec le rayon r, elle coupe le rayon r + dr en un 
point qui, joint à l'extrémité de 7° par un arc de grand 
cercle, détermine un triangle rectangle infiniment petit, 
dont ds est l’hypoténuse et dr un des côtés de l’angle 
droit. Pour déterminer le troisième côté, on mènera par 
l’axe des z deux plans contenant respectivement les deux 
rayons, et qui comprendront entre eux l’angle dd; puis, 
par l’une des extrémités de ce troisième côté, on mènera 
un plan parallèle à XY : le côté cherché sera l’hypoté- 
nuse d’un triangle rectangle tracé sur la sphère, et dont 


les deux côtés de l'angle droit seront respectivement 
r sin dv et rd0. On aura donc 


di Var? + rd0t+ 7°.sin 26d4?; 


et pour avoir $, il suffira d'exprimer deux des variables 
en fonction de la troisième d’après les équations de la 
courbe, et d'intégrer entre les limites demandées. 
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CHAPITRE XII. 


CUBATURE DES SOLIDES ET QUADRATURE DES SURFACES 
COURBES. 


Cubature des solides de révolution. 


382. Considérons maintenant le solide formé par la ré- 
volution d'une surface plane autour d’un axe situé dans 
son plan, et que nous prendrons pour axe des x. L’équa- 
tion de la courbe qui termine cette surface est donnée 
entre deux coordonnées x, y, situées dans le plan YAX,, 
où se trouve primitivement cette courbe. Cela posé, nous 
nous proposons d'évaluer le volume compris entre deux 
plans perpendiculaires à l’axe de rotation, et qui est en- 
gendré par la partie MNM'N' de la surface (fig. 97) 
comprise entre les deux ordonnées arbitraires MP, NQ. 
Pour cela, nous chercherons l'expression de la diffé- 
_rentielle de ce volume, que l’on peut considérer comme 
l'accroissement infiniment petit que prend le volume V 
lorsque la variable x dont il est fonction prend l’accrois- 
sement dx. Soit QR = dx, dV sera considéré comme le 
volume engendré par la surface NKN'K'. Mais, si par les 
points N ,N’ on mène des parallèles à AX, on remplacera 
NKN'K' par un rectangle qui engendrera un volume, 
dont le rapport avec l’accroissement exact du volume 
aura pour limite l'unité; ce que l’om démontre comme 
pour les aires. Maïs le volume qu’engendre ce rectangle a 
pour mesure % (y*— y”) dx, y et y! étant les ordon- 
nées NQ, N'Q; donc le volume V, compris entre deux 
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plans correspondants aux abscisses 24, x, a pour expres- 
sion 


TL 
ver | (r?— y'!) dx. 
T 


0 


Si l’on veut avoir le volume total, il faudra prendre pour 
limites de cette intégrale la plus petite et la plus grande 
des valeurs des x auxquelles correspondent des points de 
la surface donnée. 


EXEMPLES. 


Elipsoïde. — Supposons que la surface génératrice 
soit celle d’une ellipse tournant autour d’un de ses axes, 
son équation sera 


et l’on aura 


2 2 3 
yves? fus) dr = TE (as =) + C. 


a? 


Si le volume doit commencer au sommet, on a 


On aura le volume entier de l’ellipsoïde en faisant L=2930, 
ce qui donne 

il devient Fra si b —a, ce qui réduit l’ellipsoïde à la 
sphère dont le rayon est a. 

Il est à remarquer que la différentielle dV, ne renfer- 
mant pas de radicaux, ne devient pas imaginaire en de-= 
hors des limites o et + 24; elle ne fait que changer de 
sigue, et est égale, au signe près, à celle du volume en- 
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gendré par l'hyperbole, dont l'équation serait 


Il résulte de là que, si dans l’expression de V on donne à 
la seconde limite x une valeur négative , on obtiendra le 
volume de l’hyperboloïde , depuis cette valeur de x jus- 
qu'à x = 0; que, si l’on donne à x une valeur positive 
plus petite que 24, on aura le volume de l’ellipsoïde de- 
puis x=— 0 jusqu'à cette seconde limite; et qu’enfin, si 
l’on donne à x une valeur positive plus BH que 24, 
on obtiendra le volume entier de l’ellipsoïde, diminuée 
du volume de l’hyperboloïde compris entre x = 24 et la 
seconde limite. 

Donc, si l’on veut trouver la valeur qu’il convient de 
donner à x pour que V soit égal à un volume donné, ou 
que l’ellipsoïde soit partagé dans un rapport donné, on 
trouvera trois valeurs réelles : l’une négative, l’autre po- 
_siuve et plus petite que 24, et la troisième positive et plus 
grande que 2a. Mais la seconde seule satisfait à la con- 
dition de partager l’ellipsoïde dans le rapport demandé, 
ou de manière à ce que V ait une valeur donnée, pourvu 


RU 
Er ab: 
3 

Tore. — Ce solide est engendré par la révolution d’un 
cercle autour d’une droite située dans son plan. Soit lé- 


quation de ce cercle 


qu'elle soit moindre que 


WC HE(r—-a Rp, 
ou 


CES VR—(x— a}. 
La différentielle du volume est (fig. 98) 


Tr (mr — MP) dx , 
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ou 
4x6 dx VR?— (x — x), 
ou encore 
2x6.MM' dx. 

Or MM dx est la différentielle de l’aire du cercle gé2 
nérateur. Donc le volume engendré par la partie du cer- 
cle comprise entre deux ordonnées quelconques est égal à 
cette aire multipliée par 276, c’est-à-dire par la circon- 
férence décrite par le centre du cercle. : 

Si l’on veut avoir le volume entier du solide, il faut 
multiplier l’aire du cercle par la circonférence décrite par 
son centre, ce qui donne 27°6 R°. 

On trouverait le même résultat en intégrant la diffé- 
rentielle dx VR°? — (x — «)° que nous avons déjà trou- 
vée dans la quadrature de lellipse et du cercle. 


Quadrature des surfaces de révolution. 


383. Nous avons appelé aire d’une surface courbe la 
limite de l’aire d’un polyèdre inscrit ou circonserit à cette 
surface, et dont les faces infiniment petites ont pour li- 
mites de leurs directions les plans tangents aux différents 
points de cette surface. | 

Nous en avons conclu qu’on peut, au lieu des éléments 
plans qui composent la surface du polyèdre, considérer 
des surfaces courbes dont les plans tangents aïent pour 
limites ceux de la surface proposée. On pourra done re= 
garder la surface engendrée par la révolution d’un are de 
courbe plane, tournant autour d'un axe situé dans son 
plan, comme la limite de la somme des trones de cônes 
infiniment petits, engendrés par les côtés d'un polygone 
inscrit dans cette courbe. Si l’on désigne par y et + dy 
les ordonnées des deux points extrêmes d’un quelconque 
de ces côtés ayant pour longueur ds, la surface du tronc 
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de cône qu'il engendre aura pour mesure 


d 
a (y +) a, ou 27ryds, 
2 


/ 


en négligeant l’infiniment petit du second ordre. 
L'aire engendrée par l'arc dont les points extrèmes 
ont pour abscisses x, et x aura donc pour expression 


Da. d # 
ar | yds, où ar f me Vax? + dy?. 
X TL 


0 ô 


EXEMPLES. 


Ellipsoide. — Supposons que l’ellipse dont l'équation 
est À 
ay? + b'x? = «°b!, 


tourne autour de l’axe des x; elle engendrera une surface 
dont la différentielle sera 


4 


2x b 


a? 


dx Va — (a?— D?) 2°. 


Supposons d'abord a >> b et posons 


a — b= ae; 
2 


l'aire, commencant à x = o , aura pour expression 


2x be a? r be a? a° “ex 
— dx \f—=—2x =] x / —— x + —are sin — |, 
a % e a e° e? a 
0 . 


Il nefaut pas ajouter de constante, puisque l'aire est nulle 
pour x = 0. On aura la moitié de la surface de lellip- 
soïde en faisant x — a, ce qui donne, pour la surface en- 
ucre , 


ba 


27 | 
2 r db? + arc sine. 


(44 


Si e=0, a—=6, et l’ellipsoide devient une sphère ; 
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c sin e 


er ar Re" 
comme d’ailleurs tend vers l’unité à mesure que 


e tend vers zéro, on aura 47 a° pour la surface de la sphère 
dont le rayon est a. 
Supposons , en second lieu, a << b et posons 


b— a — be; 


|’ . « 3 _» « . ” 
expression de l'aire , à partir de x = o, sera 


arb'e f°T a“ at Li RE rot: | 
= dx ER = De LS meer nes! 
0 A 


Si l’on fait x — «a, on aura la moitié de la surface de lel- 
lipsoïde , et la surface entière aura pour expression 


LC + Va + bre? 


PAS pren La ha 2 à 2 


On retrouve encore la surface de la sphère, quand on 
suppose e — 0. En effet, la première partie devient 2T@À; 
pour obtenir ia seconde, on développera Va? + b'e’ 
en série, ce qui est Re , puisque b*e? tendant vers 
zéro est plus petit que a°, et l’on trouvera encore 2t4}; 
ce qui donnera 47 a° pour l'aire totale de la sphère. 

Surface du tore. — Supposons qu’on fasse tourner au- 
tour de l’axe des x le cercle dont l'équation est 


p—6}+ (re) =; 


la partie supérieure engendrera une surface dont la dif- 
férentielle sera 


2T [ 6 + VR — (x — a) | ds. 
La différentielle de l’aire engendrée par la partie infé- 
rieure sera 
c2r[6— VR'—(x— 4) ds. 
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© Si on les suppose comprises entre les deux mêmes plans 
perpendiculaires à l'axe, æ et ds seront les mêmes, et la 
somme des deux différentielles sera 476 ds, dont l'inté- 
grale est ÂT6s + C. | | ; 
On aura la surface entière en prenant s égal à la demi- 
circonférence TR, et C — 0 ; ce qui donnera 


4r°6R, où 2rR21r6. 


La surface du solide entier est donc égale au produit de la 
circonférence génératrice par la circonférence décrite par 
son centre. 

On peut calculer séparément la surface engendrée par 
la partie supérieure, et par la partie inférieure de la cir- 
conférence. En effet, la première est 

ar [65 + fdsVR' —(x— ay] —27r(65+/fR dx) 
= 2r{(6s+Rzx + C}. 
Pour avoir la partie supérieure tout entière, il faut pren 
dre pour x les limites «—R,«+R, et donner à s la 
valeur TR ; ce qui donne 


27°6R + 4rR°. 


Dans le calcul de la partie inférieure, il n’y aura que 

le second terme à changer de signe, et l’on trouvera 
27°6R — Ar R°. 

Leur somme est 47°6R, comme nous l’avions déjà trouvé. 

Leur différence est 87 R°, ou le double de la surface de la 

sphère dont le rayon est R. 

IL est remarquable que cette différence soit indépen- 
dante de la distance du cercle à l’axe de rotation; et cela 
üent à la symétrie de la courbe par rapport à une parallèle 
à l’axe. Dans le cas général où cette condition sera rem- - 
plie, la différence des surfaces engendrées par les deux 
parties de la courbe sera encore indépendante de la dis- 
tance à l’axe de rotation. 
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Volume des corps terminés par des surfaces 
quelconques. 


384. Si l’on partage un corps en éléments infiniment 
petits par des plans perpendiculaires à l’un des axes des 
coordonnées rectangulaires, nous avons vu qu’on pourra 
substituer à ces éléments, des cylindres ayant pour bases 
les sections faites par ces plans, et pour hauteurs les dis: 
tances de ces mêmes plans; parce que la limite du rapport 
de ces cylindres aux éléments du corps est l'unité. 

Donc, si l’on peut obtenir en fonction de x l’expres- 
sion de l’aire de la section faite dans le corps par un plan 
quelconque perpendiculaire à l’axe des x, la différen- 
telle du volume sera F (x) dx , en désignant par F (x) 
l'aire de la section ; et le volume du corps compris entre 
deux plans perpendiculaires à l’axe des x, et corres: 
pondants aux abscisses æ,, +, aura pour expression 


T ] r À | » 
Ÿ F (x) dx. Le problème sera done ramené à l’intégra: 
To 


tion d’une fonction connue d’une seule variable. Si lon 
ne peut exprimer immédiatement l'aire de la section , ‘on 
en obtiendra la valeur au moyen d’une première intégra: 
on. Représentons par z et z' les ordonnées de la partie 
supérieure et de la partie inférieure de la surface. Cesont 
des fonctions données de æ et y, qui pourront ètre de ma: 
ture différente. L'aire de la section correspondante à "une 
valeur quelconque de + aura pour expression f(z—z/)dy, 
+ variant seul et x restant constant dans les fonctions 
et z'. Les limites de cette intégrale seront les valeurs dé y 
correspondantes aux points extrêmes de la section; ces 
poinis seront , en général , ceux où la tangente à la courbe 
est parallèle à l'axe des z; et si l’on considère l’ensemble 
de toutes les sections, ces points se projettent sur le 
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plan XY suivant la trace du cylindre circonserit au corps, 
et ayant ses'arêtes parallèles à l’axe des z. Ces valeurs de y 
qui sont les limites de cette première intégrale sont donc 
des fonctions connues de x, et, par conséquent, 
JS (2 — 2!) dy sera une fonction de +, que nous suppose- 
rons que l’on puisse former, et que nous représenterons 
par EF (x). La question est alors ramenée au premier cas, 
et ilsuflira de calculer f F (x) dx, entre les deux limites 
données pour æ. Ces deux intégrations successives s’ex- 
priment de la manière suivante : 


x mn 
121 (z— z')dy; 
T, 0 


y et.y désignent les deux fonctions de æ qui expriment 
les ordonnées de la trace sur XY, du cylindre circonserit 
au solide, et ayant ses arêtes parallèles à l’axe des z. 

Ce calcul n’exige donc que deux intégrations de fonc- 
tions d'une seule variable. 

On peut remarquer que ce procédé revient à calculer la 
somme des expressions de la forme (z — z’)dy dx, quand 
On donne à x et y toutes les valeurs comprises dans la pro- 
jection du solide sur XY et variant par intervalles infini- 
ment petits dx, dy. Cette expression est la mesure du 
parallélipipède ayant pour base dxdy et pour hauteur 
z — z'; et ce volume peut être substitué à l'élément du 
solide qui est compris entre les quatre faces latérales de 
ce parallélipipède, parce que la limite de leur rapport est 
l'unité. La somme de ces éléments compris entre les deux 
plans dont la distance est dx, sera exprimée par 


LAS € 
de [. (z— z')dy, 
L, 


0 


et la somme de ces dernières expressions, relatives à tou- 
tes les valeurs de dx, sera la somme de tous les éléments 


(z — 21) dxdy du solide. 


L 


383. Déterminons maintenant l'équation de la trace d 
cylindre circonscrit au corps et parallèle à l’axe des z. 

Soit F(x,y, z)— 0 l'équation de la surface du corps; 
le plan tangent au point (x, y’, z') aura pour équation 
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dF dF dF 
ASIE te PART MTS VIRE CEVVISIN LU 0 
Ga) E+ttv-r) ter) 


En un point quelconque de la courbe de contact du cylin- 
dre et de la surface donnée, le plan tangent est parallèle à 


; dE ; ; 
l'axe des z, et, par conséquent, =, = 0; les équations de 


cette courbe seront donc 
F(r,:7,t2)= 08 = 0 
Si on élimine z entre ces équations, On aura sa projection 
sur XY, qui est la courbe demandée. Supposons que son 
équation soit ® Lai; les valeurs de y qu’on en ti- 
rera seront les limites del’intégrale prise par rapportà y. 
Quant aux limites x, x, ce sont deux valeurs arbi- 
traires. Si l’on veut avoir le volume entier du corps;sces 
limites correspondront aux points extrêmes de la trace 
du cylindre, et s’obtiendront en cherchant les points.de 
cette courbe où la tangente est parallèle à l’axe des you 
encore les points de la surface où le plan tangent est pet 
pendiculaire à l'axe des x; ils seront déterminés par les 


trois équations 


F(zx, y, z)—0, EN NU En 


Si l’on avait pour objet de trouver le volume du corps, 
qui se trouve renfermé dans l'intérieur du cylindre ; 
ayant-ses arêtes parallèles à l’axe des z et une base don- 
née par son équation sur le plan XY, les limites de l'in-| 
tégration par rapport à y seraient les fonctions de x que 
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l'on trouverait en résolvant cette équation par rapport 
à vi 
| EXEMPLE. 
Ellipsoïde. — L'équation de l’ellipsoïde rapporté à ses 


axes est 


La section par un plan perpendiculaire à l’axe des x 

est une ellipse ayant pour équation 

LS 2? ut x? 

Ba : a? 
æ désignant la distance de ce plan à l’origine, constante 
pour une même section, et variable d’une section à une 
autre. On peut calculer l’aire de la section au moyen de la 
formule que nous avons donnée pour la quadrature de 
l’ellipse. 


Les demi-axes étant, dans ce cas, 


b x? x? 
I——+ cc 1— —) 
a? a? 


l’aire de la section sera 


ce sera la valeur de l'intégrale 


[ (2) dy. 


0 


Reste donc à intégrer 


x 2 
r bc [ (1-5) dx, 
vT a 


ce qui donne 
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Si l'on fait x, — — a, x = à, on aura le volume entier 
de l’ellipsoïde, et son expression sera £ rabc. | 
On voit que le volume de l'ellipsoïde est les deux tiers 
du cylindre droit circonscrit, ayant ses arêtes parallèles 
à l'un quelconque des axes. 
Si les axes ne sont pas rectangulaires , les caleulsne 


différeront que par des facteurs constants. Soient À l’an- 
gle de l'axe des z avec l'axe des y, et p l'angle de l'axe 


des x avec le plan YZ. La secüon faite par un plan pa- 
rallèle à YZaura pour expression 


Lea 7 
J (z—z')dy sn}, 
To 


æ 


et le volume compris entre ce plan et le plan infiniment 
voisin sera 


N 
sin ede | (z— 7!) dy sin. 
To 


Le volume cherché sera donc exprimé par 


ê cn æ 4 
sin y sin à fl ae [. (z— 2!) dy. 
x, Vo 


Dans le cas de l’ellipsoïde rapporté à des diamètres con: 
jugués 2 a/, 2b", 2c', on trouvera £ra/b'c! sin pu sin. 

Cette expression devant être égale à +r abc, il en ré- 
sulte & b'c! sin x sin À — abc, ce qui montre que /e pa: 
rallélipipède construit sur les diamètres conjugués est 
constant. On voit encore que le volume de l’ellipsoïdeest 
les deux tiers de celui du cylindre circonserit, ayant ses 
arêtes parallèles à un diamètre quelconque, et ses bases 
parallèles au plan conjugué de ce diamètre. Ce qui prouve 
que tous les cylindres circonscrits de cette manière à l'el- 


lipsoïde sont équivalents. 


386. Si l'équation de la surface qui termine Île corps 
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est donnéé en coordonnées polaires r, 0,4, il est conve- 
nable d'exprimer la différentielle du volume dans le même 
système. Pour cela on concevra une sphère décrite du 
pôle comme centre avec l’unité pour rayon; et l’on par- 
tagera sa surface par des grands cercles infiniment rap- 
prochés dont les plans passent par l’axe AZ, et par des 
petits cercles dont les plans soient parallèles à XY, et à 
des distances infiniment petites les uns des autres. L’ex- 
pression générale des quadrilatères qui composeront la 
surface de la sphère sera sin 0d0 dY. On concevra ensuite 
un cône ayant son sommet au pôle et ce quadrilatère pour 
base, et l’on cherchera le volume du corps, qui se trouve 
compris dans ce cône indéfini. La partie de ce volume 
comprise entre deux sphères ayant pour rayon retr+ dr, 
aura pour mesure 
r° sin 0 dr dû dy. 


Si donc on intègre cette expression par rapport à r entre 
les deux valeurs 7, et r, relatives aux deux surfaces qui 
terminent le corps, on aura le volume du corps compris 
dans le cône que l’on a considéré. Sa valeur est 


4(7— ri) sin 0 dOd 4; 


ret r, sont des fonctions connues de 8 et 4. Si maintenant 
on intègre par rapport à 0 entre les deux valeurs relatives 
aux limites du corps, et qui sont des fonctions connues 


de Y, on aura 
d 
L fe ) sin 040. 


Le résultat de cette intégration sera une fonction de UR 
que l’on intégrera entre les deux valeurs relatives aux 
plans entre lesquels le corps est renfermé. . 
Si le pôle est dans l’intérieur du corps, les limites de 6 
sont o et r; celles deŸ sont o et 27; et la première limite 
17 34 


e 
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de p est zéro. Le volume est alors exprimé par 


Fr 27 
SE \ ñ sin 06d0d. 
à 0 or 


Quadrature des surfaces courbes quelconques. 


387. D’après ce que nous avons dit sur le sens qu'il 
fallait attacher à l’aire des surfaces courbes, si nous divi- 
sons une surface quelconque par des plans infiniment 
voisins, perpendiculaires, les uns à l’axe des x, les au- 
tres à l’axe des y, chacun des quadrilatères qui compose- 
ront la surface, et dont la projection sur XY sera dxdy, 
pourra être remplacé par la partie du plan tangent en un 
quelconque des points de la surface de ce quadrilatère, 
qui aura la mème projection dxdy. 

Nous supposerons que ce plan tangent soit mené au 
point de la surface qui se projette en un des sommets du 
quadrilatère dxdy, et nous choisirons celui dont l’x este 
plus petit, ainsi que l°y; de sorte que céscoordonnées étant 
x, y, celles du sommet opposé soient x + dx, y + dy: 
Cela posé, l’aire d’une surface plane étant égale à sa pro- 
jection orthogonale, divisée par le cosinus de l’angle de 
son plan avec le plan de projection, on aura, en désr- 
gnant par s l’aire de la surface courbe, 


dz\° | dz\? ————— 
ds — dxdy VA + () + (7) — dxdy V1 + p° + g’, 


À Ta à: ; FE : é 
ARE (EE p , g étant les dérivées partielles de la fonction 


dx? dy 
de x et y qui représente l’ordonnée de la surface. 

Ainsi, pour obtenir la surface qui se projettera sur le 
plan XY dans l’intérieur d’une courbe, donnée par l'équa- 
tion o(x,y) — 0, on cherchera d’abord la partie com- 
prise entre deux plans perpendiculaires à l’axe des x, et 
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» 


distants l’un de l’autre de la quantité infiniment petite dx. 
Pour cela on intégrera par rapport à y, en considérant x 
comme constant, l'expression dxdy Vi + p° + q° ; les 
limites de cette intégrale seront les valeurs de y does 
par l'équation © (x, 7) — 0. Désignons ces deux fonctions 
de x par y ,.y1. L’aire comprise entre les deux plans sera 
donc une fonction de x exprimée par 


Yi 
az [ dy Vi+ p°' + g°. 
» à 


0 

Si maintenant on intègre cette expression par rapport 
à x, entre les deux valeurs relatives aux limites de la 
courbe (x, y) = o et qui satisferont à l'équation 

d@ 

dy 
on aura un résultat qui ne renfermera plus ni x ni y, et 
sera la mesure de l’aire demandée. 

Si l’on veut avoir la surface entière d’un corps fini, il 
suffira de prendre pour l'équation y (x, y) — 0, celle de 
la courbe dans l’intérieur de laquelle se projette le corps, 
et de considérer, successivement ou en même temps, la 
partie inférieure et la partie supérieure de la surface. 
Cette courbe se déterminera, comme nous l'avons indi- 
qué, dans la mesure des volumes. 


rl 


388. Application à la sphère. — L'équation 4 la 


sphère 
x? + & + z? — ER? 


donne 
dz ke æ dz 1 
MT E? y = Ni 
2 22 1 
ds = dxdy +: HS +L = se A NET a 
de 4 TT 2 — y? 


| v 
fs D = arcsin Le Cd id 
VR— zx — y VR— x 
34. 


Dans ce cas, les ii de ha sat nn 


" FITE. 


SARA AN. run t ed PE 
è : +4 ; - - 


L 4 


À S x v# 
EN #3 DE A 
17 LA K Fo 


Il reste donc à LES rRdx entre Le jus R, 
ce qui donne 27 R° pour l’expression de la sur 
rieure; on trouverait le même résultat pour las 


férieure, et la surface totale sera Gr ES à TR? 
. fs ph "A 


à Mer 2 | -: . TrEtar Le te r. 


SE 


TA SS 
ï 


LE 
pe 
a; 


Es RES. LR Ce RACE Von TEA ETATS dE d 
à EE TE YF ' + Las ME , ci ge, x RON Sr 27 MT AT T e 
; ? 


Es 


5 er cs 


Tél 
Me 


SP ET 


AE, 2 à oo, 
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CHAPITRE XIV. 


EXEMPLES DE LA DÉTERMINATION DES COURBES 
D'APRÈS UNE PROPRIÉTÉ DE LEURS TANGENTES. 


389. Premier ExEmPLE. — 7rouver la courbe dont la 
sous-tangente est constante. 

D'après l'expression générale de la sous-tangente, on 
aura, en désignant par a sa valeur constante, par x et y 
les coordonnées du point de contact, et par dy la diffé- 
rentielle de la fonction qui représente l’ordonnée de la 
courbe, 


dx 
7 dy Fr A3 
séparant les variables, il vient 
| Fo fs 
a # 
et d’après la règle du n° 367, 
== l.y + C— GS , 


d’où 


équation de Îa logarithmique. 

Deuxième exEemPLE. — 7rouver la courbe dont la sous. 
normale est constante. 

Désignant par a-cette valeur constante, on aura 


rdy 
dx 


Ds A] 


M ? 
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d’où 
ydy = adx,. y = ar, 


parabole qui a pour axe la ligne des abscisses, 24 pour 
paramètre, et son sommet en un point quelconque de 
l’axe des x. 


TROISIÈME EXEMPLE. — 77'ouver la courbe dont La nor- 
male a une longueur constante a. 


On aura dans ce cas l’équation 
d’où 


Les-variables étant séparées, on aura, par la règle con- 
nue, 


x —=+Va —P+C, (z—C} +7 = ua", 
cercle dont le rayon est a, et qui a son centre en un point 


quelconque de l’axe des x. 


QUATRIÈME EXEMPLE. — rouver la courbe dont la 
tangente a une longueur constante a. 


L’équation sera dans ce cas 


dx 
4 er 


dx? a? — y? 


di 


d’où 


, dr ="#t D es — ÿ?. 
La 


Le second membre est une des différentielles binômes dont 
nous avons calculé l'intégrale, et en prenant le signe in= 
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férieur nous en déduirons l'équation suivante, 


a? — y! 
D Verre te ; 


cette courbe est celle qu'on nomme la tractrice. 


Cinquième exemPLe. — 7rouver la courbe telle que le 
carré de l'arc soit proportionnel à l’ordonnée. 

Il est évident que l’arc et l’ordonnée doivent être nuls 
ensemble, et que par conséquent l'axe des x doit passer 
par le point de la courbe qui est l’origine des arcs. 

En désignant par s la longueur de l’are, la condition 
donnée conduit à l'équation 


LE 44 
NH uarr où se ap2; 
pour éliminer s, différentions les deux membres, il vient 
lu sde Rs Les 
ds Le: 2? dy = V dx? + dy’, 


d’où 


et, par suite, 


Cette relation est identique à celle que donnerait une CY- 
j . : "4 La | L e «a 
cloïde dont le cercle générateur aurait pour diamètre -; 


et dont la tangente au sommet serait l’axe des x. 

On retrouverait, au reste, l'équation finie de la ey- 
cloïde en intégrant les deux membres de l’équation pré- 
cédente. 

SIXIÈME EXEMPLE. — rouver l'équation d’une courbe 


dont toutes les normales soient tangentes à une courbe 
donnée. 


Le 
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La courbe à laquelle les normales d’une courbe quel: 
conque sont tangentes étant la développée de cette der- 
nière, on voit que le problème consiste à trouver la dé- 
veloppante de la courbe donnée. 

Soient x’, y’ les coordonnées d’un point quelconque de 
la courbe donnée, dx’, dy’ leurs différentielles, «, 6 les 
coordonnées du point correspondant de la courbe donnée 
dont l'équation est 
(x) Fa; 6)=10: 


La normale aura pour équation 
! 


dy 
(ee) CR SRE 0; 
puisqu'elle passe au point (x, 6) on aura 
dy' 


a— zx + (6 — ÿ') D À Lu à O, 


et comme elle est tangente à la courbe (1), 1l s'ensuit 


24 ONE da 
ess NT PT N 


ce qui change l'équation précédente en celle-ci 


dax 


—.x —(6— y )——=0o. 
(3) a — x —( y) Te 
Entre les équations (1), (2), (3), si on élimine «, f après 
, , da 
avoir remplacé Te par sa valeur en «, 6 que donnera la 


différentiation de l'équation (1), on aura une équation 
F4 


d LEA , 
entre x’, y’ et _. appartenant à la développante. Ce cal 


cul est le même que celui auquel nous avions été conduits 
dans la théorie des développées. Nous allons l’effectuer 
dans le cas particulier du cercle. 

Développante du cercle. — L'équation (r} devient; 


dans ce cas, 
«+ 61 41, 
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d'où 


| 2 de RARE 

ada+ 646 = 0, NE 

l'équation (3) devient, en supprimant les accents, 
ax + 6Y = 4a?, 


et l'équation (2) sera 


l'élimination de x et 6 conduit à l'équation suivante . 
(4) (ædx + ydy} = a? (dx? + dy’). 


Soient B (fig. 99) le point du cercle à partir duquel on 
fait le développement, M un point quelconque de la dé- 
veloppante et T le point correspondant du cercle, on aura 


TM = arc BT ; 
si l’on désigne l'arc BM par s et AM par r, on aura 
= 2'+ y, rdr—=xdr + ydy, dx’ dy’ = ds; 
l'équation (4) devient alors 


rdr — ads. 


Les variables r'et s étant séparées, si l’on intègre les deux 
membres, après les avoir doublés, on obtient 


r— 2 as + C. 

La constante C se déterminera par la condition que pour 
$ — 0 On ait r — a; ce qui donne C = &°?, et, par suite, 
Fr —=2as + a. 

Cette propriéié remarquable en Hi connaître une 


autre, en observant que 7° = + TM = AT ES BT; en 
effet, on déduit de là, entre les arcs BT et BM ou s, la re- 
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lation très-simple 
A 


BT : = 204 


L’équation (4) peut être transformée en coordonnées po= 
laires. En désignant l’angle MAX par 0, on aura 


r? dr = a! (dr + r°d@?), 


d’où 


dr 
d0 = — Vr° — a! : 
‘ ar V 
en intégrant les deux membres, on obtient 
lp à, 
QE a Vr — a! + arc sin — "+ C, 
7e 


et comme on doit avoir en même temps. 


il en résultera 


et l'équation de la développante deviendra 


(5) 0 = = VA — a — arc cos 

«a F: 
C’est ce qu’on déduirait immédiatement de la figure, en 
observant qu'on a0 — TAX — TAM, ce qui n’est autre 
chose que l’équation (5). 

L’équation précédente ax + 6y — a? nous redonne= 
rait, comme nous l’avons vu dans la théorie des dévelop” 
pées, l'équation de la développante en coordonnées recs 
tangles. Mais on peut la déduire de l’équation (5) que Pon 
mettra d’abord sous la forme 
I 


RE: 
arc cos — = 


TN D 
7 «a 
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a I © TL y 
== os8 cos — Vr°— a* + sin 0 sin — Vr*— a; 


€ | 
remplaçant cosô par s> sin 0 par = et r° par x° + y”,.on 


obtient enfin l’équation déjà trouvée de la développante du 
cercle 


D — . 1 
æ COS — x? + y? — a? + y sin — x? + y? — a nt, 
a a 


que l’on obtiendrait directement en projetant l’abscisse et 
l’ordonnée du point M sur le rayon AT. 
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NOTE TI. 


RÈGLES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. 


\æ 


On appelle série une suite de termes positifs ou néga= 
tifs, dont le nombre est infini. 

On dit qu’une série est convergente, lorsque la somme 
algébrique des premiers termes tend vers une limite dé- 


terminée, à mesure que z augmente indéfiniment. Elle €: est. 


divergente dans le cas contraire. 


1. Le développement en séries peut être très-utile pour 


la détermination approchée des grandeurs, soit con. 


stantes, soit variables. Maïs on ne peut évidemment, 
dans des calculs soit numériques, soit algébriques, rene 
placer une quantité quelconque par une série, que lors* 
que celle-ci a pour limite cette quantité même. Il est 
donc nécessaire de connaître quelques caractères d’après 


lesquels on puisse juger si une série donnée est ou n'est. 


pas convergente, Nous allons exposer les règles les plus 
simples qui ont été données à cet effet, et dont quelques- 
unes sont tirées du Cours d’ Analyse de M. Cauchy. 
Nous remarquerons d’abord que la somme des termiés 
d’une série ne peut tendre vers une limite déterminéesssi 
la grandeur des termes ne tend pas vers zéro. Celaest 
tout à fait évident, lorsque les termes sont tous de même 
signe, parce qu’alors leur somme croiîtrait indéfiniment 
avec leur nombre. Mais, lors même qu'ils seraientde 
signes différents, les sommes successives ne pourraient 


avoir une diflérence moindre que toute quantité donnée 


avec une grandeur déterminée, puisque deux sommes 
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| consécutives auraient toujours entre elles une différence 
| finie, qui serait le terme auquel s'arrête la dernière. 

Ïl est donc indispensable, pour qu'une série soit con- 
vergente, que ses termes aient pour limite zéro; mais 
celan’est pas suflisant, comme nous aurons occasion de 
le reconnaitre. Il faut toujours s'assurer qu'après avoir 
dépassé un assez grand nombre de termes, à partir du 
commendement, et s'arrêtant à un terme quelconque au 
delà, la somme des suivants, quelque nombre que l’on 
en prenne, est au-dessous d’une quantité, qui peut être 
supposée aussi petite que l’on voudra. 

Il est encore bon de remarquer que si une série est 
convergente quand on prend tous ses termes avec le même 
signe, elle le sera encore quand on multipliera tous ses 
termes par un même nombre quelconque, ou même par des 
nombres différents, positifs ou négatifs, pourvu qu'ils res- 
tent finis. En effet, puisque la somme arithmétique des ter- 
mes de la première série, qui sontlau delà d’un certain rang, 
peut être supposée moindre que toute grandeur donnée, 
il en sera de même dans la seconde; car la somme de ses 
termes au delà du même rang, lors même qu'on les pren- 
drait tous avec le même signe, sera moindre que la somme 
des correspondants dela première , multipliée par le plus 
grand des facteurs introduits, qui est supposé fini. 


2. La série 

| [ 
offre un exemple d’une suite indéfinie de termes décrois- 
sant indéfiniment, et dont la somme n'a pas de limite. 


I 


3 + 


I I 
1 + — + +. , ++. 
2 ñn 


. . % I 
En effet, faisons la somme des 7 termes qui suivent -; ou 
nr 


I 


I 
CRU es 
ñn 4-1] n —+- 2 2 7 
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elle est évidemment plus grande que 


i 1 1 n " 
+ — +...+— ou —> ouenfin —-: 
SH Sat ; 2n 27 2 


Donc, à quelque terme que l’on s'arrête dans la série en 
question, on peut toujours en prendre un assez grand 
nombre à la suite, pour obtenir un nombre plus grand 


I , 
que =; et, par conséquent, la somme des termes de cette 


série ne tend pas vers une limite, et peut croître indéfi- 


niment. 
Séries dont tous Les termes sont positifs. 


3. PREMIER THÉOREME. — Une série est convergente, 
lorsque le rapport d’un terme au précédent tend vers 
une limite plus petite que l'unité, à mesure que le nombre 
qui exprime son rang devient de plus en plus grand. 
Elle est divergente lorsque cette limite est plus grande 
que l'unité. 

Soit Ja série 

Uo + Ui + Use + Unpihe. 


42 F . - F 
© ait une limite k plus petite que l’u- 


et supposons que 


nité. Soit « un nombre déterminé quelconque, compris. 


Un+i 


entre 1 et; finira par être constamment inférieur 


°n 
à «, quand 7 aura dépassé une certaine valeur. En consi- 
dérant la série à partir d’un terme quelconque, au delà 
de cette valeur, on aura cette suite indéfinie d’inégalités 


(4/ 


u U ! 
La, Ce Æ La,..., 


Un Hoi Un43 


d’où résulte 


ny Ce AUns jUnse Rs Un y URLS EE 


Tous les termes, à partir de #,,,, sont donc inférieurs à 
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ceux de la suite 
a Un + %* Un + a Un, 

qui est une progression géométrique décroissante, et qui 
a, par conséquent, une limite. Donc aussi la série pro- 
posée a une limite , puisque la somme de ces termes, tous 
positifs, va constamment en augmentant, et reste néan- 
moins au-dessous d’une certaine quantité finie. 

Il est même facile d'apprécier l’erreur commise en 
s'arrêtant à un terme quelconque. En effet, on a 


Un + Ungs He Cu (1+a+ae+...); 


donc . 
Un 


Him. (us + uni.) 


L'erreur commise en s’arrêtant au terme w,_, inclusive- 


Un 


ment est donc moindre que * Or u, est une quantité 


E 71 

connue, qui peut être aussi petite que l’on voudra, puis- 
que les termes de la série, étant au-dessous de ceux d’une 
progression géométrique décroissante, peuvent devenir 
moindres que toute quantité donnée : quant à &, il sera 
en général assez facile d’en avoir une valeur suffisamment 


approchée. 
Il est évident que notre raisonnement ne suppose pas 


Una z «18 . ,» 
que © ait réellement une limite , mais seulement qu’il 
(44 


n 


finisse par être toujours au-dessous d’un nombre déter- 
miné , plus petit que l’unité. Nous nous sommes exprimé 
ainsi, parce que ce n’est que dans des cas très-exception- 
nels que cette fonction de 7 a une valeur indéterminée 
lorsque #7 augmente indéfiniment. Cette remarque s’ap- 
pliquera à tout ce qui suit. 


4. Si, au contraire, on avait À >> 1, on finirait par avoir 
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u | 1 
Da, « étant compris entre 1 et À, et, par conséquent, 
a 


plus grand que l'unité. On aurait alors 


Uni > Un s Ha CPE TT 


Les termes de la série proposée croîtraient donc indéfini= 
ment, et, par conséquent, à plus forte raïson la série 
n'aurait pas de limite. Elle serait donc divergente. 

Si l’on avait À — 1, on ne pourrait rien affirmer; et; 
dans ce cas, il peut arriver qu'une série soit convergente; 
ou qu’elle soit divergente. | | 


5. Toutefois il est bon de remarquer que si le rapport 


U . . . e 
+ finit par être toujours au-dessus de sa limite 1,4a 
Un | 


série est divergente; car alors les termes finissent par aller 
toujours en croissant, et, comme ils sont tous positifs, 
leur somme peut devenir plus grande que toute quantité 
donnée, puisqu'il en serait ainsi lors mème qu ils conser- 
veraient une valeur constante, quelque petite qu’elle fa: 


6. Si la série est ordonnée par rapport aux puis: 
sances d’une variable x, et que l’on ait généralement 


*.u ; A ra 
u, = À,x", le rapport + deviendra = x; et, en dési? 
Un AS s 
. 0 KE . r 
gnant par À la limite du rapport Fo la condition de 
ñn 
convergence sera | 
KE CT; | 


d'où l’on tre 

I 
Ainsi la série sera convergente tant que x sera plus petit 
que D et divergente quand il sera plus grand que = Il 


. . 0 4 \ I 
pourra y avoir incertitude quand x sera égal à . 
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Des remarques analogues pourront être faites au sujet 
des règles suivantes. 
7. En 0 la règle précédente à à la série 


I 
k | ROSE PRE Ur RU 
on trouve 
Uni 1 
HTVA 
et, par conséquent, 
Un+1 


la série est donc convergente. Sa limite est fracuion- 


naire et comprise entre 2 et 3; Car la suite des termes 
I 


- = 3 +... est inférieure à celle de la progression qui 
.2 

D nceraii par les deux premiers termes, et la limite 

de cette dernière est moindre que l'unité. Pour avoir 


une limite de l'erreur commise en’‘s’arrêtant au terme 
1 


8 THE on remarquera que le rapport —"* * allant tou- 


‘R 


jours en diminuant, les termes suivants sont au-dessous de . 

ceux de la progression géométrique dont les deux premiers 
* à ‘ : ss I 

termes seraient ceux qui suivent immédiatement ———— 5 


, 1 (PT 
c’est-à-dire 


d I Y 

ef UT EI RQ n vyvr 

°1.2...(7 +1) 1.2...(r +i)(2+2) 
Donc la somme des termes qu’on néglige dans la proposée 
est inférieure à la limite de la somme des termes de cette 
progression , qui est 

FH + 2 
1.92:..A2(r +1) 

C’est donc là une limite de l'erreur commise en s’arré- 
tant à : 
1.2.,.7 


I. 35 
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On pourrait prendre, à plus forte raison, comme li= 
mite , l'expression plus simple 


I 
1.2.3...(7n — 1)2° 
“ 

dont la valeur est plus grande que la première. N 

Cette série est d’un grand usage dans l’analyse, et lon 
désigne ordinairement sa limite par la lettre e. 

Il est facile de démontrer que sa valeur est incommen- 
surable. 

En effet, supposons qu'elle soit commensurable; comme 
elle n’est pas entière, elle sera représentée par une expres= 


sion fractionnaire irréductible ?, q étant >> 1; on aurait 
4 


ainsi l'égalité 


En multipliant les deux membres par 1.2.3...q, on aurait 


(q—1)p=1.2...q9+2...q+8...q+.. 1 


+ 7 
g+Hi. (gg #i)(g #02) 


Or la limite de la somme des termes fractionnaires du 
second membre est plus petite que l’unité, puisque ces 
termes sont inférieurs à ceux de la progression géomé- 
trique 

I 1: 


. , L , : . 
dont la limite est; et, par conséquent, plus petite que 
q 


l'unité. Done la limite du second membre de la dernière 
équation ne serait pas égale au premier; ce qui estab= 
surde. Il résulte de là que la limite de la série proposée 
ne pouvait être égalée à un nombre commensurable. Cette: 
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limite est done incommensurable, comme nous voulions 
le démontrer. 


8. La quantité que nous avons désignée par e peut 
être considérée comme la limite d’une autre expression 
remarquable que nous allons faire connaître. 

Désignons par m un nombre entier positif croissant 
indéfiniment , et considérons l'expression 


Le 
1+— 
m 


qui se présente sous la forme indéterminée 1, quand 
on y fait 7 infini. Pour déterminer la limite vers laquelle 
elle tend, quand 77 croît indéfiniment, développons-la 
suivant la formule ordinaire du binôme; nous aurons 


à Le m 1  m(m—i)i1 
M 
m ï 


m 1.2 m° 
mim—1)...(m—n+\) 1 I 
2 a RS AS A 

Lou rer m" m 


Tous les termes du second membre sont positifs, et leur 
nombre est fini et égal à » + 1. On peut mettre cette 
équation sous la forme 


RUE” 

On voit d’abord qu’un terme quelconque, de rang déter- 
miné et invariable, augmente en même temps que m; 
et comme le nombre total des termes augmente aussi, 
leur somme augmente constamment. D'où il suit que 


FIX P: À 
1 + — augmente en méme temps que mi. 
m 


0: 
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On reconnaît encore que les numérateurs des termes 
qui forment le second membre de l'équation (1), étant 
moindres que l'unité, ces termes sont au-dessous des cor- 
respondants de la série 
I 


I I 
(2) TH + — + RE 
I 1.2 1,243 A TT 


. . \ PE d I 7 
dont la limite est e. D'où l’on conclut déjà que {| 1 + — 
J q ; mt 


est toujours moindre que e; mais nous allons démontrer 
qu'il s’en approche indéfiniment. 
En eflet, le terme qui en a # avant lui dans le déve- 


AECY EC I à 
loppement (1) tend indéfiniment vers == à mesure 
st. dc 


que m croit. Donc la somme des » + 1 premiers termes 
de ce développement peut différer aussi peu qu’on vou- 
dra de la somme s, des correspondants de la série (2), 
quelque grand que soit le nombre déterminé #2. Mais la 
différence entre s, et « peut devenir moindre que toute 
quantité donnée; donc il en est de mème de celle qui existe 
entre e et la somme des 7 + 1 premiers termes du déve- 
loppement (1),et, à plus forte raison, de la différence 
qui existe entre e et le développement (1) tout entier, ou: 


: / ï m 4 I \m « . 
% FE + + Donc enfin (: +) tend vers la limite «e 
rt ” Fr 


m, 
lorsque m croît indéfiniment, en restant toujours entier. 
Considérons maintenant des valeurs positives, non en- 
üères pour m. Faisons m = u + €, € étant une quantité 
> 0 * Q lé » , 
positive moindre que lunité, et x un nombre entier. L'ex- 
9 / } mt 3 Ï 
pression | 1+ —}) devient | 1+ — 
; m pHeE 
dra plus grande si lon diminue le dénominateur » Het 


qu'on augmente l’exposant 7 +e; et on la rendra plus 


\ L+E 
| : or on la ren- 


petite en augmentant le dénominateur ei diminuant lex= 
posant. L'expression proposée sera donc comprise entre 
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les deux suivantes : 


Fur 1 : pe I \ 12 
I —_ | 5 I TER D , 
ë ; mec) 


que l'on peut mettre respectivement sous la forme 


Or il est évident qu'elles tendent l’une et l’autre vers la 
limite e, puisque u est entier, et que d’ailleurs le facteur 


1 La 
1 +-et le diviseur 1 + 

js Wet 
sure que z augmente, Donc enfin la quantité intermé-. 


tendent vers l'unité à me- 


Fr: Pi re 
diaire h++) tend vers e, de quelque manière que 


varie la quantité positive, indéfiniment croissante, dési- 
gnée par 71. 


è I ; x < 
Si l’on pose — — 4%, On énoncera le même résultat de 


cette autre manière : 
} 


L'expression (1+«)" tend vers la limite e lorsque x 
est une quantité positive qui tend vers zéro, suivant une 
loi quelconque. 

| + o , I Le L 
Il reste à considérer le cas de —; ou de #, négatif et ten- 
| m 
dant vers zéro. On posera , dans ce cas, 1 + à = —; 
; 2 
1 +6 
6 sera une quantité positive tendant vers zéro. On tirera 
de cette relation | 


et, par suite, 
i 1+-6 F 


_ 


(1 + œ)” 


[ 
ee... 
— 
a 
Smet 
: 
I 
T 
où 
Si 
Ée 
À 
Î 
ù 
= d 
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I , 
Or 6 étant positif, (1 +- 6) iend vers e, lorsque 6 tend 
Le 
vers zéro; de plus, 1 + 6 tend vers l’unité; donc (1 + a)” 
tend encore vers e, lorsque « est négatif. 
Ainsi, de quelque manière que la quantité «x tende 
Le 


vers zéro, l'expression (1+ «)* tend vers la limite e. 


: TA AS AL F æ \" 

9. Si au lieu de (+ =) on avait développé (x + =) ; 

on aurait trouvé pour limite, au lieu de la série (2), la 
suivante : 


1.2 12008 7500 L 2000 


TL 
EE MÈT 


qui est convergente , quel que soit x, en vertu de la règle 
précédente. Or 


m L1 
_— L z 


m T = 
(+2) = (+2) =|({+e) | 
m m 


b4 F . 
en posant —=— 4; et & tend vers zéro, quel que soit z, 


ue AA ne L'NEE : 
lorsque m croit indéfiniment : donc (: _n =) a pour li- 


mite e* quel que soit x, et l’on a, par conséquent, l’iden- 
dité suivante : 


x? ya x" 


Hs UT 
1.2 F2, 1.2.7. 


PA 
AZI ++ 


Ce développement important conduit immédiatement à 
celui de a*, & étant un nombre quelconque. En effet, 
a —e", la caractéristique 1 désignant les logarithmes 
dans a base e, qui estcelle de Néper. On aura, par suite, 
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a =e*lt, et, par conséquent, 


æla “ais Pa x" l'a 
En R À one 
I 


1.2 29:53 13,2: n 
Considérons encore la série 
TL s2 x" 
Li 
1 2 n 


elle sera convergente si l’on a 


n 
HR = x OU. Es 
il PH <S < 


Elle sera divergente si l’on a x > r, et les termes croi- 
tront indéfiniment. Lorsque l’on a x —1, la limite de 


Un+1 


devient l’umité, et nous avons dit qu'on ne peui, 


dans ce cas, prononcer, en général, sur la convergence 
et la divergence d’une série. Maïs il n’y a pas ici d’incer- 
titude; car la série devient 


I I Pets " 
ES Fa hetins, 
=. Hat à PR | n 
el nous avons reconnu précédemment que la somme des 

termes de cette série est infinie. 


10. Deuxième THéoRÈME. — Une série dont le terme 


L 


général est u, est convergente lorsque u” tend vers une 
limite k plus petite que l’unité, quand n augmente indé- 
Jiniment. Elle est divergente lorsque la limite k est plus 
grande que l'unité. 


Supposons d’abord k 1, et soit « un nombre quel- 


ï 


conque compris entre À et 13 d’après l'hypothèse, w, 


finira par être constamment moindre que à, depuis une 
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certaine valeur de nr jusqu’à linfini. On aura alors les 
inégalités suivantes : | 

" I 4 I 


n N+-I urr3 : 
ue L &; u CC Le p:at 


n+I Hi 


d'où | 
Un ee a”, Uni “. ares Uno a: ns . e . 


Donc, à partir d'une valeur convenable de 7, tous les 
termes de la série sont au-dessous de ceux de Le PrOEtE 
sion géométrique décroissante 


a he QUIL FI LR, » 3 


donc la série proposée a une limite; et l’on aura une 
quantité plus grande que l’erreur commise en s’arrêtant 
à u,_,, en prenant la limite de cette progression géomé-= 


Ua n 


L 


trique, qui est 
he F0 


Supposons maintenant À ©>1, et soit encore « un 

nombre quelconque compris entre # et 1; on finira par 

i 

avoir u° >> æ, au delà d’une certaine valeur de #1, et l’on 
aura alors les inégalités 


n n+1 : 
Un D © ul Unyi > & CRE VE ot 
. 


d'où il suit qu'à partir de w,, les térmes de la série sont 

au-dessus de ceux de la progression, géométrique crois® 

sante 7 
an QUI QE, 


Îls croissent donc eux-mêmes indéfiniment, et la série 
proposée est divergente. 

Enfin, si l’on avait À — 1, on ne pourrait affirmer, en 
général, si la série est convergente ou divergente. 


RÈGLES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. 553 


A1. Mnorsième THÉORÈME. — 5 les termes d'une série 
(1) ; Wu +l+. + up +... 


vont constumment en décroissant à partir du premier, 
: cé série sera convergente ou divergente en méine 
temps que la suivante : 


(ARE Uo + 2 + Aus + Bu + 16u: +.... 


En effet, supposons d’abord la première série conver- 
gente. Ses termes allant constamment en décroissant, on 
aura les relations suivantes : 


y = Us, 

2H — 24, 

Aus <LQU + 2u;, 

OUT QU, + QUs + DU + QU, 
PNEU RE SHDORPECE + aus, 


Ajoutant membre à membre ces égalités et inégalités en 
nombre infini, on voit que la somme des premiers mem- 
bres, qui sont les termes de la série (2), sera au-dessous 
de la somme de ceux de la suivante, terminés au même 
indice de u, 


HU + 2Ui+ QU + DU + IU +..., 


Or cette série n'est autre chose que la série (1) dont on 
aurait doublé les termes, excepté le premier. Elle a donc 
une limite, et, par conséquent, la série (2) en a une à 
plus forte raison, Ainsi, d’abord la convergence de la pre- 
mière série entraine celle de la seconde. Supposons, en 
second lieu, la série (1) divérgente, ses termes allant 
toujours en décroissant; on aura évidemment les rela- 
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tions suivantes : 
HS 
QU DU + W, 
Eu Du + + us HW, 
Bu, Du; + us.....—+ Us. 


Ajoutant les premiers membres entre eux, ainsi que les 
seconds, on reconnaît que la somme des termes de la 
_ série (2) est plus grande que la somme de ceux de la sé- 
rie (1), terminés à celui d'indice double; et comme cette 
dernière croît indéfiniment par hypothèse, il en est de 
même de l’autre. D’où il suit encore, comme on voulait 
le démontrer, que la divergence de la série (1) entraîne 
celle de la série (2). Donc, enfin, les deux séries propoz 
sées sont toujours en même temps convergentes ou diver- 
gentes. 


12. Prenons par exemple, pour la série (1), la suis 
vante : | 


I L 
(3) Du re in ban ne 


la série (2) deviendra 
1H OT AITA E S'TE E... 


Or cette dernière est une progression géométrique dont 
la raison est 2°”. Elle est décroissante si l’on a y >#, 
et croissante six <T 1 ou m—1. Donc aussi la série (3) 
est convergentesip > 1, et divergente si a <71, ou p =" 
La conséquence relative à w — 1 montre que la série 


I 1 I 
ir ehie te ADI 


3 4 


est infinie, comme nous l’avions déjà reconnu. 
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13. QuaTRiÈME THÉORÈME. — La série 
++. un... 


est convergente, lorsque, n croissant indéfiniment , 


I 
12 
a une limite plus grande que l'unité. Elle est diver- 


a 
gente si cette limite est plus petite que l'unité. 


En effet, soit 2 cette limite, et supposons d’abord 
h > 1. On aura donc, depuis une certaine valeur de » 
jusqu'à l'infini, « désignant un nombre compris entre 


1eth, 


l 
Dray) (ONU HeT 2e 
TL 


Les termes de la série proposée, à parür de #,, sont donc 
inférieurs à ceux de la suivante : 


Or celle-ci est convergente d’après le théorème précé- 
dent, puisque l’on a « ©>1; donc aussi la proposée est 
convergente. 

Supposons en second lieu À 1, et soit « un nombre 
compris entre 1 et Z. On finira par avoir, au delà d'une 
certaine valeur de », à 


I 
Lis 
U 


1 
a, Où uw >> —+ 
Li 


lz 


Les termes de la série proposée seront donc alors au- 
dessus de ceux de la suivante : 
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Mais cette dernière est divergente, puisque Pon a à &\: 
donc la proposée l’est aussi. Ce qu'il fallait démontrer. 


14. Lorsque la Hmite X est l’unité, on ne peut,“ñ 


général, prononcer sur la convergence ou la divergence 
1 
es 
42 


de la série. Cependant, lorsque le rapport TS est toujours 
n 


inférieur à sa limite tr, il est facile de démontrer que la 
série est divergente. À | 


Le 


LU "7 [4 
En effet, L inégalité > <T 1 donne 


I 
Hire s 
ZA 
donc les termes de la série proposée sont au-dessus de 
ceux de la suivante : 
I } J 


7 LR 


LES 


que nous avons démontrée divergente. La proposée Pest 


donc elle-même. 
1 


hi." 
Si le : Un y. 4 C3 à À ; PR L 
1 le rapport + était, au contraire, toujours supérieur 
à sa limite 1, on prouverait bien que les termes de là 


série proposée sont au-dessous de ceux de la suivante” 


I 


ñn n +I 


mais celle-ci étant divergente, on ne saurait en conclue 


que Ja proposée est convergente. 


\ 


. 


| 
] 
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Autre règle pour la convergence des séries. 
5 = 


43. Remarquons d’abord que si l'on a une série con- 
| d | 


vergente 
U+u+.: + Un + Uni Hess 


et qu'une autre série 
+0 +... Va EE nt +... 


. . | LI e 3x ,. à L 
soit telle, que, depuis un certain terme jusqu à l'infini , 


on ait 


cette seconde série sera convergente; car, si l'on multi- 


. L2 (4 Ld . 4 
plie la première par —, n ayant une valeur déterminée : 
Un 


telle, que la condition supposée soit remplie, la série ainsi 
obtenue sera encore convergente. Or tous les termes de la 
seconde, depuis #,, se trouveront inférieurs aux termes 
correspondants de cette dernière; done la seconde série 


sera elle-même convergente. 


. Cela posé, considérons une série 


++... + Un + Unxi Fe: 


telle, que l’on ait 
li Un+ 
im. EU 
Un. 


+ étant touiours plus etit que l'unité, depuis 
2. À pus P q > dEP 

Q . 354 1° . 
une certaine valeur de 7 jusqu à l'infini. On pourra mettre 


ce rapport sous la forme 


le rapport 


Ut à 


, 


U» I ss x 


a étant positif et tendant vers zéro. 
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Or nous allons démontrer que si l’on a 
lim. ra 1, 


la série sera convergente; et qu'elle sera divergentes: 

l’on a | | 

lim. za << 1. 

1°, Soit | 
Him, rx = AV EPA 


Désignons par m une quantité déterminée quelconque, 
comprise entre 1 et À, et, par conséquent, plus grande 
que l’unité. Ilest facile de voir que, depuis une certaine 
valeur de 7 jusqu’à l'infini, on aura 


1+a > (: +2) . 
En eflet, 


f 


is m  m(m—i1) 
LES + + +; 
ele n 1.27. 


et pour que l'inégalité précédente ait lieu, il suffira que 
l’on ait 
m  m(m—i) 
> — QUE LAURE 
2% ñ 1-2. 
ou 


RD M + ——— 


Or le second membre tend vers m et le premier vers #; à 
mesure que 7 augmente : donc, depuis une valeur déter- 
minée de n jusqu à l'infini , l’inégalité aura lieu, puisque 
la limite de son premier membre est plus grande quelali- 
mite du second ; donc depuis cette valeur de » jusqu'à 


LE . 
l'infini, on aura 
Ï m 
1+ a > (: +2) , 
72 
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el, par suite, 


I I 
PAL (+ ) 
\ 72 
ou 
Et I 


Maïs si l’on considère la série 


I I 
= +... + 


I + 
( } 17 om 3m MT RE à)" 


le rapport du terme général au précédent sera 


Æ 


FREE 2 
j' m 

A ds 
ñ 


\ 


et, par conséquent , plus grand que dans la série propo- 
sée. De plus, la série (1) est convergente, puisque l’on a 
m >> 1: donc aussi la série proposée est convergente ; ce 
que nous nous proposions de démontrer. 

2°, Soit maintenant 


lim.ra—k et Ar. 


Prenons une quantité quelconque m comprise entre 1 
et À, et, par suite, plus petite que l'unité; je dis que l’on 


finira par avoir constamment à 
m 
1+ a y (: Li Ds :) » 
$ 7 
ou 
m  m(m—\1) 
ee A 
na 1.2.7 


- OU encore ” 
mm —\) 
nu << m + se PERTE Mn 
# ED. 72 
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En ellet, lorsque » croit indéfiniment, le premier mem- 
bre tend vers k, et le second vers m, qui est plus grand 
que #. Donc, depuis une certaine valeur de » jusqu’à 


l'infini, les inégalités précédentes auront lieu; d'où i] 
résultera 
ï 1 


D 
1+ — 
ue 


: u 
et, par conséquent, 


finit par être constamment su- 
P C 


ñ 


périeur au rapport des termes correspondants de la série 
» , I . , e | 
dont le terme général est Tn- Mais m étant plus petit que 


l'unité, cette dernière série est infinie ; donc la proposée 
l'est aussi. 


Donc enfin, comme nous l’avions annoncé, la séric 


proposée sera convergente si l'on a lim. 2œ > 1, et divér- 
gente si l’on a lim. na <1. 


16. On ne peut, en général, prononcer sur la nature 
de la série, lorsque l’on a 


lim. 2a— 1. 


Néanmoins, si 24 est toujours plus petit que la limite”, 
on peut affirmer que la série est divergente; car alors on1 


I I 


Sat 


9 


I 
1+ — 
7è 


Uni , . A 1: 

et le rapport —— est supérieur au rapport relati 
73 1 

à la série divergente 


 PRDAER CU ñ in 
I Ta EE nt. Re CE) 
Fi» 3 n n «4 : 


d'où il résulte que la série proposée est infinie. : 


’ LA 
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Le seul cas qui reste douteux est donc celui où l’on a 


DDR TS TS 


na n'étant pas constamment plus petit que 1. 


17. Appliquons cette règle à la série 


SE p'iypad 1 3.5 1 

- LE 2.4 re ae 
AS ARE Len à PA 

Mi, Se, 28 Li 


On aura, dans ce cas, 
; Un+ 


him. os 
u, 
et 
TESTER RAS Te Le I 
Un T (an+2)(2r+3) 645 ? 
ee AU LUS SE FA 
(2Rr +1) 
d'où 
Gn+5 à Gr +5 
o—— (CE nca bei A RE AN 
(ar +1} Le + 4n +1 
et, par suite, 
- 6 n 
lim.na—=-=1+ -; 
4 2 


d’où il résulte que la série proposée est convergente. 
Considérons maïintenant cette autre série 


LL 'ATENRREREUR 130 0e (277. È) 
D 24.0 OO MMA 


Uni: 


pour laquelle on a encore lim. 


Un 


aura pour valeur 


LES VAI Le ri ER 2 
Un 2 +2 I 


1: F0 


—= 1, Le rapport 


Uni 
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On aura donc 


et 


him.ra——3 


d'où il résulte que la série est divergente, et que la somme 
est infinie. 


Autre règle déduite de la considération des intégrales 


définies. 


48. Nous allons faire connaître encore une règle qui 
a été déduite de la considération des intégrales définies. 
Soit la série 


US EU He Us HT OU UNIES 


dont tous les termes, depuis une certaine valeur de » 
jusqu’à l'infini, sont positifs et décroissent constamment 
en tendant vers la limite zéro. Elle sera convergente où 
divergente suivant que la somme des termes, à partir de 
cette valeur de 7, tendra ou non vers une limite finie. 

Supposons que l’expression du terme général soit une 
fonction de forme finie de n, et désignons par w, une 
fonction de la variable x, obtenue en changeant » en x, 
dans w,. Cetie fonction u, reproduirait tous les termes 
de la série proposée, en y donnant à x toutes les valeurs 
entières et positives. Sa valeur allant constamment en 
décroissant quand on fait croître x par degrés égaux à 
l'unité, à partir d'une certaine valeur entière, il arrivera 
généralement que la fonction u, ira constamment en dé- 
croissant lorsque x croitra d'une manière continue depuis 
une certaine valeur jusqu’à l'infini. 

Admettant qu'il en soit ainsi depuis la valeur entière m1, , 
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on aura 
| ml m +2 
ed à M de lai 2 u, dx, 
m Mi +1 
ME) 
LES RES do 
IN + 2 

et 


m +1 m + 2 ” 
Um+1 1 Ux dx , Um? A Uz dx ge s- 4-9 
x m F2 +1 


d'où il résulte, en ajoutant respectivement ces deux séries 
Lt Là CRT 4 b A b e 
d'inégalités, membre à membre, 


ee) + 
J U, AT Un + Umgs HF Um+r Ho ee 
m 


et 


e 2) 

P y dx rs LATE + Un+e Sr ee LP 
m ] 

a 


u, dx est finie, il s'ensuivra que 


Or, si cette intégrale J 


mi 
la série à partir de w,,,, le sera de mème; et si elle est 
infinie, la série commençant à w,, le sera aussi. D’où il 
résulte que la série proposée sera. convergente ou diver- 
gente, suivant que l’intégrale 


na 
fe u, dx. 
m 


19. Appliquons cette règle à la série, déjà examinée, 


sera finie ou infinie. 


« 


. 1 
La fonction u, est, dans ce cas, — , et va constamment en 
PA 


CTP . Sa 182 : 
décroissant quand x augmente, a'étant supposé positif. 


36. 
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dx “mie À "e M: sn 
Ori — — + C; ct, par suite, — est infinie 
HA 
m 


Ÿ axé I— «4 


. silonaa<1,etfiniesia®r. 
Niu--1 0h a 


dx dx 
— logx + C, 
Z x 


quantité infinie en même temps que x. 
Donc la série proposée est convergente si a >> 1; et di- 


vergente si a<T1,OUa@a—I. 


20. Appliquons cette même règle à la série 


log log 3 Ï 
+ Pos Et Be RU 
2 3 n 


log x 


On a alors u, — » expression qui décroit constam- 


ment depuis la valeur de x pour laquelle logx = 1. Or 


[= logz _ log’x PE 


EU TE: dE 


N 
Donc of. u, dx est infinie, et la série en question est di- 
m 


RL UCI #ii 
vergente; ce qui montre que le produit V2V3 V4... Vn.. 
est infini. Notre première règle conduirait au même ré- 


sultat, parce que l’on aurait 
I 
log nr — » log (: + :) 


I 
logn + log ( + :) 


2 


na — 


ce qui donne lim. na — 1, Mais comme on a évidemment 
na <T1, la série est div:rgente, d’après une remarque 


faite précédemment. 
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L'une ét l’autre règle feraient voir que la série dont 


af log z \? 
le terme général est =) est convergente. 


# 


Séries dont tous les termes ne sont pas de méme signe. 


241. Lorsqu'une série n’a pas tous ses termes de même 
signe, il est évident qu’elle sera convergente, si elle l’est 
quand on donne le mème signe à tous ses termes, par 
exemple quand on les prend tous positifs. En effet, la 
somme des termes qui suivent l’un quelconque de ceux 
de la série proposée, est moindre que la somme des cor- 
respondants de la seconde, quel que soit le nombre que 
lon en considère, puisque tous ces termes s'ajoutent 
entre eux dans la seconde, tandis que les uns s'ajoutent 
et les autres se retranchent dans la première. Donc, puis- 
qu’à partir d’un certain terme de la seconde, la somme 
des suivants a une limite qui peut devenir moindre que 
toute quantité donnée , il en est de mème à plus forte 
raison dans la première; et, par conséquent, elle est 
convergente. | 

On peut donc d’abord appliquer à ces nouvelles séries 
les règles données pour celles dont tous les termes sont 
de même signe, tant pour reconnaître la convergence que 
pour calculer une limite de l'erreur commise en s’arrè- 
tant à un terme quelconque. Mais ces règles ne dispensent 
pas d'en chercher de nouvelles, spécialement applicables 
aux séries dont tous les termes ne sont pas de même 
signe; parce qu’une pareille série peut être convergente, 
et devenir divergente quand on donne le même signe à 
tous ses termes, Nous nous bornerons à celle qui résulte 
du théorème suivant : 


7 « , . 
Tnéornime. — Lorsque dans une série les termes 
finissent par étre constamment décroissants, et alterna- 
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tivement positifs et négatifs, cetle série est toujours 
convergente ; et l'erreur commise, en s'arrétant à un 
terme quelconque, est moindre que le suivant. * 

Soit la série | | 


Up F Un — Unss + Unie Un 4 LU 


Désignons, en général, par s,, la somme des termes de- 
puis le premier jusqu’à &,, inclusivement. 

Nous remarquerons d’abord que la sômme s, de termes 
dont le dernier est positif ne peut être que diminuée 
par l’addition d'un nombre quelconque des termes sui- 
vants. En effet, pour passer de la somme s, à Sy 48 
faut retrancher w,,, ; done on a 5,,, <s,. Pour obtenir 
la somme suivante s,,2, il faut ajouter U,4», Qui est moin- 
dre que le terme u,}, qui a été retranché des,; done 
on a encore S,4s <{5,. Le même raisonnement se repro- 
duisant indéfiniment, on voit que la somme 5, est plus 
grande que toutes celles dont l’indice est plus élevé. 

On voit, au contraire, que si l’on s’arrête à un terme: 
négatif, la somme sera toujours moindre que toutes celles 
dont l'indice est plus élevé. 

Aïnsi les sommes dont le dernier terme est positif 
vont toujours en diminuant ; et celles dont le dernier 
terme est négatif augmentent constamment, en restant 
toujours au-dessous des premières. Ces deux suites de 
sommes se rapprochent donc de plus en plus à mesure 
qu'on avance dans la série, et leur différence tend vers 
zéro, puisqu'elle n’est autre chose que le dernier terme 
de la dernière, lequel tend vers zéro, par hypothèse, à 
mesure que son indice augmente indéfiniment. | 

Donc enfin {a somme des termes tend vers une limite 
déterminée, et l'erreur positive ou négalive est toujours 
moindre que le terme qui suit celui auquel on s'est 
arrété. 
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Soit, par exemple, la série 


x? x x" arr! 


Ant DT a ee TU 


3 n n +1 


Le rapport d'un terme au précédent est exprimé généra- 


æ, et sa limite est x. Ainsi, d’abord la 
n +I 


série sera convergente si l’on a x < 1 en valeur absolue ; 
divergente si x > 1. Lorsque x = 1, la série est conver- 
sente en vertu de la dernière règle, puisque les termes 
sont altérnativement positifs et négaüfs, et décroissent 
indéfiniment. Mais si l'on prenait x — — 1, la série 


lement par 


aurait une somme infinie. 


Lorsque la série est convergente, l'erreur que l’on com- 


met, cest-à-dire la quantité que l’on omet, en s’arrètant 

< x" J xrri 

à —, est moindre que 
ñ na 


» et de même signe que ce 
| me 
terme. 


Des séries imaginaires. 


22. Lorsque les termes d’une série sont de la forme 


LEE # V — 1, On entend que ceile série est convergente 
lorsque la somme des termes réels a une limite s, et 


que la somme des coeflicients de V — r tend de même 
vers une limite t : on dit alors que la limite de la série 


ests + ty — , 


On est ainsi ramené aux conditions de convergence de 
deux séries réelles. Maïs 1l suffit souvent d’en considérer 
une seule, celle qui se rapporte aux modules des termes 
de la proposée. 


En effet, on peut toujours poser 


u4+ vo —i= p (cos9 + Ÿ — rsin 6), 
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et la série proposée prend la forme 


(1) " (cos 0, + V—1 sin 0,) + pi (cos8, ‘th V—1 sin0,) +... 
—+- Pn (cos 9, +- V—T se EN 

Or, si la série 

(2) Po Pi pate. pates 

est convergent, en prenant tous les termes positifs , il 

s'ensuit, à plus forte raison, que les deux suivantes : 


(3) Po COS 05 + pr COS 0, + . : + Pn ces 0, + . 

MO Des re + + Pr. SIN On +». 
le seront elles-mêmes; car, à partir d'un terme quel- 
conque, la somme des suivants Jusqu'à l'infini est évi- 
demment moindre que dans la première. On peut donc 
énoncer la proposition suivante : 

Une série imaginaire est convergente lorsque la série 
des valeurs absolues des modules de tous ses termes est 
convergente. 

Lorsque la série (2) n’est pas convergente, il est pos- 
sible que ses termes tendent ou ne tendent pas vers zéro. 
S'ils n’y tendent pas, les séries (3) ne peuvent être toutes 
deux convergentes; car, quelque valeur qu’on puisse sup- 
poser à l’angle 6, il est impossible que p cos 0 et p sin 0 ten- 
dent tous deux vers zéro, si p n y tend pas. Les termes des 
deux séries (3) ne peuvent donc tendre vers zéro, ce qui est 
cependant une des conditions indispensables de la con- 
vergence. La série (1) est donc, dans ce cas, divergente. 

En second lieu, si la série (2) étant divergente ses 
termes décroissent indéfiniment, il n’est pas impossible 
que les séries (3) soient convergentes, parce que tous 
leurs termes ne sont pas de mème signe; on ne peut donc 
alors rien affirmer, en général, sur la convergence de la 
série proposée. | 


nes à Let 
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NOTE Il. 


SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. COMMENT ON LES 
INTRODUIT DANS LES DONNÉES DU CALCUL. 


23, La résolution des équations du deuxième degré con- 
duit quelquefois à extraire des racines carrées de quantités 
négatives. Ces sortes d'expressions ne représentent pas 
des nombres , soit positifs , soit négatifs ; on les désigne 
sous le nom de quantités imaginaires. Nav n'avons pas 
pour objet d'examiner ici à quelles circonstances corres- 
pondent ces formes dans les questions proposées ; nous 
nous bornerons à dire qu’en substituant ces expressions à 
l’inconnue, l'équation que l’on avait à résoudre devient 
identique, pourvu que les racines carrées des quantités 
négatives soient traitées d’après les règles ordinaires de 
algèbre, et que l’on considère leur carré comme s’obte- 
nant par la suppression du radical. 

Si l’on a, par exemple, l’équation 


| æ — 2ax + @ += o, 
on en tire les deux valeurs imaginaires 
te dits V— B, 
et l'on peut vérifier que la substitution de cette valeur 
dans l’équation la réduit à o = o. 


Il en serait de même si, au lieu de V—&?, on mettait 


bV — x, et c’est ce que l’on fait ordinairement, afin que 
la seule quantité imaginaire à considérer soit toujours 


V— r. Les valeurs de x se trouvent ainsi mises sous la 
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forme 


x — a Ed Ÿ +. 


Il ts d'abord que toutes les considérations auxquelles 
ces sortes d'expressions peuvent donner lieu , soient rela=« 
tives aux circonstances qui leur donnent naïssance dans 
les questions dont elles présentent la solution; mais ona 
trouvé de très-grands avantages à les introduire dans les 
données mêmes de certains calculs, et c’est sous ce point 
de vue que nous allons les considérer. 

Sans attacher aucune idée de quantité à l'expression 
V—1, nous convenons de la traiter de la mème manière 
que si c'était un nombre dont les puissances successives 
seraient 


VER NP RSR A ET Ver, ia 


les quatre premières se reproduisant indéfiniment dans le 
même ordre. 
Rien ne s'oppose à ce que l’on fasse des calculs algé- 


briques dans lesquels V1 soit traité de cette manière; 
il ne s’agit que de savoir s’il y a quelque intérêt à le faire; 
et si de pareilles opérations peuvent offrir de nouvelles 
ressources à l'analyse. Il pourra quelquefois être plus 
commode de remplacer V—: par une lettre dont les 
puissances se distinguent toutes les unes des autres, tan- 
dis que celles de V= 1 se reproduisent périodiquement: 
En désignant ÿ—1 par À, nous entendrons que À soit 
traité comme un facteur ordinaire, d’après toutes des 
règles démontrées dans le cas des quantités réelles; seu 
lement, après tous les calculs effectués, on remplacera 
les puissances 


pa C 
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2%. Lorsque nous poserons une équation entre des 
quantités réelles et imaginaires, comme 


D DV—T — LED V1, 


nous entendrons toujours que l'on savait d'avance que 
A—AtetB— B'. Ces dernières équations ne seront ja- 
mais des conséquences de la première; c’est, au con- 
traîre, la première qui en est la conséquence, et nous 
n'attacherions aucun sens à cette équation si nous ne 
savions , indépendamment d'elle, que les parties réelles 
sont égales de part et d'autre, ainsi que les coefhcients 
respectifs de V—1. Nous insistons sur ce point, parce 
que la plupart des auteurs l’entendent de la manière in- 
verse. 


M Ayant bien établi de quelle manière nous traite- 


rons l'expression VŸ— +, nous allons montrer, par un 
premier exemple, l'avantage que l’on peut avoir à l’in- 
troduire dans le calcul. 

Considérons les deux expressions 


cosæ + ÿ—1 sinx, cos ÿ + Ver sin y, 


et multiplions-les entre elles, dans le sens que nous atta- 
chons ici à cette opération; nous trouverons 


cosx cos y — sin x sin y +W—1 (sin æ cos y + sin y cos), 
ou | 
cos (x 4-y)}+ Y— 1 sin(x + y). 


Nous pouvons donc poser 
(cosx + ÿ—1sin x) (cos Y + ÿ—1 siny) —= COS (x +7) += sin (œ+r); 


Puisque nous avons prouvé d'avance que les parties réelles 


+ 
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étaient respectivement égales, ainsi que les coeflicients 
de V—1. 

Et l’on conclut de là que pour diviser deux expressions 
de cette forme l’une par l’autre (en entendant par quotient 
une expression qui, multipliée par le diviseur suivant les 
règles convenues, reproduirait le dividende) il suffit de 
retrancher l'arc qui se trouve au diviseur de celui qui 
entre dans le dividende. 

En multipliant le produit de ces premières expressions 
par une troisième cos z + V1 sin z, il sufhra encore 
d'ajouter les arcs x + y et z, ce qui donnera la nouvelle 
équation 


(cosx + V—1 sinx) (cos y + ÿ—1 sin y } (cosz + V—1 sinz) 
= cos(r+y+z)+V—isin(x+yr+z); 
et il est facile de voir que, quel que soit le nombre des 


facteurs de cette forme, leur produit effectué donnera tou- 
; P 
Jours pour partie réelle le cosinus de la somme de tous les 


ares, et pour coeflicient de ÿ—1 le sinus de cette même 
somme. On pourra donc poser une équation semblable à 
la dernière, en supposant un nombre »m quelconque de 
facteurs, puisque les parties réelles sont démontrées égales, 
ainsi que les parties imaginaires. 

En supposant le cas particulier où x=y=z=.., 
on aurait la formule suivante, qui est due à Moivre : 


(1) (cosæ + V1 sinx)" — cos mx + V— 1 sin x; 


il est donc prouvé que, si l’on forme la puissance #» du 
binôme cos æ + V—1 sin x d’après les règles ordinaires, 
la partie réelle sera égale à cos mx, et le coefficient de 
V—1 à sinmx. Or le développement de la puissance "2 
d'un binôme s’effeciue au moyen d’une formule très- 
simple ; on aura donc ainsi le développement général de. 


+ 
C2 
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cos mxet sin mx, m étant un nombre entier quelconque. 
Ces formules sont 


m (m —i) + 
cos mr = COS" T — RRQ cos"? x sin? x 
m(m—1)(m—2)(m— 3) A  L 
PET A 
; m(m—1)(m—2) 4 
SNL —MCOS"— UT SIN — —""  " cost Ir Sinxr +... 


1:28 
On peut observer que le développement de 
(cosæ — ÿ—7r sin x)" 
ne différerait de celui de 
(cos,x + V—1 sinx}" 
que par le signe des termes où se trouvent les puissances 
impaires de V—1, et que, par conséquent, 
(cos x — ne sin æ }" — cos mr — Y— 1 sinmx. . 


26. En entendant par racine n*”*° d'une expression 
imaginaire une autre expression qui, élevée à la puis- 
sance Z, suivant le sens convenu, reproduirait la pre- 


sai ' CA RCE à À "4 
muére, on voit que cos —- + V — 1 sin — est une racine 7°" 
n 2 


de cos x + ÿ—1 sinx, puisque nous avons prouvé que 
pour élever une semblable expression à la puissance n°", 
il suffit de multiplier l'arc par n. On a donc 


I 


(cosx 1 sinx} — cos = Eÿ—1 ME A 
1 " ? 


7 


et si l’on élève les deux membres à la puissance p, il vient 


> 


ie D rie 
cosz EH V1 Nine ent RC ANRS 
7 2 ; 


+ 


574 ! CANNOT | 
ce qui montre que l'équation (1) est vraie quand m est wi 


nombre fractionnaire quelconque £ , en entendant seule- 


ment par là que cos x + Ya #; sinË x, élevé à la puis- 
sance n, donnerait la puissance p de cos x V—1sinx, 
et que, par conséquent , il est une des racines n°"°* de 
cette puissance p. 

L’équation (1) est encore vraie si m est égal à un nombre 
négatif — n. En effet, 


— = \— CEE ban) [ pe EM EE 
(cosx +y—1 sin x) "18 (cos Fe ÿ=—rsinx)" (cos nx +- V—1 sinnr)? | 


or diviser par cos 2x + V—1 sin nx, c'est trouver une 
expression qui, multipliée par ce diviseur d’après les 
règles convenues, donne dre r produit le Dre; ce 
quotient est donc cos 727 — 5 sin x. 

Donc 


(cos x + ÿ—1 sinx)-" — COS (— 7x + ÿ—1 sin (— nx). 


La formule (1) est donc vraie, quelque valeur réelle 
qu'ait», en observant toutefois que si la puissance 7n est 
susceptible de plusieurs valeurs, nous avons seulement 
prouvé ici que le second membre en est une. 


27. Nous allons résoudre maintenant la question in= 
verse qui consiste à développer cos” x et sin” x au moyen 
des cosinus et sinus des arcs multiples de x, m étant un 
nombre entier. 

Pour cela, nous poserons 


cos æ + ÿ—1 snx=4u, 
COS æ — W—1 sin #26 


d'où 
"2COST Zu + P , 
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et, par suite, > 


m ( m ré) a"7 2,2 


_ m—1| 
{ VIE, ma TP 
1.2 


a" cos" x — u” —+- mu v+ 


Observant maintenant queur—1,etqueu"+#"— 2coskx, 


on aura 


m(m—1) 


2" 087 x = 9 COS MX + 2.m COS(m —2) x. cos(m—4)x+.... 


Si mest pair, le terme qui se trouve au milieu du dévelop- 


\ 


m 
m(m—).. (+1) 
pont deu + V}" se réduit à — tt " 201 


11 PAPAS PRES TE 
2, 


forme le dernier terme du développement de 2” cos” x. 
Sirrest impair, les deux termes du milieu sont en u et » 
de la forme 
à MI M—T M 1 MI 


D NUE REtNiy 270 7, 


expressions qui se réduisent respectivement à w et #, puis- 


que uv =1.Le dernier terme dudéveloppement de2"cos” x 


} 


est alors 
; Lin +3 
m(m—i)... ras 


sp 1 COS d'; 


— 
D 
x Die 

> 
D || 
{ 
Es 


On développera mainténant sin” x, en observant que 


2 V—1sinx = u —v, 
d’ \ 
ou 


m(m —1) 


27 ( ER I y" SINET =  — nur! p + un—2p?,, 


1.2 Re 


ce qui signifie toujours que les parties réelles sont les 
mêmes de part et d'autre, ainsi que les coefficients de 


Je * ° . . LE ° 
Mr, s'il y reste, ce qui n'arrivera que si m est 1Mpalr. 


à 
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Supposons d'abord m pair : les termes à égale distance 
des extrêmes seront de même signe, et, en les réunissant 
deux à deux, on trouvera nu 

m 
2m (— 1)? sin"x — 2cos mx — 2m cos (m —2)x 
IT{IN — I 
Re 


sr 


cos(m — 4{)x —... 


le dernier terme sera 


m 
m(m—i1)... É +1) 


—— 


In 


. 1? . SE à x 
le signe + correspondant à pair, et le signe — à 2 


impair. Si m est impair, le développement pourra:se 
mettre sous la forme 


€ k m (m — 1) 
Un ou — m Le a ont “ TE: MAR CU (uns — pret) — ..., 


en remplaçant partout us par 1, Si donc on observe que 
ui — vi 0 V—r 1 SinÂX, On aura, en ne prenant que Les 
coefficients de ÿ—7, 


M — 2 


2 (— 1) ? sin"x = 2sinmx — 2m sin (nm — 2)x 
m (m —1) 


+ 2 Sin (me 4) x 4, cs 


le dernier terme sera 


me (m3). | 


2 


<) 


2 sinx, 


E 
+ 


. 0 IN — I . . k 
le signe + ayant lieu quand —-— sera pair, et le signe 


— quand il sera impair. 
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98. Examinons maintenant en quoi consiste l’avan- 


- tage que l'emploi de Vera procuré dans Îa recherche 


des développements de cos” x et sin” x. 
Nous avons remplacé 2 cos x par 


cos æ + V— 1 sinx + cosx — V—1sinx, 


qui lui est identique, puisque les deux termes 


ms 


V—:isinx et _VT:sinr, 


traités comme s’ils représentaient des nombres, se dé- 


truisent. Et même si, au lieu de Ÿ— 1, on met une quan- 


tité À indéterminée, on pourra remplacer 2 cosx par 


(cos x +- À sinx) + (cosx — X\sinx); 


et quelque calcul que l'on effectue sur cette expression , 
le résultat sera nécessairement indépendant de À, et les 


puissances d’un même degré quelconque de cette lettre 


auront zéro pour coeflicient. Or prendre seulement les 
termes réels du résultat, c'est négliger les puissances 
impaires de À et ne conserver que les puissances paires, 
ce qui est permis, puisque les coefficients de chaque puis- 
sance de À sont nuls. Maïs quand on remplacera }? par 
— 1, il pourra y avoir des réductions entre les termes 
correspondants à des puissances différentes de À, et no- 
tamment avec ceux qui ne renfermaient pas À, et qui 
sont précisément ceux que l’on trouverait en ne transfor- 
mant pas d’abord 2 cosx. Il peut donc résulter de là 
de nouvelles combinaisons qui, sans altérer la valeur du 
résultat, lui donnent une forme plus commode. Cela re- 
vient à ajouter au résultat des quantités qui se détruisent : 
mais à chaque instant, dans l’algèbre, on voit de pareils 
artifices faciliter les transformations ; et ce qui fait que, 
dans le cas actuel, on en retire réellement un très-grand 
I. 37 
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avantage, c'est que les deux binômes dont la somme rem- 
place 2 cos x sont tels, que les puissances de chacun d’eux 
s'effectuent immédiatement par la multiplication de l’are, 
et que le produit des puissances semblables de lun et 
l'autre est l'unité. Il résulte de là que la puissance °°" 
de cosx se trouve immédiatement exprimée au moyen des 
cosinus des arcs multiples de x ; et il en est de même pour 


sin" x. 


Usage des lignes trigonométriques pour l'extraction des 
racines des quantités réelles ou imaginaires. 


99. Les racines de degré m d’un nombre réel positif 
ou négatif + À, sont les racines de l’équation 
J"FA— O0; 
ces racines peuvent se ramener à celles de lunité, en 
posant y — ax, a désignant la racine n°”° arithmétique 
du nombre À; l’équation proposée se trouve ainsi rame- 


née à la suivante : 


CR 
dont nous allons déterminer les m racines, qui sont toutes 
inégales, puisqu'il n’y a pas de commun diviseur entre 
le premier membre et sa dérivée. Soit d’abord 


al = OT CURRENT 
Nous pouvons représenter 1 par une expression de Îa 


forme cosz + Ÿ—1sinz, dont nous savons qu il est fa- 
cile d'extraire la racine. Il suflit de poser z—2nt,n 
étant un nombre entier quelconque positif ou négatif; et 
l’on aura identiquement 


1Z= COS2727r + FE SN2A2T. 


Donc l'expression : 


(1) cos 
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donne des racines m°"* de 1, et, par conséquent, des 
valeurs de x pour toute valeur entière de 7. 

Or on reconnaît immédiatement que l'expression (1) ne 
change pas quand on augmente ou qu’on diminue n# de mn: 
ou d'un multiple entier quelconque de #7. I suflit donc , 
dans la série indéfinie des nombres entiers positifs ou né- 
gatifs, d'en prendre m consécutifs quelconques; ils don- 
neront toutes les valeurs de l'expression (1). De plus, il 
est facile de voir qu’elles seront toutes différentes, parce 
que deux de ces arcs ne peuvent avoir le même sinus et 
le même cosinus ; donc toutes les racines de l’équation 


ET = = O 
seront données par la formule 


QT Tu 
SN USD 2 


nm m 


Lt COS 


dans laquelle on donnera à # les valeurs 0, 1, 2, etc, 
jusqu’à ce que l’on ait m valeurs pour le second membre; 
car c'est comme si l’on donnait à 2, m valeurs consécu- 
tives, les unes positives, les auires négatives. 


S1 m est pair, on posera » = 2k, et il viendra 
nr re TETE 
x = cos — + ÿ— 1 sin ——. 


Il faudra alors donner à 7 les valeurs o, 1, 2,..., 4. Les 
deux extrêmes donnent x —1,x——1, et toutes les 
autres valeurs de x sont imaginaires, conjuguées et réci- 
proques deux à deux. 

Si l’on a 


m = 2 À +1, 


. 11 faudra donner à » les valeurso, 1,2,..., 4. 


La première donne x — x; les autres sont toutes ima- 
ginaires, Conjuguées el réciproques. 
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30, Soit maintenant 


m 
LD'ÉRTLS 0 OA TES TS d’où PARENT eh 


On peut encore donner à —1 la forme cos z + ÿ— 1 sin z, 
en posant z — (27 + 1)7r. On aura donc des valeurs de x 
par la formule 


ZX = COS ra TL Je + et sin PUS = JL 
il suffira encore de prendre m valeurs consécutives de », 
parce qu’elles correspondront toutes à des sinus ou co- 
sinus différents, et toutes les autres valeurs de » fourni- 
_raïent les mêmes valeurs pour x. Toutes les racines de 
l'équation 
A+ IZ—=O 


sont donc données par la formule 


? 


net TE D Li /Eaiste LORS 
m ; m 


en donnant à » des valeurs positives depuis zéro jusqu’à 
ce qu'il en résulte »# valeurs pour le second membre. Si 
m = 2k, les valeurs de n seront o, 1, 2,..., k—1, les 
valeurs de x seront toutes imaginaires, conjuguées et ré- 
ciproques. Si m — 2k +1, les valeurs de 7 seronto, x, 
2,...,k, la dernière donnera x = — 1 ; toutes les autres 
valeurs de x seront conjuguées et réciproques. 

Les racines de # r étant connues, on aura celles de 
Æ À en les multipliant par la racine arithmétique de A. 

Les facteurs réels du premier et du second degré, dans 
lesquels peuvent se décomposer les binômes x”—7+ et 
x"+ 1, peuvent être représentés par une construction 
fort simple, qui dépend de la division du cercle en par- 
ties égales, et qui a été donnée par le géomètre anglais 
Cotes. 


LU 
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341. Cherchons maintenant à extraire la racine 2 
d’une expression de la forme 


ab ÿ—:1. 
Nous pouvons la mettre sous la forme 
p(cosz + ÿ— 1 sinz), 
en déterminant p et z par les deux équations 


pcosz—a, psinz —0; 
d'où 
eo a 
p=E Va! + b?, sq ONE 


Pour plus decommodité, nous ne prendrons que Ïa valeur 
positive de p. Désignons par o le plus petit are positif 


à a : b 
ayant pour cosinus — et pour sinus —; on pourra, sans 
p 


que ces lignes changent, l’augmenter d’un nombre quel- 
conque de circonférences , et l’on aura 


a+ bi = p [cos (e +onr)EV—1sin(o + 2nr)|. 


On aura des racines n1°"°* de cette expression en prenant 
la racine m°"° arithmétique de b,et la multipliant par la 
racine du second facteur, que l’on obtiendra par la divi 
sion de l'arc; on a ainsi 


] 


ei D+2A2T à + 9h77 
dE — 1 sin =). 


Pi 17 
I suffit évidemment de douner à n, m valeurs consécu- 
Lives, positives ou négatives ; toutes les autres donneraient 


A , 
les mêmes résultats. De plus, ces m valeurs de 7 donnent 


des valeurs différentes pour les sinus ou cosinus de 


o + 2nT. " 
———; donc, en donnant à n les valeurs o, F3 


27 : le L2 0 
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m —1, toutes les valeurs de la racine cherchée seront 
données par la formule 


I 


PRET 2nT — . 9+2AT 
Va bV— ie pr cos EE V— 1 sin —— } 
m ? 


les signes supérieurs de V— 1 se correspondant, ainsi que 
les inférieurs. 


32. La transformation ce 


a+ by/—r en: p(coszy—1sin2) 


ramène toutes les opérations sur les quantités imaginaires 
aux opérations sur des expressions de la forme 


cosz = ÿ— 1 sinz, 


et nous avons vu que celles-ci se ramenaient toutes aux 
opérations immédiatement inférieures sur les arcs, pro- 
priétés tout à fait analogues à celles des exponentielles. 

Cette analogie sera encore augmentée par les considé- 
rations suivantes. 


Représen tation des sinus et cosinus par des 
exponentielles imaginaires. 


39. Si dans le développement de e* on change x en 
x Ÿ— 1, et qu’on représente la série résultante par e* du 
où aura 
ft LT Æ 2 —1 . L' 


Vi — / 
a) TS HaN-i- — — Re 
Le \ 1.2 12 RE 


Si l’on convient de même de désigner par «7* "7! le ré- 


sultat de la substitution de — x Ÿ— 1 à x dans le déve- 
loppement de e*, on aura 


- 


N 3 pt 
fa CES — 2 2V—1 x 
{ >) GR En RMI nl Ke ee il Gite 
La ‘ 1:25 .9310 
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Ces équations peuvent être écrites comme 1] suit : 


: 1 cosx -+ ÿ—1sinx, 
( ) eV = cosx — V— 1 sinx ; 
d’où l’on ture 

| e? VE ci Co César 
CDS ME ee 
| 
(4) Vs Lg 
| in ES Me OT 5 0 
SNL = \; 
AU 


et'dans toutes ces formules il ne faut pas oublier que 
eV et e* "1 n’ont aucun sens comme exponentielles , 


elles ne représentent autre chose que les séries qu’on 


obtient en subsütuant + x ÿ—1 et — xV—1 dans le 


développement de e*, et traitant VŸ—1 de la manière con- 
venue. 


94. Il est facile de démontrer que ces exponentieiles 
imaginaires doivent être traitées d’après les mêmes règles 
que si les exposants étaient réels. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de multiplier 
ei par e "1, en entendant toujours par là les séries 
qui représentent ces expressions. et qui peuvent être rem- 
placées par cos x + V—1 sin x.et COS Y + Ve sin y, 
dont le produit est cos (x + y) + V—1 sin (x + y). 
Cette dernière expression est représentée, dans le même 


sens, par e*#)Ÿ—1; donc on peut poser 


et V=i er v=2s — p(t +7) V—r 


La règle des exposants réels s’observe donc dans la multi- 
plication des exponentielles imaginaires, et, par suite, 
dans leur division, dans leur élévation à des puissances, 
et dans l'extraction de leurs racines. 
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On pourrait encore déduire cette proposition de ce que 
e*T? étant égal à e* e’ pour toutes les valeurs réelles de x 
et y, on a identiquement 


x + x+y > Po g? 
1 I A EEE += (it + +) (+242). 


L'identité ne sera pas troublée en changeant dans les deux 


membres x en æY—+1, ou yen y V5 : et l’on trouvera 
‘ioujours les mêmes termes réels ou imaginaires avec les 
mêmes signes : d’où l’on conclut 


ett+r) Vi — et V=i er er 


ou encore, en supposant qu'on change seulement y en 
Ni 


ete V1) = et er Vi — (cosy + V— 1 sin y). 


39. On est convenu de donner le nom de loga- 
rithmes aux exposants imaginaires, comme aux expo- 


sants réels. Ainsi x + y V— 1 est le logarithme de 
e (cosy + Ÿ—1 siny); et pour avoir le logarithme 


d’une expression de la forme a+bV—1, on posera 


d'abord 
ab =p(cosxEy—rsinx)= er E2V—r 


— Jp E(pæonz)V=x, 
étant la plus petite valeur positive de x, et l’on aura 
I(aHbyÿ—1)=£i1(a + b) Hÿ—i (pH2nr). 
Si b— 0, on a pour toutes les valeurs du logarithme de a, 
en mL (pE2nr). 


L'arc o est égal à o si a est positif, et égal à 7 si a est 
négatif. On a donc, en entendant par la le logarithme 
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arithmétique du nombre a, 


1 (+ a)=latonrÿ—1, 
1(—a)=lat(an+i)rV—1. 
Cette dernière expression ne donne aucune valeur réelle ; 
la première en donne une seule. 


En faisant a = 1, on trouve 
Di —onx V1, 1(—1)=#(an tir V— 1. 


36. On peut exprimer, au moyen des formules précé- 
dentes , les racines des équations de la forme 


TL" + pr" + q = 0. 


En effet , on en tire d’abord 


2 - 
Si l'on a nt g > 0, ou — 0, les valeurs de x seront 


les racines de quantités réelles, et nous avons vu com- 
ment on pouvait les exprimer au moyen des lignes trigo- 
nométriques. 


2 
Si l'on a 2 — q <o, les valeurs de x" seront de la 


f 


forme a + b ÿ—1, et l’on en extraira les racines mn", 
comme nous l'avons indiqué en dernier lieu. 

Si l’on forme, d’après les valeurs de ces racines , ‘les 
facteurs réels de x?" + px" + q, on reconnaît immédiate- 
ment une construction simple qui les représente géo- 
métriquement, et qui repose sur la division du cercle en 
parties égales. Nous nous dispenserons d’entrer dans ces 
détails. 
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| ERRATA. 


lieu de un cercle, lisez une quantité. 
remontant ; au lieu de f! (æ), » lisez h ou 
g au lieu de (fig. 85), lisez (fig. 87). 
me : au lieu de (fig. 86), lisez (fig. 88). 


” or 


jeu | lieu de (fig. 87), lisez (fig. 80). 
ne lieu de (fig. 88), lisez (fig. 90). 
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Cette seconde Partie a pour objet principal lin- 
tégration des équations différentielles. Mais nous ne 
nous sommes pas proposé de traiter cette matiere 
avec toute l'étendue que permettrait l’état actuel de 
la science. Nous avons voulu simplement présenter 
un cours élémentaire de calcul intégral, à peu près 
tel qu'était celui de l’École Polytechnique il y a 
quelques années. Toutefois, nous avons cherché à 
n omettre aucune idée importante, et à préparer à 
la lecture des ouvrages des grands géomètres, tant 
sur l'analyse pure que sur ses applications à la mé- 
canique et à la physique. C’est dans cette vue par 
exemple que nous avons donné des formules pour 
la représentation des fonctions arbitraires par des 
séries trigonométriques ou des intégrales définies 
multiples, et montré comment ces dernières peuvent 
servir à l'expression des intégrales des, équations 


différentielles et des équations aux différentielles 
partielles. 
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LIVRE IV. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES.. 


Dans les questions que nous avons traitées jusqu'ici, 
nous avons eu occasion de reconnaître qu'il était sou- 
vent plus facile de trouver la dérivée d’une fonction que 
cette fonction elle-même: et que cela tenait non-seule- 
ment à ce que l’expression de la dérivée se trouvait être 
plus simple en elle-même que celle de la fonction, mais 
encore parce que sa recherche était facilitée par le droit 
qu'on a de négliger certaines quantités qui n’influent pas 
sur les résultats du calcul, et en embarrasseraient consi- 
dérablement la marche. 

Toutes les fois qu’on ne peut calculer directement une 
fonction, et que l’on peut parvenir à l’expression de sa dé- 
rivée. au moyen de la variable indépendante, la question 
est ramenée au problème de calcul que nous avons traité 
précédemment , et qui consiste à remonter de la dérivée à 
la foncuion. Mais il n'arrive que trop souvent que la dé- 
rivée elle-même ne peut s'exprimer immédiatement au 

. moyen dé la variable indépendante, et que les données du 
problème conduisent seulement à une équation où la 
fonction se trouve mêlée à une ou plusieurs de ses déri- 
vées sen même temps qu à la variable indépendante, On 

IT. I 
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a alors ce que l’on appelle une équation différentielle, et 
la difficulté se trouve considérablement augmentée. Elle 
l’est plus encore lorsque lon a plusieurs fonctions in- 
connues d’une même variable, mêlées à cette variable età 
leurs dérivées respectives dans un nombre égal d’équa- 
ons. Elle l’est bien plus enfin lorsqu'il s’agit de fonc- 
ions de plusieurs variables indépendantes, et qu'on a 
des équations entre ces fonctions, leurs dérivées partielles 
et les variables. Et il est facile de prévoir que ces ques- 
tions, inverses de celles de la différentiation, doivent se 
présenter à chaque instant. 

Dans la géométrie, par exemple, les considérations de 
tangentes, de courbure, de développées, etc., dépendent 
des dérivées des coordonnées au moyen de formules 
connues. D'où il suit que toutes les fois qu’on voudra 
déterminer une courbe par des conditions dépendant de 
sa tangente, de son rayon de courbure, etc., si l’on 
admet, en outre, qu'on parvienne à exprimer ces condi- 
tions, on n’obtiendra pas autre chose que des équations 
différentielles; et alors se présente ce problème d'analyse : 
« Étant donnée une équation entre une fonction, la va- 
» riable dont elle dépend et plusieurs de ses dérivées 
» par rapport à cette variable, déterminer cette fonc- 
» tion. » x 

Souvent aussi les dérivées ne se présentent pas d'elles- 
mêmes dans l’expression des conditions données, et'on 
cherche à les introduire dans l’éspoir de trouver à cela 
moins de difficulté qu’à introduire la fonction elle-même. 
Si l’on y parvient, la question est ramenée au même 
problème de calcul sur une et quelquefois plusieurs» 
équations différentielles. Les questions de mécanique 
conduisent presque toujours à ce même problème, parce 
que fa vitesse et la force motrice dans le mouvement 
d'un point matériel s'expriment d'une manière géné- 
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rale, au moyen des dérivées de ses coordonnées par 
rapport au temps. Il résulte de là que si le mouvement 
d’un point est connu, c’est-à-dire si ses coordonnées sont 
données en fonction du temps, on peut par de simples 
diflérentiations déterminer la force qui produit ce mou- 
vement; mais si, comme cela arrive le plus ordinaire- 
ment, on suppose la force donnée, et qu’on cherche à 
en déduire le mouvement, on se trouve ramené à ce 
mème problème général, inverse de celui du calcul diffé- 
rentiel , et qui a pour objet de déterminer des fonctions 
d’après des équations où elles sont engagées d’une ma- 
nière donnée avec leurs dérivées et les variables indé- 
pendantes. 

Des questions physiques où il n'entre aucune considé- 
ration de forces peuvent encore ramener à ce mème pro- 
blème d'analyse. Ainsi, lorsque l’on connaît à un certain 
instant les températures de tous les points d’un corps, on 
peut exprimer, au moyen des dérivées partielles de la 
température, par rapport aux coordonnées, le flux de 
chaleur qui traverse un élément plan infiniment petit, 
dans une direction quelconque et en un poïnt quelconque. 
Or on a pu déduire de l’expression générale de ce flux 
l'élévation de température que subit un élément infi- 
niment petit du corps dans un temps infiniment petit, 
en négligeant toutefois des quantités infiniment petites 
par rapport à cette élévation. On connaît, par suite, la 
dérivée partielle de la température par rapport au temps, 
et l’on a ainsi une équation entre cette dérivée et Les dé- 
rivées de la même fonction par rapport aux coordonnées, 
Le problème de la détermination de la température des 
divers points du corps à une époque quelconque , s’est 
done trouvé ramené à l’intégration d’une équation entre 
une fonction de plusieurs variables indépendantes et plu- 
sieurs de ses dérivées partielles. On concoit done de quel 
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intérêt il serait pour le progrès des sciencesmathématiques 
pures ou appliquées, de résoudre le problème général de 
l'intégration des équations différentielles. On ne le peut 
malheureusement encore que dans des cas bien restreïnts ; 
et c'est cette étude qui va nous occuper maïntenant, en 
limitant toutefois les théories à ce qu’elles ont de. pa 
élémentaire et de plus essentiel. 


LE 


CHAPITRE PREMIER. 


DES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
D'ORDRE QUELCONQUE. 


1. Intégrer une équation diflérentielle entre deux va- 
riables x et y, c’est trouver toutes les valeurs de y en 
fonction de x qui y satisfont; ou, en d’autres termes, c’est 
trouver une équation entre x et y qui soit une consé- 
quence de la proposée, et ec PrOTE EE dont’ Cet 
soit une conséquence. 

Sous le point de vue géométrique, c’est trouver ioutés 
les courbes dont les coordonnées et leurs rapports différen- 
tiels des divers ordres satisfont à cette équation. 

Considérons l’équation générale de l’ordre m, c’est-à- 
dire celle où m est l’indice de la dérivée de l’ordre le plus 
élevé qui y entre, quelles que soïent d’ailleurs les puis- 
sances dont ces dérivées soient affectées. Soit cette équa- 
tion 


À dy dy d'y 
(1) $ GE ds dei” ee 
} { d'". ; d « m1 
Elle détermine _ en fonction de x, y, een ‘4 a. et 


si on la différentie successivement, les rapports différen- 


* 
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uel SZ, PE, etc., seront déterminés en fonction 
des mêmes quantités. 

Toute fonction de x peut, en général, être développée 
en série, au moyen des théorèmes de Taylor, ou de Mac- 
laurim. Le premier est moïns sujet aux exceptions , parce 
qu'on peut choisir la valeur de x qui entre dans les 
coefficients , de telle sorte qu'aucun d’eux ne devienne 
infini. Dans ce cas, la série sera nécessairement conver- 
gente, pour toutes les valeurs de x comprises entre cer- 
taines limites déterminées, et quelquefois même pour 
toute valeur de x. 

Soit donc y la valeur la plus générale qui satisfasse à 
l'équation (1). Si on la suppose développable d’après la 
formule de Maclaurin, on aura 


(2) | Fr Lop x! # | 
Fan «(nm —115 à | 


et si l’on remplace tous les coefficients à partir de. celui 
de x”, par leurs valeurs en fonction des précédents, dé- 
terminées comme nous l'avons dit, la fonction cherchée 
sera nécessairement comprise dans celles que représente 
ce développement, puisque l’on n’aura exprimé que des 
conditions auxquelles elle doit satisfaire. Et réciproque- 
ment, la fonction ainsi déterminée satisfait nécessaire- 
mênt à l'équation différentielle ; car, si l’on différentie "2 
fois les deux membres de l'équation (2), on obtient pré- 
cisément le développement de l’équation (1) résolue par 


M 42 
rapport a Le 


L'équation (2) donnerait donc la solution complète de 
la question, si toutes les valeurs de y étaient dévelop- 
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pables de cette manière. Mais, dans tous les cas, il ne 
peut manquer que celles pour lesquelles certains coefli- 
cients différentiels cesseraient d’être finis et déterminés, 
pour la valeur particulière x — 0. 


2. Si l’on avait développé, d’après le théorème de 


Taylor, suivant les puissances de x — x, on aurait eu 
comme conséquence de l'équation (1) 


01.2:..(m —1) 


les coeflicients étant toujours déterminés à partirde l'or- 
dre m, au moyen de l'équation (1), et se rapportant à 
x — X,3 et réciproquement, l'équation (1) se déduirait 
de celle-ci par m différentiations successives. 

La valeur arbitraire x, pourrait bien être choisie de 
manière à ce qu'aucun coeflicient de la série ne devint 
infini, si ces coeflicients ne dépendaiïent que de xo; mais 
comme ils renferment encore la valeur correspondante 
de y et de ses dérivées ; il pourra arriver qu’une certaine 
fonction y — 9 (x), tout en satisfaisant à l'équation diffé- 
rentielle, rende infinis ou indéterminés certains coeffi- 
cients du développement, quel que soit x: nous en don- 
nerons bientôt un exemple. | gi) 

On voit par là que les formules (2) et (3) peuvent 
ne pas renfermer toutes les fonctions qui satisfont à l’é= 
quation (1). Îl est inutile de dire que ces deux formules 
coïncident lorsque toutes les solutions sont développables 
au moyen de l’une et de l’autre, puisqu'elles représentent 


alors identiquement les mêmes fonctions. Dans les limites, 


où elles sont suffisamment convergentes, elles peuvent 
servir à donner, par approximation, la valeur de la fonc 


#6 » 
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Mon cherchée. On donne le nom d’intégrale générale de 
l'équation (1) à léquation (3), dont l'équation (2) n’est 
qu'un cas particulier correspondant à Yo = 0. 
L’équation (3) satisfaisant à l'équation proposée, quelles 
que soient les valeurs des m premiers coefficients, Yo, 


dx LE 
des m différentiations qui conduisent de l'équation (3) 
à la proposée, nous en conclurons que l'intégrale gé- 
nérale d’une équation différentielle de l'ordre m ren- 


d (7 éco . L L2 . 
( ) METRE (=) ; puisqu'ils disparaissent au moyen 
û 0 


ferme nécessairement m constantes arbitraïres qui sont 
les valeurs de la fonction et de ses m7 — 1 premières 
dérivées, correspondantes à une valeur de x prise à vo- 
lonté. 

# 


3. Il est facile de démontrer réciproquement que toute 
équation-entre x et y qui sausfera à l'équation différen- 
tielle, et renfermera m2 constantes arbitraires, est iden- 
tique avec l’intégrale générale représentée par le déve- 
loppement (3). En effet, si l’on conçoit qu’on développe, 
suivant les puissances de x, la valeurde y donnée par 
cette équation, les »2 premiers coefficients renfermeront 
æ, etles m constantes arbitraires, et pourront prendre 
toutes les valeurs possibles, en choisissant convenable- 
nent ces constantes, quelle que soit d’ailleurs la valeur 
qu'on prenne pour Xe; ils peuyent donc être regardés 
comme entièrement arbitraires: et comme les suivants 
en dépendent d’après l'équation (1), le développement ne 
différera pas de celui que donne l'équation (3). D'où ré- 
sulte cette importante proposition, que foute, équation 
entre x'et y qui satisfait à une équation différentielle 
de l’ordre m, en est l'intégrale générale lorsqu'elle ren- 
ferme m constantes arbitraires, au moyen desquelles il 
soit possible de donner des valeurs arbitraires à la fonc- 
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tion et à ses 21 — 1 premières dérivées, pour une certaine 
valeur de x. 


4. La dernière condition exprimée dans cette propo- 
sition est indispensable parce qu’une équation peut ren- 
fermer m constantes, susceptibles d’être réduites à un 
moindre nombre par des transformations. Ainsi, lors- 
qu'on voudra s'assurer si cette équation constitue l’inté- 
grale générale, il faudra la différentier m—1 fois, et 
chercher si l’on peut donner aux m constantes des valeurs 
telles, que pour une valeur donnée de x on en puisse 
tirer des valeurs arbitraires de y et de ses m—1 pre- 
mières dérivées. Et pour cela il suflira de reconnaître si 
les m équations peuvent être résolues par rapport aux mn 
constantes, sans qu'il en résulte aucune absurdité : car 
alors pour une valeur quelconque de x, on pourra choisir 
arbitrairement y et ses m —1 premières dérivées. 

Si par exemple on avait trouvé qu'une équation du se- 
cond ordre füt satisfaite par la valeur 


ner C'er, 
C, C’ étant des constantes arbitraires, on en tirerait 


Ÿ = aCes+ a C'erz; 
or, quelque valeur finie que l’on donne à x, ces deux 
équations donnent des valeurs finies pour G et C’, si lon 
n’a pas a — a’. D'ou il suit que, si a/ est difiérent de &,. 
la valeur trouvée de y est l'intégrale générale: 
Si l’on avait obtenu une solution de cette forme 


* 


y = Csinax + C'cosax, 
on en déduirait 


dy * fire 
De 0 Ccosax — aC'smax; 
x 


Le 


Le 
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d’où l’on tirerait toujours des valeurs finies pour C et C”, 
pourvu que a ne fût pas nul; la valeur de y serait donc 
encore l'intégrale générale. 
Il en’ sera de même pour une expression de la forme 


y =Csin(x +a)+Csin(x+ a); 


si on la diflérentie, et qu’on prenne, pour plus de simpli- 
cité, Xo — 0, on trouve 


Yo = Gsin a + C’sin a’, 


: , 
(& = C cos a + C/ cos a”, 
jé rh 


et l’on tirera de là des valeurs finies pour C ei C’, si l’on 
n’a pas ; 
sin a cosa’ — sina/ COsa = 0, 

ou 
: AA ET, 

n étant Moribre entier. La valeur de y sera donc l'in- 

tégrale générale, excepté dans ce cas particulier. 

Mais si l’on trouvait pour solution d’une équation du 


troisième ordre 
j=Csn(x+a)+C'sin(x+a)+ C’sin(x + a”), 
en diflférentiant deux fois, puis faisant x — o, on aurait 
+ Yo= Csin a + C’ sin a’ + C” sin a”, 


dy 
— | = Ccosa + C’ cosa’ + C” cosa”, 
rl, 


d?y à , s 
— |") =Csina + Csina + C’sina”. 
Pet 


Or, la première et la troisième de ces dernières équations 


d*? 


étant incompatibles, si on laisse y, et 


\ 


1 D , 
) indé peu- 
{0 


dx? 


es 
"= 
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dants l’un de l’autre, on voit qu’il est impossible de dé- 
terminer les trois constantes de manière que y et ses deux 
premières dérivées aient des valeurs quelconques pour 
x — 0; donc la valeur de y n’est pas l'intégrale générale. 
Et il est facile de voir dans cet exemple que les constantes 
pouvaient être réduites à deux; car, en développant les 
sinus, On trouve 


7 =(Ccosa + C' cos a’ + C” cos a”) sinx 


+ (C sin a + C' sin a! + C” sina”) cos x, 


et la valeur de y ne renferme réellement que deux con- 
stantes arbitraires, qui sont les coeflicients de sinx et 
COS X. 


5. Lorsque dans l'intégrale générale d’une équation 
on donne des valeurs particulières à une ou plusieurs des 
constantes arbitraires qu’elle renferme, cettesolution se 
nomme une zntégrale particulière. 

Lorsqu'on satisfait à une équation différentielle au 
moyen d’une équation qui n’est pas renfermée dans Pin- 
tégrale générale, on a ce que lon appelle une solution 
singulière, ou une intégrale singulière. 

Il faut alors, comme nous l'avons déjà remarqué, que 
des coefhicients du développement (3) "deviennent infinis, 
ou indéterminés quel que soit x,, et par conséquent lors- 
qu’on le remplace par la variable x. Et comme ces coefli=" 
clients ne renferment que des dérivées d’ordre inférieur 
à m , il en résulte que la valeur y — p(x), qui constitue 
une solution singulière d’une équation différentielle de 
l'ordre m, doit satisfaire en mème temps à cette équa- 
uon et à une autre équation diflérentielle, d'un ordre 
inférieur, dans laquelle il n'entre aucune constante ar* 
bitraire, | 

Si par exemple l'équation proposée est du premier or- 


… is 


A, 
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dre, les solutions singulières ne pourront être données 
que par des équations entre x et y sans constante arbi- 
traire; et, par conséquent, une solution renfermant une 
constante arbitraire ne pourra être que l'intégrale géné- 
rale. 

Mais si l'équation proposée était d’un ordre supérieur 
au premier, la solution singulière serait, en général , une 
équation différentielle, d’un ordre inférieur d’une unité, 
qui donnerait une intégrale renfermant des constantes 
arbitraires. On voit donc que les solutions singulières des 
équations diflérentielles de l’ordre 2 peuvent être don- 
nées par des équations entre x, y et m — 1 constantes au 
plus. On ne peut donc toujours conclure de la présence 
de constantes arbitraires, qu'une solution est une inté- 
grale particulière et non une solution singulière. 


6. Nous allons maintenant donner un exemple du cas 
annoncé dans le n° 2. Considérons l'équation difléren- 
üuelle 


UE LES 
dy HAE y + 
man at a)" 
L (y — x)° 
dy I 
Ag le Fa 


et l’on trouvera, en employant la formule (2), 


. æ Là 
1 à = Yo + (: GAL X + 3 370 Ÿ + EE A Vo! +. ….: 


2 Î 


\ 
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On reconnaît facilement qu'en posant 


(a) p=z+(5) c—<), 


et cette valeur se trouverait directement, en posant dans 
l'équation proposée y — x — z, ce qui la réduit à 


dz = 

le Ve 
d'où 

A) 

BRENT, 


intégrant les deux membres, et ajoutant une constante 
arbitraire c à l’un d'eux, on aura 


PE: 
2:\È z 
Zi (3) (c— x), où Y=x+ (3) (c— x) ; 


Cette équation donne identiquement les mêmes solutions 
ses 
que la proposée, pourvu qu’il ait été permis de diviser 


par z°, ce qui exige que z ou y —x ne soit pas zéro. Si 
donc y — x = o ne peut satisfaire à la proposée, l’équa= 
tion (a) en donnera toutes les solutions; mais si y —x=0 
y satisfaisait, il y aurait des solutions qui pourraientne 
pas être renfermées dans l'équation (a); et, en effet, 
Y—Xx—= 0 ne satisfait pas à cetie dernière, quelque va=« 
leur que l’on donne à la constante arbitraire, et satisfait 
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cependant à la proposée. Elle est donc ce que nous avons 
nommé solution singulière. 

Cette solution n'étant pas renfermée dans l’intégrale 
générale, voyons ce que deviennent les coefficients du 
développement le plus général de y, donné par la for- 
mule (3). 


Or il est évident que, si l’on fait y = x, tous les coeffi- 
2 


. . » . \ . d . ° . 
cients différentiels, à partir de = 2 deviennent infinis; 
ax , 


8 
et si l’on n'avait pas supprimé le facteur commun ( Y —x) 3 


j d? ; : : 
aux deux termes de la valeur de eL elle se serait pré- 


7 O 
sentée sous la forme —. 
0 


Cet exemple montre qu'il peut arriver, comme nous 
Pavions annoncé précédemment, qu’une valeur de y en x 
satisfaisant à une équation différentielle, et développable 
suivant les puissances de x, ne donné cependant pas un 
développement possible en partant de l'équation différen- 
tielle proposée, et que, par conséquent, on ne peut ré- 
pondre que l'intégrale, dite générale, renferme toutes les 
solutions de l'équation proposée; ou, en d’autres termes, 
qu'il n'existe pas dé solutions singulières. 

’ 

1. S'il arrive que l’une des équations obtenues par la 
différentiation de la proposée, soit décomposable en deux 
facteurs dont l’un soit d’un ordre inférieur à l’autre, et 
qu'on égale à zéro celui de l’ordre le moins élevé, on 
obtient une équation de plus entre les dérivées déjà consi- 
dérées; il y aura, par conséquent, une arbitraire de 
moins dans ce développement de y, qui, en général, ne 
sera pas compris dans l’autre développement qui renferme 
m constantes arbitraires. 


14. LIVRE IV. 


Considérons comme exemple l'équation 
y NN d | 
(b) (2) +2 ro. 
4 TL 

On trouve , en la différéentiant, 

dy y 

2 x if 

dx hi | dE? 


En considérant le facteur du second ordre, on aura, par 


des différentiations successives,  * 
dy 
PCR À fe 


l'équation (b) donnera en conséquence, par le développe- 
ment de Maclaurin, 

F=JoTr x VTe 
En considérant maintenant le facteur du premier ordre; 


on irouve 


PL RE 0 d°y 


—= O0,.... 


rs m2 


cé AQUer : SE 

dx : dx? 2 ar 

Observons maintenant que y, n’est plus arbitraire parce 
l: # 


qu'on a deux équations enire x, 7, _ et qu'on en tire, 
; GA 


pour x —0, 
dy 

(2) = O, Vo — O. 
at 


On a donc, pour 7}; la valeur suivante sans constante 
arbitraire, x 


< 
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laquelle n’est pas comprise dans l'intégrale qui renferme 
une constante arbitraire, et, par conséquent, est une so- 
lution singulière. 


Autre moyen de déterminer les intégrales des équations 


différentielles. 


8. Au lieu de faire servir l’équation différentielle à la 
détermination des coefficients du développement de lin- 
tégrale, on peut l’employer à calculer, avec autant d’ap- 
proximation que l’on voudra, les accroissements successifs 
de la valeur de y, et, par suite, cette valeur elle-même, On 
n'aura pas ainsi l’expression de y au moyen de x, mais 
autant de valeurs particulières que l’on voudra; en d’au- 
tres termes, on connaîtra approximativement autant de 
points qu'on voudra de la courbe représentée par l’équa- 
tion que l’on cherche. 

Considérons d’abord l'équation du premier ordre, que 

- l'on peut toujours supposer mise sous la forme 


dy = F (x; raz. 


Si l’on se donne à volonté la valeur y, correspondante 
à un x arbitraire x,, l'équation donnera l’accroissement 
que prend y quand x devient x, + &; sa valeur sera 
dÿe = EF (0,0) +, en négligeant toutefois les quantités 
du second ordre par rapport à &. Désignant par x’, y! 
ces deux nouvelles valeurs de x et y, l'accroissement de 
y! relatif à un accroïssement « de x’ aura pour valeur 


dy'=F(x,7')e, 


en négligeant encore les quantités du second ordre par 
rapport à &, ainsi que l'erreur encore plus petite prove- 
nant de la valeur de y dans laquelle on a négligé une 
quantité du second ordre. En continuant ainsi, et négli- 
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geant toujours les quantités du second ordre par rapport 
à &, on aura autant de valeurs que l’on voudra de y, ou 
autant de points qu’on voudra de la courbe qui satisfait à 
l'équation différentielle, et passe par le point arbitraire 
dont les coordonnées sont x,, yo. On voit par là qu’une 
équation du premier ordre a une infinité d’intégrales qui 
ne diffèrent les unes des autres que par la valeur d’une 
constante, qui est l’y correspondant à une valeur de x 
choisie arbitrairement. [?expression générale de y, résul- 
tant des calculs précédents, est 


Y=Y+E (x Yo) +EF[t0 +, Yo + E(to, Yo)a a+... 


le nombre des termes à prendre dépendant de la valeur 
de x que l’on considère; et l’on aurait sans erreur la va= 
leur de y en fonction de x, si l’on pouvait trouver la 
limite vers laquelle tend la somme de x + 1 termes de 
cette suite, en supposant 24 —x— Xo, et « décroissant 
indéfiniment. 


9. Il est à remarquer que cette manière de déterminer 
les diverses intégrales de l’équation différentielle s’appli= 
que à toutes les solutions : les intégrales particulières et 
les intégrales singulières s’y trouvent également com= 
prises ; ce qui n’a pas lieu dans les autres méthodes. 

On procéderait d’une manière semblable si l’on avait 
à intégrer une équation du second ordre, dont la forme 
peut toujours être supposée réduite à celle-ci : 


dy. dy dy dy 
— =F|(x —— ou d——="F\|x,y, — |dx. 
dx? ( ke a) dx 4 dx à 
; ire dy 
On se donnerait arbitrairement les valeurs y, a] COr- 
Le 
, \ 237 . . A , ÿ 
respondantes à x,, et l'équation ferait connaître l’accrois= 


d A3 4 ei À 3 
sement de _ relatif à l'accroissement «& de x ; On aurait 
ax 
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e D d « . 
ainsi la valeur de — correspondante à Xo + &; d’ailleurs 
TL 


d 
l'accroissement de y serait connu, puisqu ’on donne +. 


On connaïîtrait donc, pour la valeur x, + «, les valeurs 
d £ ER CE , Q 

correspondantes de y et Ds et l’on répéterait indéfiniment 
ax 


cette opération. On voit par là qu’il y a deux constantes 
arbitraires dans l’intégrale d’une équation du second 
ordre. Le procédé que nous venons de suivre ne fait con- 
naître que par approximation les valeurs des intégrales ; 
on ne les connaîtrait exactement qu’en déterminant la 
limite de la série quand « tend vers zéro, et qu’on pose, 
comme dans le cas précédent, na = x — xs. 

Les mêmes considérations s “appliquent évidemment 
aux équations de tous les ordres. 


ar 0-2 — 


os 
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CHAPITRE IT. 


DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D’'UNE ÉQUATION 
A DEUX VARIABLES. 


10. Si l’on considère une équation à deux variables 
F(x,y)—o,et qu'on en déduise d’une manière quel- 
conque une autre équation qui renferme x, y et des déri- 
vées de y par rapport à x, cette dernière est ce qu'on ap- 
pelle une équation différentielle de la première. Elle est 
une conséquence de cette équation, mais celle-ci n’en est 
pas toujours une conséquence nécessaire. Aïnsi, nous 
avons vu qu'une fonction de x n’a qu’une dérivée; tandis 
qu’une dérivée peut correspondre à une infinité d’inté- 
grales, qui diffèrent par la valeur d’une constante. 

Si entre l’équation primitive et celle que lon obtient 
en différentiant une fois ses deux membres, on élimine 
une constante &, On aura une certaine équation différen- 
tielle du premier ordre de la proposée. Et généralement, 
si l’on différentie m1 fois la proposée, on pourra élimi- 
ner #7.quelconques des constantes qui y entrent, et l’on 
obtiendra ainsi une équation différentielle de l’ordre m 
de l’équation primitive, qui renfermera m constantes de 
moins qu’elle. On aurait une équation différente du même 
ordre si l’on éliminait entre les mêmes équations 7» autres 
constantes. 


On doit même observer que toute équation différen-. 


elle peut être considérée comme obtenue de cette ma- 
nière; car nous avons démontré que, si elle est de l’ordre 
m, son intégrale générale renferme m constantes arbi- 
traires qui ne sont pas dans l’équation différentielle. Done 
celle-ci n’a pu être déduite de l’autre qu’en éliminant ces 


Ca 
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constantes entre elle et celles que l’on en aura tirées au 
moyen de mn différentiations successives. 

Mais ces différentiations peuvent être faites de bien des 
manières différentes : 

Sipar exemple on ne veut éliminer qu’une constante, 
on pourra différentier l'équation après l'avoir mise préa- 
lablément sous telle forme que l’on voudra; on aura ainsi 
diverses équations du premier ordre, et l’on éliminera la 
constante entre l’une quelconque d’entre elles et l’équa- 
tion proposée. 

Si l’on veut éliminer deux constantes, on pourra diffé- 
rentier deux fois de suite l'équation mise sous une forme 
arbitraire; on aura ainsi trois équations renfermant les 
deux quantités à éliminer. Ou bien encore on éliminera 
d’abord l’une d’elles entre l'équation proposée et celle 
du. premier ‘ordre qu'on en déduira; puis, traitant de 
même léquation ainsi obtenue, on en éliminera la se- 
conde constante. 

Les combinaisons seraient plus multipliées encore sil 
s'agissait d'éliminer un plus grand nombre de constantes. 
Or nous allons démontrer que, de quelque manitre que 
cette élimination ait été faite, on obtient toujours la 


dy 
même équation entre x, ÿ, ——» etc., et les constantes non 
dx 


éliminées. | 

Supposons, en effet, s’il est possible, que l’on par- 
vienne ainsi à .deux équations diflérenies, en éliminant 
les mêmes constantes en nombre m, et soient ces deux 


d"y A 


équations, résolues par rapport à An 
dry dy arr A 
— = F L — ns —— 
dx" ( ? TV dx” ? dx”! ? 


d'y d dei 
LS #j,. : ARS FA 
dx dat ; 


pr | 
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Ces foneuons F, f, étant les dérivées m°”*°*dela même 
fonction y, ont des valeurs égales, quel que soit æ. Soit 
VE ; q , 


x, une valeur quelconque attribuée à x eb ÿo, (2) ) 
| AM 


d nr : 
(—) : les valeurs correspondantes que prennent y et 


ses m—1 premières dérivées, et qui peuvent être sup- 
posées égales à des quantités quelconques, en choisissant 
convenablement les m constantes éliminées. 

Ainsi les deux expressions suivantes : 


dy DATE à 
F Lo) DAT EE NA. … dem à ? 

dy \ dr 
f [2 Jos (joe (=), p 


doivent être égales, quel que soit x,, pour toutes les va- 


lé e Lol , » dy 
leurs données arbitrairement aux quantités yo, RS 
T0 


m1 
(7 Se ie . > et aux constantes non éliminées ; par consé- 
L AT FER 0 


quent, toutes ces diverses quantités oise y entrer d’une 
manière identique. Maïs elles y entrent de la même ma- 


dy d MA +4 


nière que x, 2 AE" » et les constantes non éli- 


dant # > 
ne $ dm y 
minées entrent dans les deux expressions de pese done 
. + ° 
ces deux expressions sont identiques, et les deux équa- 
dd" 


tions difiérentielles, résolues par rapport à le sont, 


FE 
par conséquent ; d’où se déduit cette importante propo- 
sition : | 

De quelque manière que l’on parvienne à une équa- 
tion différentielle de l’ordre m, en partant d’une méme 
équaliort entre x et Y: et éliminant les mémes con- 
stantes en nombre m, on obtiendra toujours la méme: 


12 


à # MX OME NES | y 
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11. Cetté proposition donne lieu à quelques remarques 
utiles. 

En effet,»parmi toutes les manières d'opérer ce calcul, 
choïsissons en particulier la suivante : 

Éliminons d’abord l’une des constantes entre l’équa- 
tion proposée.et sa première dérivée. Éliminons de même 
uné "seconde constante entre l'équation obtenue et sa 
dérivée; puis une troisième constante entre la nouvelle 
équation ainsi obtenue et sa dérivée, et ainsi de suite, 
jusqu’à ce que les » constantes désignées aient disparu. 
Nous aurons ainsi l'équation cherchée du m°°"° ordre; et, 
par les raisons déjà données, cette équation, et. même 
toutes les intermédiaires, seront identiques à celles que 
l'on obtiendrait par d’autres procédés, en éliminant les 
mêmes constantes. Mais l’ordre dans lequel on élimine 
les m constantes détermine les équations intermédiaires ; 
et autant on peut faire de combinaïsons 7 à n avec m 
lettres, autant on pourra obtenir d'équations différentes 
de l’ordre z, dont chacune ne pourra d’ailleurs avoir 
qu'une seule forme. On tire de là cette conséquence im- 
portante : 

Toute équation différentielle de l'ordre m peut étre 
déduite de m équations différenies de l'ordre-m —x1, 
qui renferment chacune une constante arbitraire ; de 
m(m—i1) 


———— cquations de l’ordre m—2, quien renferment 
ME 


de, mu 21) Am —nL%Er) 
deux ; et généralement de PONS UE MER 


de 


1826.72 


u * . Ê 
l’ordre m— nn, renfermant n constantes arbitraires. 


12. D'après cela, si l’on a à intégrer une équation de 
l’ordre »:, on pourra chercher ses rm intégrales premières. 
Si l’on parvient à les déterminer, on aura #1 équations 


dy d MI Y 


entre x.y; » renfermant chacune une con- 


——— 9 ... a 
dx dx" 
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stante arbitraire et équivalentes chacune à la proposée ; 
par conséquent, en éliminant les m — r1 dérivées de x, 
on obtiendra une équation entre x, y et m constantes 
arbitraires : on aura donc l'intégrale générale de léqua- 
tion proposée. 


Il est quelquefois plus facile de trouver les intégrales 
premières de l'équation de l’ordre m» +1 que l’on ob- 
tient en différentiant la proposée. Mais alors l’intégrale 
générale de cette dernière sera celle de la première, à l’un 
des membres de laquelle on aurait ajouté une constante 
arbitraire ; et si l’on connaissait l'intégrale de l'équation 
de l’ordre m +1, on aurait celle de la proposée en y fai- 
sant cette constante nulle. En conséquence on cherchera 
les m +1 intégrales premières; on en éliminera les m 
dérivées de y, puis on supposera nulle la constante en 
question. Mais l’une des intégrales premières n’est autre 
chose que la proposée augmentée de cetie constante, et se : 
réduit, par conséquent, à la proposée, en supposant cette 
constante nulle; donc, si l’on peut obtenir m» intégrales 
premières de l’équation de l’ordre m + 1, qui ne renfer- 
ment pas la proposée, il suffira d'éliminer, entre celle-ci. 
et les mn intégrales, les m dérivées de y, et l’on aura l’in- 
tégrale générale demandée. : 

Si l’on peut trouver l'intégrale générale de l'équation 
de l’ordre m + 1 par un moyen quelconque, elle renfer- 
mera mm +1 constantes arbitraires; mais ces constantes 
seront liées entre elles par une équation que l’on obtien- 
dra en substituant la valeur trouvée de y dans l'équation. 
proposée ; de sorte que l’on aura seulement m constantes" 
arbitraires, comme cela doit être. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 23 


CHAPITRE II. 


INTÉGRALES SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE, DÉDUITES DE L’INTÉGRALE GÉNÉRALE OU 
DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE. 


13. Soit 
(1) BAT, a) = 
l'intégrale générale d’une équation différentielle du pre- 
mier ordre; & étant la constante arbitraire, qui, éliminée 
entre l'équation (r) et sa dérivée 


dE dE dy 
(2) Te et 


dy dé 18 

conduit à l'équation différentielle proposée. IL s’agit de 
savoir si cette dernière peut admettre des solutions qui 
ne soient pas renfermées dans l’intégrale générale. 

Or toute équation entre x et y peut se mettre sous la 
forme 


(3) F(x, Jr?) =0; 


@ étant une certaine fonction de x et y, et F désignant la 
même fonction que dans l'équation (1) où l’on a remplacé 
la constante a par la fonction +. En effet, si l'on égale 
F(x;7, ®) à une fonction quelconque, on tirera pour 9 
une valeur qui rendra cette équation identique. On peut 
donc supposer que l'équation (3) représente une solution 
quelconque de lPéquation proposée, et il reste à voir ce 
que doit être pour cela la fonction o. 

En différentiant l'équation (3), on trouve, en désignant 


Vh 
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par = —— la dérivée totale de + 

dE . dFd dF d 
(4) HR + To, 

dx dy dx de dx 


équation dans laquelle on peut remettre la valeur o tirée 


de (3); ce qui produit le même effet dans les deux pre- 
miers termes de (4), que si l’on tirait a de (1) pour le 
reporter dans (2). Donc, pour l'identité des valeurs de 


dy. . = Hs, 
Ts il est nécessaire et suffisant que la substitution de p 
rende 
dF do 
do dx 
(5) dF — © ? 
na 


y étant regardé comme la fonction de x cherchée ; ce qui 
peut avoir lieu de plusieurs manières. 


1°) SE — 0, @ n'est autre chose qu’une constante; et 
dx 


l'équation (3) coïncide avec l'intégrale générale: 
d F 


do 
. Si l’on égale à zéro — FR» après la substitution de la 


d 

dy 

valeur de o tirée de (3), ce qui détermine la valeur cher: 

chée de y, on a le même résultat que si l’on déterminait © 
dF 4 


: .: de a 
par l'équation + — 0, et qu'on reportàt sa valeur dans (3). 


dy 
D'où l’on conclut que, quand on a l'intégrale générale 


d’une équation différentielle du premier ordre, on aura 


touies les autres intégrales en éliminant la constante 
entre l'équation intégrale et sa dérivée partielle parwap= 


» à 


x 


M 4 
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Dort à la constante, égalée à zéro; ou sa dérivée partielle 
par rapport à y, égalée à l'infini. Néanmoins il faudra 
- s'assurer si chacune de ces hypothèses annule réellement 
le premier membre de l'équation (5) et ne le réduit pas 
, © 

Lo: 
Il sera encore nécessaire de s'assurer si les solutions 
ainsi obtenues ne sont pas renfermées dans l'intégrale 
"générale. Dans ce cas particulier, on aura une intégrale 

particulière au lieu d’une intégrale singulière. 


14. Sous’ quelque forme qu'on mette l'équation (1), 
Papplication des règles précédentes doit nécessairement 
conduire aux mêmes solutions, et c’est ce que l’on peut 
” vérifier en observant que le rapport des deux dérivées 


4 


PL RUE 4F : ; : : 
“… partielles —-,=— sera toujours le même, après avoir 
do dy 


substitué la valeur de y tirée de F = 0, quoique chacune 
de ces deux dérivées change quand on transforme l’équa- 
tion F= 0. En effet, si lon a une équation quelconque 
E(xy, z, u) —=0, le rapport des deux dérivées par- 
tielles du premier membre par rapport à deux des va- 
riables, u et z par exemple, exprime toujours, au signe 
près, la dérivée de l’une des variables w et z par rapport 
à l’autre; et par conséquent, après l'élimination de l’une 
des deux, il ne dépend pas de la forme sous laquelle on 
présente l'équation qui les lie. 

Ainsi, lorsqu'une transformation de l'équation (1 ) | 


. ‘ 7 ° 1F 
fera perdre des solutions à l’équation — — 0, elle les 
| dy 


L I 
fera acquérir à l'équation — — 0. 
{ 4 d 
dy 
15. L'intégrale singulière.a une liaison géométrique 
très-remarquable avec l'intégrale générale. En effet, en 
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éliminant a entre l'équation (1) et sa dérivée partielle par | 
rapport à a, on a l'équation du lieu des. intersections 
successives dés courbes représentées. par l'équation (1 
dans laquelle on fait varier a d’une manière continue, 
Donc l'intégrale singulière représente la courbe enye- 
loppe des intégrales particulières. ; ne | 


Remarque.—Si l’on construit, d’après l'équation diffé 
rentielle, le lieu géométrique d’une quelconque deses ga | } 
grales, comme nous l’avons indiqué précédemment, et quê 
l'on choisisse pour l’ordonnée y, celle de la courbe enve” 
loppe, correspondante à l’abscisse x,, l'équation devra 


. PEN d A 
fournir deux valeurs générales de D correspondañtes, 


l’une à l'enveloppe, l’autre à l’enveloppée, et qui seront 
égales, pour le point commun à ces deux courbes. La 
construction indiquée fournira alors les deux courbes. IN! 
y a toutefois une exception remarquable à ceite proposi= 
tion : elle a lieu lorsque Penveloppe qui représente lin 
tégrale singulière est une ligne droite. "+ 
En effet, si l’on part d’un point de cette droite, deux 
dy 
valeurs de 7x Sont égales en ce point, et, par conséquent; 


6 . 


les deux valeurs cor respondantes de dy que l'équation 
fera connaître seront les mêmes, comme cela a lieu en! 
général; mais, dans le cas actuel, une deces valeurs sera 
rigoureusement exacte, et ce sera celle qui correspond à 
la ligne droite dont l’équation du premier degré donne, 
sans rien négliger, dy = pdx, tandis que dans tout autre 
cas on néglige une quantité infiniment petite par rapport 
à dy. I suit de là que le point voisin du point de départ 
appartient rigoureusement à l'enveloppe, et qu'on se | 
trouve, par conséquent, dans le même cas que le premier: 
On voit donc que, dans ce cas, l'équauon différentielle 
donnera l'intégrale singulière seulement, et aucune des 
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intégrales particulières ; set il est clair que) c’est le seul cas 
où cela arrive: car, si.le second point n'était pas rigou- 
reusement sur l'enveloppe, l’équation ne donnerait pas 


ay 
deux valeurs rigoureusement égales pour En quand on y 


sübstituerait les coordonnées de ce point; donc, à la 
valeur suivante de x, on trouverait deux points au lieu 
d'un , etles deux lignes existeraïent nécessairement. 


16. L'intégrale singulière peut aussi être déterminée au 
moyen de l'équation différentielle elle-même. Soit cette 
équation 


(6) PR 7 7) = 


; æ 
var, , ; 
dans laquelle y représente SE 


La représentation géométrique de la solution singu- 
lière étant la courbe enveloppe de celles qui représentait 
les intégrales particulières, celles-ci se coupent générale- 
ment les unes les autres; et, quand elles sont infiniment 
voisines , le point d’intersection devient un point de con- 
tact et appartient à l'enveloppe. Aïnsi l'équation (6) doit 
généralement donner pour une même valeur de x et y, 
au moins deux valeurs différentes de 7’, et deux de ces 
valeurs doivent devenir égales quand x et y se rapportent 
à un point de l’enveloppe, ou, en d’autres termes, sa- 
tisfont à l’équation qui représente la solution singulière. 
On exprimera donc que l’équation (6) donne deux va- 


ne ales pour y’ 1i se fera en posant LR i 
g pour y, ce qui se fera en p PES "Si 


f (x, y;.y') est une fonction dont la forme soit unique. 
Si sa forme était multiple, on pourrait la réduire à être 
unique, ce qui rentrerait dans le premier cas : on pourrait 
aussi trailer successivement chacune des équations dis- 
unetes renfermées dans f(x, y, y} —0, et exprimer 


Le 
qu’elles donnent des valeurs égales de y/, ou bien qu'une À 
valeur de y’ tirée de l’une est égale à une valeur de y\! 
tirée de l’autre. Si par exemple l'équation (6) était rés « 
solue par rapport à y’, on ne pourrait employer que le « 
FN ME et ue ces LS deux N dns DU $ 
tous les cas, soit 9 (x, y, y} —0o une équation expr®, 
mant que l'équation (6). donne deux valeurs égales de F 
la solution singulière devra satisfaire à ces deux équ 
tions, et par conséquent au résultat de l'élimination de 3 
entre elles. Opérant donc cette élimination, on aura unë | 
équation entre x, y qui renfermera la solution singulière | 
si elle existe. On vérifiera donc si les diverses valeurs de 
y en x qu'elle fournit satisfont à l'équation (6) ; et si l'om 
en trouve qui ne rentrent pas d’ailleurs dans lintégrale 


LI 
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générale, on connaîtra la solution singulière. 
Soit comme exemple 
(7) 7 = ay" + f(r"), “il 
* dre 
f désignant une fonction qui n’ait qu’une seule valeur 
pour une même valeur de y. Nous aurons, pour condis 
tion d'égalité de deux valeurs de y’, 
(8) z+/f(y)= 0, 
Là 
et il faudra éliminer y’ entre ces deux équations. Il reste 
à vérifier que l’équation résultante en x, y satisfera à la 
proposée (7). En effet, supposons que de léquation”(8) 
on tire y/— 9 (x), et qu'on le reporte dans l'équation (9; 
on aura se 


(9) r=xe(x) + flex) 
En la différentiant, on irouve 


d ; 
D (a)+# (elle + P'ele)l= o Ce) 


HLe. v # De) à 


Féquation différentielle propos 


ation singulière; car elle ne rent 
générale, pote déterminerons plus © 
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CHAPITRE IV. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE. M. !. 


nd 


17. L'équation la plus générale du premier ordre, ù 
, ee LP à k. 
dans laquelle le rapport différentiel _. ne passe pas le 


premier degré, peut se mettre sous la forme 


‘4 


dy . | 
Qdy +Pdx —o, ou QT +P=o, 


Pet Q étant deux fonctions quelconques de. x et y. On 
pourra toujours y appliquer le procédé général qui con- 
siste à développer y au moyen du théorème de Taylor ou 
de Maclaurin. Il arrive quelquefois que la série peut être 
sommée; quelquefois aussi elle a une forme tellement 
compliquée, qu'on ne peut pas parvenir à la réduireà 
une forme finie. Voici quelques exemples dans lesquels 
ce procédé s'applique sans difficulté. 
Soit | 
dy 
dx 


+ ay + bai = 0. 


En la différentiani un nombre indéfini de fois, on trouve 


dy dy ee 

dx? RP 

By d'y 
_ GRRLTEE + 6 bx = 0, 

d'y d° y. < e 
A M PU 


Qr-05 0! 6.407" 0 0" CHROME 


MH ; ra 0 
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: Si l’on fait æ —0o dans toutes ces équations, il vient 


| dy “El (ar) aus : dn A à 
k (= dr MÉTe da }o UE 
Æ 

d'y A d'y 

(ET) = er — 66, (Se — — 47, + 6ba, 


: dit" Ÿ ONG FR ; 
dx+" 0 ŒN a dx+" } 7 


d’où 
Said ax 
I— ax en s 
dora 2 V1923 ) 
64 x avi a? 
Mme te. 5 rs 0 FR 
ou 
at Gb ax + °° ax 
V= YoeE— — |eTu — 7; ÂX — EE 
PAL a“ 2 1:2:3 | 


6b Ù 
ou, en‘observant que Yo — 7 peut être remplacé par une 


constante arbitraire c, 


> 


L'intégrale générale étant connue, on obtiendrait les 
intégrales singulières par la méthode que nous avons Cx- 


posée précédemment. Il est facile de voir qu l n’en existe 
pas dans le cas actuel. 


dy 
18. Soit encore. x ++ ax" =0, m étant entier 


et positif. 
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@. 


On obtient, par la différentiation, 
ME dy en 
— — MALE = 0 : 
Or pE Ait dx 3% 4 à. 
dy d?y 
L ==" #3 mm —1) Axe? —= 0 
dx dx? He ) 4 . 
. . . e . # 
dm+ri 1m x 
Te + (m+i)-== + m(m—i1)...2.1a=0, 
din \ d'erraiy 
DRE EU MEN) ET EE 
CE dat ( LE ) damtr-i , 


n étant plus grand que 1. 

Si l’on fait x —0o, y et tous les coefficients différentiel 
deviennent nuls si l’on suppose qu’ils ne soient pas infinis, 
m(m—1)...2.1.a 


dont la valeur devient — 
m HI 


excepté > 
ax” 

& DA 

Cette intégrale n’a pas de constante arbitraire et n’est! 
pas, par conséquent, l’intégrale générale. Celle-ci n’est 
donc pas développable suivant les puissances entières et 
positives de x. Et, en effet, si l’on: intègre par les mé 
thodes que nous ferons connaître tout à l'heure, on trous 


on trouve donc y = — 


vera, pour l'intégrale générale, 


C ax" 


"Eure nr Li . 


2 


+ 
La solution que nous avons trouvée est done une inté- 
grale particulière SOS dc ==" 
Il est facile de voir qu'il n’y a pas d’intégrale singu= 
fière. 


" } » , ir 0 
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” Des facteurs propres à rendre immédiatement intégrable 
le premier membre de l'équation. Intégration de 
l'équation linéaire. 


” 49. Sile premier membre de l'équation Q dy+Pdx—o 
”" était la différentielle d’une fonction de x et y, il serait 
nécessaire et suffisant que cette fonction füt égale à une 
constante pour que l’équation proposée füt satisfaite, La 
condition pour que cette circonstance ait lieu est, comme 


HO°:29P 10, 
nous l’avons vu, ee sr Si elle n’a pas lieu, et qu’en 


multipliant le premier membre de l'équation par une 
fonction », il devienne la différentielle d’une fonction , 


LA e 4 . A I L 
cetie equation sera équivalente dn U — Oo, et sera satis- 
p 


faite, soit en faisant du — 0, d’où u—=c, ce qui sera l’in- 
tégrale générale, c étant la constante arbitraire; soit en 


I L2 . . LA L 
posant — — 0, ce qui donnera une solution singulière, si 


elle ne rentre pas dans la précédente. 
Ainsi, par exemple, l'équation 


F(z)/(r)dr + o(x) Y(r)dx = 0 


peut se mettre sous la forme 


z fn), Ce) Ex o 
Oo + Eee] =. 


et L'on y satisfait en posant, soit F (x) —o, soit b{y)—0 
soit enfin 


? 


et le premier membre est une différentielle exacte, puis- 
que les variables sont séparées. 
IE 3 
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20. On peut démontrer qu’il existe toujours un fac- 
teur p qui rend Q dy + P dx différentielle exacte. En effet, 
il est démontré que l’équation proposée a une intégrale 
renfermant une constante arbitraire c, et que nous repré- 
senterons par F{x, y, c)=o; et l'équation différentielle 
a été obtenue nécessairement en éliminant c entre cette 
dernière et celle que l’on a obtenue en la différentiant, 
après lavoir transformée préalablement d’une manière 
quelconque, si on l’a jugé convenable. Or, quelque forme 
qu'on Jui ait donnée, nous avons démontré précédemment, 
qu'après l'élimination de c, l'équation à laquelle on sera 
parvenu donnera identiquement en x et y la même va- 
dy 

leur pour ss 
Cela posé, concevons l'équation F (x, y, c)=0 mise 


pv. 49 dy 
sous la forme o(x, y}=c, d'où An PR ES o; la 


dy SAT , Ê . 
valeur de _ tirée de cette équation, et celle que donne 
ax 4 


l'équation proposée devant être égales, quels que soient x 
et y (n°10), on aura identiquement 


iP 
do Q 


Tirantdelà Petle reportant dans expression Qdy+P4x, 
on obtient 


L3 


et, par conséquent, en mulüpliant la proposée par 


j do 
—:—" son premier membre devient une différentielle 


Q 
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. | I 
exacte. On voit, de plus, comment le facteur » — 0 


est lié au premier membre de l'intégrale mise sous la 
forme 9 — c. 


21. L'existence du facteur # étant démontrée, ik faut 
chercher comment il est possible de le découvrir. 

Il est facile dé former l'équation qui doit le déterminer, 
car on doit avoir l'identité 


vQ vP do do (T— dQ 
de d—-;,,,0ù PUS Re os S. BED Pa) à 


Si y renferme à la fois x ety, cette équation est aux 
différentielles partielles, et plus difficile à intégrer que la 
proposée. Il faut donc renoncer, en général, à la déter- 
mination de ce facteur. 

Mais si » ne doit renfermer qu'une variable, x par 
exemple, il est facile d'en déterminer la valeur. Fu effet, 


do, fa : +. : 
—- étant nul, l’équation précédente devient 


dy 
dv er . 
sb 


dx à dy dx 


Le 
ou 


CRETE Le dQ" , 
e dx Q\dy Tr) 


il est donc nécessaire que les coefficients donnés P et Q 


"4 Rs d 
c _ soit Fe mUépen 


* : I 
soient tels, que l'expression -— 
4 É dy ue: 


Q 
dante de y. 


Lorsque cette condition sera remplie, on aura, en 
désignant par o (x) l’expression précédente, 
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bi fe x) dx, 


le coeficient c étant arbitraire, et disparaïssant d’ailleurs 
de lui-même. 

En intégrant, par les procédés relatifs aux différen- 
tielles des fonctions de deux variables indépendantes, on 
trouve 


d’où 


= 4 Je p (x} dx F' 
iÉ Pe"“æ dx + f Q dr = C. 
x N£ 


0 


La discussion serait la même pour les facteurs indépen- 
dants de x. 


22. Le calcul précédent deviendrait plus simple s’il 
s'agissait de l'équation dy + Pdx — o. Il faudrait alors 
Jr hést indépendant de y; ce qui donnerait 

Re Xy + X,;, 


X et X, désignant des fonctions quelconques de x. L’é- 
quation doit donc être de ta forme 


dy +{Xy7 + X;)dx = eo. 


EE A è À JXdx 
En multipliant par le facteur », qui devient e ; 
on à | 


X (d La 
CPRaE dy + Ke VAT FX TE dx = vi 
d’où 
SX fie 


+ { Xe 
C désignant une constante arbitraire. On tire de là 


— f Xdx ( 


T=e CR del 


Telle est l'intégrale générale de l'équation linéaire du 
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premier ordre, La constante arbitraire provenant de fXdx 
disparait d'elle-même, et la constante Gest la seule qui 
entre dans la valeur de y. 

Considérons , comme application très-simple ; la ques- 
tion suivante qui a été proposée aux géomètres par M. de 
Beaune, ami de Descartes. 

Trouver une. courbe telle, que la sous-tangente soit à 
l’ordonnée comme une ligne constante est à l’ordonnée 
de cette courbe, diminuée de celle d’une droite inclinée 
d'un demi-angle droit sur l'axe des x. 

En prenant l’origine au point de rencontre de cette 
droite et de l’axe des x, elle aura pour équation x — y, ét 
la condition donnée sera représentée par l'équation 

DT 7 Ge 


Ii Out AY = ZX, 
dx a dx 


a étant la valeur donnée de la ligne constante. 
Cette équation linéaire, intégrée par un quelconque 
des procédés que nous avons indiqués , donne 
à 
VET FA + Ce, 
C étant une constante arbitraire, 
Si maintenant on prend pour axe des x’ la droite dont 
l'équation est y = x + a, et que l’on conserve la même 


direction pour l'axe des LA . On aura 


LA 
;: 
mi 1 


= TL PP. 
| 7 ete 1 ft 212 c ap : LT 2e 
PDA Re =” et, par suite, y/— Ceav? 


La courbe est donc une logarithmique dont les ordon- 
nées font avec l’axe un angle égal à uu demi-angle droit. 

23. Nous avons prouvé qu'il existe dans tous les cas 
un facteur propre à rendre le premier membre inté- 
grable. Voyons s'il n'en existe qu'un seul. 
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Soit # une première fonction telle, que » (Q dy + Pdx) 
soit la différentielle d’une fonction u de x et y; ilest d’a- 
bord évident que le facteur 9 (u) rendra encore lé premier 
membre intégrable: car, puisque v (Q dy + Pdx) = du, 
on aura vo (u) (Q dy + Pdx) — q{u) du, cequi est la 
différentielle de fo (u) du. 

Soit maintenant V une autre fonction quelconque telle 
que V(Qdy + Pdx) —dU, U désignant une fonction 
de x et y. On en déduit l'identité 


APTE dU. 
[4 


Or, le second membre étant une différenuelle exacte, le 
premier qui lui est identique en xet y devrait aussi en 
| 


ètre une; ce qui ne saurait étre ie — n'était pas une fonc- 


tion de la fonction: u seulement. Ce dernier point, qu’on 
admet assez ordinairement comme évident, a. cependant 
besoin d’être plus rigoureusement établi. 

Il s’agit de prouver généralement quesil’onau— f{x,y), 


l'expression F(x, y) du, ou FE 21E- de e + tr | 


ne peut être une différentielle exacte relativement aüx 
deux variables x ety, si lon n’a pas 


F(a,r)= (a) = 4e, 7)1, 


quelle que soit d’ailleurs la fonction W. 

En effet, éliminons y au moyen de l’équationu= f(x,y); 
F (x, y) deviendra une fonction de u et x, o(u, x). L’ex- 
pression qui était une différentielle exacte relativement 
à x et y, le sera relativement à xet u;o{(u,x) du séra 
donc une différentielle exacte d’une fonction des deux va- 
riables indépendantes x et u; ce qui serait absurde si x 
restait dans cette expression qui ne renferme pas dx. Il 
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faut done que 9 (u, x) ne renferme que u, et, par con- 
séquent, que F(x, y) soit une fonction de & ou de 
ACPRDE 

Ainsi, en revenant à notre question particulière, si un 
facteur » donne au premier membre la forme de la diffé- 
rentielle d’une fonction u de x, y, les facteurs qui jouissent 
exclusivément de la même propriété seront de la forme 
Po (u), o désignant une fonction arbitraire. 

L'équation proposée devient ainsi 


P 
' 


du = 0, ou (u)du = 0, 


d’où l’on déduit également.u = c, c désignant une con- 
stante arbitraire. NS 

Tous ces facteurs conduisent done au mème résultat, 
et ils ne diffèrent entre eux que par le facteur o (u) qui 
est bien une fonction de x, y, maïs qui se réduit à une 
constante arbitraire en vertu de l'intégrale u = c. On 
voit que, si l’on connaissait deux facteurs différents qui 
rendissent le premier membre de l’équation intégrable, 
en égalant leur rapport à une constante arbitraire, on 
obtiendrait l'intégrale générale. 
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CHAPITRE V. 


L 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS HOMOGÈNES, ET DE 
L'ÉQUATION LINÉAIRE, PAR LA SÉPARATION 
DES VARIABLES. 
108 

24. On parvient quelquefois, par un changement de 
variables, à ramener aux quadratures l'intégration de 
l'équation donnée, c'est-à-dire à séparer les nouvelles va- 
riables dans l'équation transformée. 

Considérons d’abord une équation homogène quel- 
conque 

Mdx + Ndy = o, 
À 
c’est-à-dire telle, que M et N soient des fonctions homo- 
sènes du même ordre m de x, y. On sait qu’une fonction 
homogène de l’ordre m des variables x, y, z,... est celle 
qui se trouve multipliée par ler facteur g” quand on 
change respectivement les variables'en ET y LV» LEZ Etc. 

Posons y = ux, d’où dy = udx + xdu. 

Les fonctions M et N seront égales à x” multiplié par 
des fonctions de u ; et l'équation divisée par x” prend la 
forme 

Fu) dx + f(u)(udx + xdu) = 0, 
ou 
[F(u) + df{u)]|dx + xf(u)du = 0, 
ou 
dx uw) du 


et les variables sont séparées . … 
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On en déduit 


LH f{u) du 
or Pare 


D 0) 


g désignant une fonction connue. 

Il est facile de reconnaître que toutes les courbes ren- 
fermées dans cette équation, et correspondantes aux di- 
verses valeurs de la constante c, sont semblables et ont 
l'origine pour centre de similitude. 

En effet, si l'on mène par ce point une sécante quel- 
conque, les abscisses des points de rencontre avec ces 
différentes courbes sont entre elles comme les valeurs des 


constantes correspondantes , puisque le rapport 7 est 


le même; les distances à l’origine sont donc aussi dans 
le rapport de ces constantes, et, par conséquent, toutes 
ces courbes sont semblables et ont l’origine pour centre 
de similitude. 

Le premier membre est devenu unedifférentielleexacte, 
en le divisant d’abord par x”, puis par 


er (e)+ alu) où 2 (2) +/(2). 


Donc, ensomme, il a été divisé par Mx + N y. 
Aïnsi, le facteur propre à rendre le premier membre 


. SiMdx+ Ndy 


. La El ® Lé 1 

immédiatement intégrable est 
Mz+Ny 

,» L ° 2 e. I 

était une différentielle exacte, ————— et 1 seraient deux 
Mz+Ny 

facteurs qui rendraient le premier membre intégrable; 

leur rapport serait donc égal à une constante, et l’inté- 

grale générale serait, par conséquent, Mx + Ny—c. 

Max + Ndy 


Bu L'expression -——-" 
: Max +Ny 


étant unc différentielle 
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exacte, la condition connue conduit à l'équation 
! AM AM AN, AN 
Fe NN ApE dc Ty 
M UE N 
Ainsi, quelle que soït la fonction homogène M de 
adM dM M 


qe “le 
l'ordre m, l'expression est constante. On 


en connaîtra la valeur en prenant la fonction particu- 
lière x”, et lon trouve m. Donc on aura généralement" 


hdd dM nM 
 —— > 2.220 
ar EN Ty 6 


et l’on retrouve ainsi le théorème des fonctions homo- 
gènes. ; 
26. Premier exemple. — Soit 
(ax + by) dx = (max + ny) dy. # 


En posant 


Y=ux, d'où dy = udx + xdu, 


TE. } *edY AL MOT CERN 
l'équation proposée 7 TL enendrn 
dx MX + ny . 
du a+ bu du a+4(b—mu— nu 
UT, OÙ ES EE, 
dx m + nu dx m + nu 
d’où l’on tire 
dx m + nu 
Le — du ; 
x a+(b—mju— nu 


les variables étant séparées, on intégrera les deux mem 
bres, ce qui n’ofirira aucune difliculté. On remplacera 


. 4 Q a Là , lé 
ensuite u par —, et l'on aura l'intégrale générale de léquas 


uon pro posée. 


. 4 | : 
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97. Deuxième exemple. — Soit 
xdy — ydx = dx x’ + y?. 


Cette équation étant encore homogène relativement à x 
ty, on poseray—=ux, et l’on obtiendra, toute réduction 
faite, R 

——— dx du 
xdu = dx V1 > ail ou nr see 
intégrant les deux membres, et désignant par c une con- 
stante arbitraire, il vient 


log = = log (« + Vi + u:) à 


PET FENT. 
e=elu+ Vire) e(T+ Vi+5). 


On en tire successivement 


_ d’où 


2 c(y + Vz + »°), (x y} =c(x +), 


et enfin 
DE Rte CES 


28. Troisième exemple. — On peut quelquefois, par 
une transformation simple , rendre homogène une équa- 
üon qui ne l’est pas. Soit, par exemple, 


(ax + by + m) dx = {px + qy + n) dy; 


pour faire disparaître les termes indépendants de x et y, 
soient 


em np y +6, d'où. dr = dz', ::dy = dr, 
et déterminons x et 6 par les deux conditions 


au+b6+m—=Oo, pa +6 +nr—=o, 
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qui donneni 4 
nb — mq __ Np— na 
Tag — bp? 7 ag — bp’ - 
et supposons d’abord que l’on n'ait pas aq — bp = 0, 
L'équation proposée se trouvera ramenéeà la suivante : 


(ax + by") dx" = (pa! + qy') dy, 


qui est homogène, et que l’on intégrera comme précédéni 
ment; puis on remplacera x’ et y’ par x—a, y 6, 
Mais cette transformation serait impossible si l’on avail 
aq— bp = 0. Dans ce cas, l’équation proposée devient, 


en remplaçant ç par sa valeur de Ù ÿ 
(ax + by)(adx — pdy) = a(ndy — mdx). 
On posera alors : 
ax+by=2z, d'où dy = se m7 { 


et l'élimination de y donnera 


(an + pz) dz 
an + mb +(b+ p)2 


adx — 


les variables étant séparées, le problème est ramené à 
celui des quadratures. 

Dans le cas général, on aurait encore pu rendre l'équ 
ion homogène, en posant 


az + by+m=t, pr+qy +n=u, 


d'où l’on tre 
v 


TRE qdt — bdu d adu — ER 
aq — bp 


—. 


ag — bp À 


et l'équation proposée se trouve transformée dans la sui 
vante, qui est homogène : 


(pu + qt) dt = (au +- bt) du. 
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99. Prenons pour application géométrique une ques- 
‘tion qui a beaucoup occupé les géomètres à l’origine du 
calcul intégral, et qu’ils appelaient le problème des tra- 
‘jectoires. Il s’agit de trouver une courbe qui coupe, sous 
un angle donné, toutes celles qui sont renfermées dans 
:une équation donnée 


A) | PT, Ya) — 0, 


{dans laquelle le paramètre a peut prendre toutes les va- 
LISE possibles. 

Si l’on désigne par 7 la tangente de l’angle donné, par 
h. , Y' les coordonnées d’un point quelconque du keds et 
par & l’angle que forme avec l’axe des x la tangente à la 


| 


{courbe donnée, on devra avoir 


d ! 
— — lang 
(2) Ho is X 
1. +- ax, tang « 
dx! 4 
Or l'équation (r) donne 
dE 
dx’ : 
Ange —— EF ; 
D « 


l’équation (2) deviendra donc 


(3) m EME dy Dr Gr TRE = 
dy dx' dx dx 


et comme on a en même temps 
F (25 YS, a) — ©, 
si l’on élimine « entre cette équation et l'équation (3), on 


aura une équation entre les coordonnées d’un poini quel- 
conque du lieu. 


Examinons en particulier le cas où l'équation ( 1) st 


. 
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de la forme fe: 
(4) Y" = ax? | * 


on aura 
dF 


a = me (APT! pres Ets PV! 
dx F 9 44 , 


dy 


et l'équation (3) deviendra 


m | ny"! + apal a — ny"! ay + apxPT!' = 0; | 
dx dx É 
| 4 à 
en éliminant a entre cette équation et la premières or 


obtient 
dy \ dy Tr 
(5) m (ne+ pr %) = ROSES ù 


équation homogène qu'on intégrera sans difficulté. 
1°. Supposons, par exemple, 7 = p =1, l'équatior 
donnée (4) devient ; 
j = ax; 


et représente toutes les droites qui passent par l’origme 
L’équation (5) devient 


m (xdx + ydy) — xdy + ady = 0. 


On reconnaît ici que le premier membre devient un: 
différentielle exacte, en le divisant par x° + y°. On ar 
donc, en intégrant, 


m log (x? + y?)* — arc tang Te. 
T 


Si l’on passe à des coordonnées polaires, en posant 


z'== r COS 0) » FARINE, 
on irouve 
mlogr—=0+c, 
d’où 
0+c 


SAR NS 
PRE C ; 
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fab * a 


ou , en fiat” #0, 
#, 


Sls 


Ÿ pale mr c’ € 
On obtient ainsi une infinité de pe logarithmiques 
ra ayant le même point asymptote, 
°, Supposons nm —= © , Ce qui donne des trajectoires 
D. : équation (5) se réduit à 


L dy 
* % n zx + PY "re sg à , 
d’où l’on tire 
nr? pr = C: 


Suivant que z et p seront de mêmes signes ou de signes 
contraires, cétte équation donnera une infinité d’ellipses 
ou d’hyperboles semblables, et qui seront les seules 
courbes jouissant de la propriété de couper à angle droit 
toutes les paraboles ou les hyperboles renfermées dans 
l'équation 

NUE AP, 


Si l’on a, de plus, r = p — 1, la trajectoire a pour équa- 
tion 
+ Y°=C, 


ce qui donne un cercle quelconque ayant pour centre le 
point de concours des droites représentées par l'équation 
donnée 

51 ——(1Æ : 


Si = — p=1, les courbes données ont pour équation 


LA 


« . . “ 
y ——; et sont toutes les hyperboles équilatères ayant 
F4 


pour asymptotes les axes de coordonnées, Les trajectoires 
ont pour‘équation générale x? —3*—c, et sont toutes 
les hyperboles équilatères ayant pour asymptotes les bis- 
sectrices des angles des asymptotes des premières. 
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30, Équation linéaire. — On peut encore, par un 
changement de variables, intégrer l'équation linéaire du 
premier ordre 
dy + Xydx + X,dx = 0. 


Soit y—uz; u et z étant des fonctions de x indétermi- 
nées, on aura dy — udz + zdu, et en substituant, 


udz + zdu + Xuzdx + X, dx = 0. 


On peut déterminer d’abord u d’après la condition 
du Xudx — 0, et il en résultera udz + X,dx =. 
Or les variables se séparent dans l’avant-dernière, en 


eee : du 
divisant par u; ce qui donne — + X dx = 0. 
4 


En intégrant, il vient logu + f X dx = 0, la constante 
arbitraire étant comprise dans l'intégrale indéfinie. 


à à — fXdx ; “ 
On tire de là u —e J : substituant dans l'équation 
udz + X, dx = 0, il vient 


— f Xdx JXdzx 
€ 


d+X,dx=0o, d'où z=—/fXe dx + C, 


C étant la constante arbitraire relative à la nouvelle inté- 

43 e Le ee « . e e , l 
grale, qui sera prise à partir de telle limite que l’on vou 
dra. On aura ainsi | 


PE SXdx JXdzx 


Le (C—/f Xe dx). 


La constante arbitraire de /Xdx disparaît d'elle 
même de cette expression, et il n’en reste qu'une, comme 
cela doit être. On retrouve ainsi l'intégrale déjà donnée 
par une autre méthode. 


31. Équation de Bernoulli. — On peut ramener à | 
l'équation linéaire la suivante, qui.a été traitée d'abord 
par Jacques Bernoulli : 


dy + Xydx = X, Y'T'dæ,. 
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Si l'on pose 
1 
D oo 72: "| et; parsuites dr=— 2 i0fdz, 


on trouve, en substituant dans la proposée et réduisant, 
dz— nXzdx + nX;dx = 0, 


équation linéaire dont l'intégrale est, d’après la formule 
£ précédente, 

nf Xdzx 
Feet J 


Bad) 


I 
A 


(C— nf X;e ; 


La valeur de y s’en déduit immédiatement. 
On peut arriver au même résultat par une autre trans- 
formation , déjà employée pour l’équation linéaire. 
Soit y = uz; l'équation proposée devient 
udz + zdu + Xuzdx = X,u"*!zt#! dr, 
et peut se partager dans les deux suivantes: 
d'at-X dr, =i0 «du > Xu"tier da: 


d’où l’on tire 


T - 
Puy Ur —n ( Ÿ X: USE dr AK c) 9 
F4 


0 


l'intégrale JXdx étant indéfinie, On en déduit 


I d À = 
L— — ne EU X,e RARE a te c). 
y ds 

La constante introduite par f X dx disparaît évidem- 
ment, de sorte qu'on peut prendre cette intégrale à partir 
d’une valeur quelconque ; y ne contiendra donc que la 
seule constante C. 

Remarque. — On peut quelquefois déterminer l’inté- 
grale générale &’une équation du premier ordre, dont on 

IL, n 
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connaît une intégrale particulière, au moyen d'une trans- 
formation très-simple, employée par Euler. 

Soit, par exemple, 


dy + X ydx = X, y? dx + X: dx. 


Cette équation a de plus que la précédente le terme X, dx; 

mais l’exposant 7 + 1 a la valeur particulière 2. Suppo- 

sons que z soit une fonction de x qui satisfasse à cette 

équation sans renfermer de constante arbitraire, et po 
sons y — z + u, u étant une fonction inconnue de x. En 

ayant égard à l'équation 


dz + X zdx = X, z° dx + X,dx, 
qui a lieu par hypothèse , il restera 
du + (X — 22X,) udx = X, u’ dx. 


Cette équation étant renfermée dans celle qui vient 
d’être intégrée, on en tirera la valeur de uw, avec une con- 
stante arbitraire, et l’on connaîtra, par suite, la valeur 
générale de y. | 

Si l’on n'avait pas 2 +1 — 2, la même substitution 
ferait encore disparaître X, dx, mais elle introduirait de 
nouvelles puissances de y qui ne permettraient plus d'in- 
iégrer la transformée. 
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CHAPITRE VE. 


ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE, DANS LESQUELLES 
LA DÉRIVÉE ENTRE A UN DEGRÉ SUPÉRIEUR 
AU PREMIER. 


à À dy , À ea 
32. Si l’équation renferme _. à des puissances supé- 


rieures à la première, et qu’elle puisse être résolue par 
rapport à cette quantité, on aura ainsi plusieurs équa- 
tions de la forme P dx + Q dy — o que l’on tàchera d'in- 
Mr Soient o(t, y, c)—0o, m(x,y,c')—0o, etc., 
ces diverses intégrales dans lesquelles c, c’,..., désignent 
des constantes arbitraires; toutes les solutions de l’équa- 
tion proposée seront renfermées dans la suivante : 


p(z, ds c).pi(zx, y c'). AO! 


On pourra effectuer les calculs en considérant la con- 
stante c comme la même dans les différents facteurs; car, 
comme ils ne doivent être égalés à zéro que séparément, 
on n’altère en rien les solutions en représentant les con- 
stantes par la même lettre. 

Soit, par exemple, 


on aura les deux intégrales 
Y=AL+C, Y=—axr +0, 
et l'intégrale complète sera 


(y—ax+c).(y+ax—c)—=o, 


EX 


a à. Lo À 
à, 
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ou, ce qui est plus simple, sans être moins général, 
(y—ax—c)(y+ax—c)=o, ou (y —c}—a x =. 


Supposons plus généralement 


dy 
AFAR 


et soit æ une racine quelconque de l’équation F (z) =; 
on satisfera à la proposée en posant 


dy 
TEE À OU Y—ar+c, où 


On a donc, pour une intégrale quelconque, 


(= 
T 


et, par conséquent, cette dernière équation est l'intégrale 
complète de la proposée. 


33. Soit maintenant une équation différentielle de de- 
gré quelconque, homogène par rapport à x, y, 


Jr) Q) +-0)ee 


On posera 
== u; 
Z 
d’où 
dy = xdu + udx, 
et 
dy du 
——— + ——. + 
dx dx 
La proposée devient ainsi * 


du \7” du \ #1 
(n+24) +F(u) (u+2%) +...+f(u)=o, 
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d 0 du d 
et il en résulte m valeurs de u + x — en fonction de u. 


dx 
Pour chacune d’elles on aura une équation de la forme 
du 
ten re (a); 
d’où l’on tire 
À dx du 
za  g(u)—u? 


et les variables sont séparées. 
34. Lorsque l'équation ne peut être résolue par rapport 
L dy L TA « * 
à 7 et qu elle peut l'être par rapport à y oux,onaà 
€ : 
considére rl’une des deux formes générales 


x =F(x,;p), z=F(yr,p), 


. ° , ° d + ? 
p désignant le rapport différentiel _. Dans l’un et l’autre 


cas, la différentiation conduit à une équation du pre- 
mier ordre entre deux variables p et x, ou p et y. Si l’on 
peut en trouver une intégrale première dans laquelle ne 
rentre pas la proposée, on éliminera p entre elle et l’équa- 
tion proposée, et l’on aura l'intégrale générale cherchée. 
Ce procédé conduit à une simple quadrature lorsque le 
second membre ne contient que la variable p. 


39. Si l'équation a la forme 


r=2F (p}+$f(p), 
la différentiation donne 
pdxz = F(p)dx + xKF'{(p)dp + f'(p) dp. 


Cette équation, étant du second ordre, a deux intégrales 
du premier : lune, qui coïnciderait avec la proposée aug- 
mentée d’une constante; l’autre, que lon obtiendra par 
de simples quadratures, en observant que cette équation. 
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est linéaire par rapport à x et dx." Éliminant p entre 
cette intégrale et l'équation donnée, on aura l'intégrale 
générale, et l’on en déduira les intégrales singulières 
d’après la théorie exposée précédemment. 


36. Dans le cas particulier où F(p) =p;,ona 
| x = pr +f(p); 
en différentiant , il vient 
o=[x+f'(p)]dp, 


équation à laquelle on satisfait de deux manières. 
Si l’on pose dp — o , il vient p —c, et éliminant p, on 
a pour l'intégrale générale 


7 = cx + f(c). 


Si l’on pose x + f'(p) —0o, et que l’on élimine p entre 
cette équation et la proposée, on aura l'intégrale singu- 
lière; car la valeur de p tirée de la dernière équation 
sera une fonction de x, et l’élimination conduira au 
même résultat qu’en substituant cette fonction de x à € 
dans l'intégrale générale : la solution qu’on obtient ne 
résulte donc pas d’une valeur particulière attribuée à la 
constante. 
.. On voit d’ailleurs qu'éliminer p entre x + f'(p) =0 
ety = px + f(p) revient à éliminer c entre 
z+f" (ce) = 0 ret M cætE los 

et comme x +f” (c) est la dérivée de cx +f{(c), par rap- 
port à c, on parviendra à la solution singulière de l'é- 
quation dont y — cx + f (c) est l’intégrale générale. 

37. Nous allons appliquer à la résolution de quelques 


questions géométriques le procédé que nous venons de 
faire connaître. 
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Soit proposé de trouver une courbe telle, que le pro- 
duit des perpendiculaires abaissées de deux points fixes 
sur une quelconque de ses tan gentes soit constant. 
Désignons par 2 c la distance de ces deux points, et par 
b? le produit des perpendiculaires ; prenons pour origine 
le milieu entre les deux points donnés, et pour axe des x 
la droite qui les joint : la condition donnée conduira im- 
médiatement à l'équation 


(T -— pr) — € p° — + b:, 
1 + p° 


le signe supérieur correspondant au cas où les deux points 
sont d’un même côté de la tangente, et le signe inférieur, 
à celui où ils sont de côtés différents. On tire de cette 
équation 


(0) pet V(eEb)p Eb; 


ce qui est un cas particulier de l’équation 
x =p2 + (bp). 


En suivant la marche indiquée généralement, on trouve 


(2) er 


+ bp + b? 


posant dp = 0, d'où p — «, « désignant une constante 
arbitraire, puis éliminant p entre cette dernière équation 
et l'équation (1), on aura l’intégrale générale 

y = ax + V(e Hb?)E b!?, 


qui représente une infinité de droites, tangentes à la 
courbe ayant pour équation 


(3) À isa on pr Ed D def an À Aa: dd 


d'ou l’on peut déjà conclure que cette courbe est la solu- 
P ] I 
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tion singulière, puisqu'elle est l'enveloppe des intégrales 
particulières. 

Dans le cas où l’on prend les signes supérieurs, elle 
n'est autre chose qu’une ellipse dont les foyers sont les 
deux points donnés , et dont le petit axe est égal à 2b. Si 
l’on prend les signes inférieurs, les deux points étant de 
côtés différents de la tangente, les perpendiculaires sont 
respectivement moindres que les segments de la droite 
égale à 2c, d’où résulte c<< b. La courbe est donc alors 
une hyperbole ayant pour foyers les deux points donnés, 
et pour axe imaginaire 26. 

Le second facteur de l'équation (2) doit aussi donner la 
solution singulière, comme cela a été démontré générale- 
ment. En l’égalant à zéro, on a 


PAGE FUIT. 0 
Vie + bp b? Re. 


LA 


(4) 2 + 


Éliminant p entre les équations (1) et (4), on retrouve 
l'équation (3), comme cela devait être. 

Dans cette question, la courbe que l’on avaït en vue de 
déterminer est donnée, non par l'intégrale générale, 
mais par la solution singulière; ce qui montre que cette 
dernière doit toujours être cherchée avec le même soin 
que la première. 


98. On donne deux parallèles, et sur chacune d'elles 
un point fixe; et l’on demande l’équation de la courbe 
telle, qu'en lui menant une tangente quelconque, les 
segments déterminés sur chaque parallèle entre le point 
fixe et le point de rencontre avec la tangente donnent 
un produit constant b?. 

Soit 2a la droite qui joint les deux points fixes; pre 
nons l’origine en son milieu, l’axe des x suivant sa direc- 
tion, et l'axe des y parallèle aux deux lignes données. 
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La condition donnée fournit l'équation 


(y — px) — a p=E 6. 


Le signe + du second membre se rapporte au cas où les 
deux segments seraient d’un même côté de l’axe des x, et 
le signe — au cas où ils seraient de côtés différents. 

On tire de cette équation 


Y = px + Vap + VER 


d’où, en différentiant, 
dp ap 
ce (+ + —— Pia = OÙ 
dx ; Va? p'E b: DE bd b: 
On aura l'intégrale générale en posant 
OU d'où #'ecua: 
& désignant une constante arbitraire, et substituant à à p 
dans l'équation différentielle de la courbe; ce qui donne 
Y=ax+ Va’ + b2. 


On aura la solution singulière en éliminant p entre l’é- 
quation différentielle de la courbe et la suivante : 


d* p 
Va pi b° an 
Ce calcul conduit à équation 


dy ba ube, 


qui représente une ellipse ou une hyperbole, rapportée 
à un système de diamètres conjugués, suivant que l’on 
prend les signes supérieurs ou les signes inférieurs. 

L’ éule générale représente toutes les tangentes à 
l’une ou à l’autre de ces deux courbes. 
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39. Proposons-nous encore de déterminer la courbe 
telle, que la partie de chacune de ses tangentes, inter- 
ceptée entre deux droites rectangulaires, soit égale à 
une quantité donnée a. 

En prenant les deux droïtes rectangulaires pour axes 
de coordonnées, on est conduit à l'équation 

ap 
Vi+p: 
le radical comportant le double signe. On trouve, en la 


différentiant, 
PAS 
dp k + sr 0! 
G+p) 


L'intégrale générale sera, en désignant par c une con- 
stante arbitraire, 


Y = PT + 


? 


ac 
FY=CLT+ 


0) 
2 


V I+C 
on obtiendra la solution singulière en éliminant p entre 
l'équation différentielle de la courbe et la suivante : 


On tirera d’abord 


(1 + p°) 


| 
| 
| 
. 
8 1 & 
c|— 


qui, remis dans la première, donne 


CPAS Fes: 
PSE (2 LES a x 
urant de là la valeur de p, et la substituant dans la pré- 
cédente, on parvient à l'équation 
2 2 3 
3 


Sr À 


dont la discussion est très-facile. 
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Nous allons démontrer maintenant que cette courbe 
n'est autre que l’épicycloïde qui serait engendrée par un 
a 


f 


point d’un cercle ayant pour rayon - et roulant intérieu- 


rement sur un cercle de rayon a. 

En effet, soit OB (Jig. 1) un rayon quelconque d’un 
cercle ayant pour rayon a; décrivons un cercle qui ait 
pour diamètre BC, moitié de OB, et prenons l’arc BM 
égal à l’arc BA, A étant un point fixe du premier cercle: 
le point M appartiendra à l’épicycloïde en question, et il 
s’agit de prouver que [a partie de sa tangente au point 
quelconque M, qui sera comprise dans l’angle droit YOX, 
est égale à a. 

Or, la normale à cette courbe étant BM, la tangente 
sera MC, et il faut prouver que l’on a LN — a. 

Remarquons pour cela que, d’après la théorie de la 
mesure des angles, et la condition AB — BM, l’angle 
BCM est double de NOC, et par conséquent NOC — CNO; 
d'où CN — CO. | 

On prouverait de même que l’angle LCB est double de 
LOC, et que, par conséquent, LOC — OLC, d’où LC—OC 


et, par conséquent, LN — a; ce qu’il fallait démontrer. 


40. Équation difiérentielle de la développante du 
cercle. Son intégration. — Désignant par x, 6 les coor- 
données d’un point quelconque d’une courbe quelconque, 
et par x, y, celles du point correspondant de sa dévelop- 
pante, on aura les deux équations 


dire da aœ—x 


== — 3 — = ——— 

dx dé dé 6—7y 

Dans le cas où la première courbe est un cercle, on a 
Gt 07, 


et on aura l'équation de sa développante en éliminant 
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et 6 entre ces trois équations. La dernière donne 
da 6 
d6 & 
qui, combinée avec la seconde, donne 
ax + 6y = a?. 


La première devient 


et l'élimination de « et 6 conduit facilement à l'équation 
du second degré 


(1) (x dx + y dy} = a (dx! + dy), 

qui, résolue par rapport à y, pourrait être traitée par la 
méthode précédemment indiquée, calcul que nous n’ef- 
fectuerons pas. On en déduit d'abord une relation très- 
simple entre l’arcs et le rayon vecteur r mené du centre. 


En effet, puisque x°+ y°= 7°, on a 


+xdx + y dy = rdr; 

de plus 

dx? + dy?= ds’: 
on obtient donc immédiatement 

| rdr = ads, 

F ‘ , . 4 72% 
équation que l'on trouve directement par la figure; d’où 
résulte 

r—=2as + C. 


S1 l’on fait commencer les arcs à partir de la naissance 
de la développante, on aura r = & pour s = 0; donc 


C0 TC T2 0" 


On obtient une autre formule simple entre l’are de la 
développante et son rayon de courbure p, qui n’est autre 
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chose que l’arc correspondant du cercle. En effet, on a un 
triangle rectangle formé par le rayon vecteur de la déve- 
loppante, la tangente au cercle, qui est le rayon de cour- 
bure, et le rayon du cercle, d’où résulte 
Rp + dd, 
et, par suite, 
p—=2as. 


* Maintenant, pour intégrer l'équation (1), nous la trans- 
formerons en coordonnées polaires; elle devient alors 


r° dr= a (dr +r d0), 
d’où l'on tire 


dr Vr°— a? 
PR ANEN Pet, 
ar 
et, en intégrant, 
NE var ua 
0 — — — V7 — a+ arcsin - + C; 
a F 


faisant commencer les angles au rayon vecteur égal à a, 
on 4 


1 |———— a 
C——- et 0—- V7 — 4 — arccos — ; 
2 a r 

, nu A 0 0 

équation que l’on trouve à la seule inspection de la figure. 


On en peut déduire l’équation entre x et y en la met- 
tant d’abord sous la forme 


n 


0 & MANN LE PPT |T pa” 
+ arccos == = Va+ y ms 5 


puis prenant successivement le sinus et le cosinus des 
deux membres ; on obtient ainsi 


Ts Q ) 2 RS 2 2 : 
—. sin + cos I = sin = Vr + ÿl— a, 


7 


a ; 0 Fi à I VÉCRTENPRSRINE 
— COS 0 — sin I — = COS — Var + y'— a? 
r r° a J 


Mr À 
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Multipliant la première par sin 0, la seconde par cos, 
L] a L] 
et ajoutant, on trouve — pour premier membre, et mul- 
r 


tipliant par r, on obtient 
le - ANS QU TRE 
x COS — Vx? + y? — a’ + y SIN — Va + y'—a— a, 
a a 


équation que l’on trouverait directement, comme nous 
l'avons déjà dit, n° 259, en projetant l’abscisse et l’or- 
donnée sur le rayon mené au point de contact du cercle 
et de la tangente mobile. 
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CHAPITRE VII. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 


M. La première question que nous avons traitée dans 
le calcul intégral a eu pour objet de trouver une fonc- 
on d’une seule variable , lorsqu'on connaît l’expression 
de sa différentielle au moyen de cette variable seulement. 
Nous avons considéré ensuite les fonctions de plusieurs 
variables indépendantes, et nous nous sommes proposé de 
les déterminer, connaissant l’expression de leur différen- 
üelle totale, ou, en d’autres termes, de toutes leurs déri- 
vées partielles du premier ordre. Revenant ensuite au 
premier problème, nous l'avons étendu au cas où la diffé- 
rentielle par rapport à la variable indépendante unique 
renfermait dans son expression la fonction elle-même 
mêlée avec la variable indépendante : c'est ce qui consti- 
tue l'intégration des équations différentielles à deux va- 
riables. Nous allons maintenant étendre de la même ma- 
nière le second problème, et supposer que la différentielle 
totale de la fonction inconnue de plusieurs variables in- 
dépendantes renferme la fonction mêlée avec ces variables. 
Les équations qui donnent une pareille expression à la 
différentielle de la fonction cherchée, se nomment équa- 
tions différentielles totales. Nous nous bornerons à celles 
qui renferment trois variables. 

Leur forme la plus générale est 


(1) Pdx + Qdy + Rdz==0, ou de = — à — Ÿ ds; 


x sera considéré comme la fonction des variables indépen- 


PEL 
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dantes y, z; et la différentielle totale de x renfermera à 
la fois cette fonction et les variables indépendantes : P, 
Q,R étant des fonctions quelconques de x, y, z. 

Si l’on connaissait la valeur de x en y et z, en la re- 


Q R 
mettant dans ces trois fonctions, — p ©t —5 seraient 


identiquement les dérivées partielles de x par rapport à y 
et z. Donc d’abord, si l’on cherche la fonction la plus 
générale de y qui satisfasse à la condition que sa dérivée, 


\ » Q Le . AT à 
ar rapport à Soit — =; Zg étant considéré comme une 
P PP Jo P 


constante, la valeur cherchée de x sera renfermée dans 
celle que l’on aura ainsi déterminée; et il ne restera plus 
qu'à l’assujettir à satisfaire à la seconde condition. 


ù sue TA £ dx 
Il faut donc d’abord intégrer l'équation ps 2 % ou 


P dx + Q dy = 0, 


dans laquelle z est une constante. Ce problème rentre 
dans la théorie précédente ; et, en le supposant résolu, on 
aura une équation U —o entre x, y, z, GC; C désignant 
une quantité arbitraire, indépendante de x, y, maïs qui 
peut rénfermer z d’une manière quelconque; et il s’agit 
maintenant de déterminer C, s'il est possible, de manière 
que la dérivée partielle de x, par rapport à z, soit identis 


R . ; e « 
quement — 5° àu moins, lorsqu'on aura substitué à x sa 
valeur tirée de U — o. 


Différentiant l'équation Ü — 0, en traitant y comme 
constant, 1l vient 


dz dx \ dz AC: AT E 


adÜU '1auU (æ) dU dc 


: . dx R ; ; NES 
et substituant à la valeur — 5 quil doit avoir, il sera 
Z CR 
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nécessaire et suffisant de satisfaire à l'équation 


dU RdU dUdC. 


(2) 2 RU PLU? TA DER EL 


dans laquelle x est censé remplacé par sa valeur. 

Mais, comme C ne doit pas renfermer y, il est néces- 
saire que la substitution de x dans cette équation en fasse 
disparaître y. Si cela n’a pas lieu, le problème est im- 
possible; et si cela a lieu, on a une équation différentielle 
du premier ordre entre C et z. Son intégrale générale 
renfermera une constante arbitraire; et reportant la va- 
leur de C, qu'on en déduira, dans l'équation U — 0, on 
aura l’équation qui détermine x de manière à satisfaire 
aux conditions proposées. 

On voit que la question n’est pas toujours susceptible 
d’une solution, et que, quand elle en a une, l’intégrale 
est donnée par une équation entre x, y, z, qui renferme 
une constante arbitraire, et que l’on obtient par l'inté- 
gration de deux équations du premier ordre, à deux va- 
riables. 


42. Il suit de là que quand la question proposée est 
possible, l'équation différentielle résulte de l'élimination 
d'une constante arbitraire entre une équation à trois va- 
riables et sa différentielle totale égalée à zéro; et cette 
considération va nous conduire à un proposition impor- 
tante. 

Soit V — C’ l'intégrale de l'équation (1) résolue par 
rapport à la constante arbitraire C/. En la différentiant, 
l'élimination de C’ se trouvera effectuée, et le résultat sera 
identiquement le même que si l’élimination s'était faite 
autrement. 

L'équation 
(3) EE Res M AVAL 

dx dy dz 


II. 5 


dz +0 


1 6,2 HO. 14 
; 108 
n ! 
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devra donc être identique avec l’équation (1}, lorsqu'on 
aura réduit le coeflicient de la même différentielle, par 


exemple de dx, à avoir la même valeur de part et d'autre. 
dV 


Multipliant donc l'équation (1) par ac elle devien- 


dra identique avec (3), et son premier membre sera, par 
conséquent, la différentielle exacte d’une fonction V des 
trois variables indépendantes x, y, z. D’où se tire cette 
conséquence, que lorsque la question admet une solution, 
le premier membre de l'équation donnée devient une 
différentielle exacte quand on le multiplie par une cer- 
taine fonction des trois variables. 

Soit u. le facteur tel, que mP dx + 1 Q dy + uR dz soit 
une différentielle exacte, on aura les trois conditions sui- 


vanies : 


—— 


2 


d'hier tds ddl d'A... HAROSS PE 
ep En TU TS 9 mi” Ra = 


dy dx dz dx 7 dz dy 


ou, en les développant, 
dP d'p dQ 
dP dy dR dp 
Fa. de ddr ‘dr 
dQ dd GR NUE 
p—+QL=p- +R E 
dz dz dy dy 


Si l’on multiplie la première par R, la seconde par 
— Q, la troisième par P, qu'on les ajoute ensuite, et 
que l’on supprime le facteur x, on devra avoir identi- 
quement 


Hr(R-S) +R) +R 


/ 


(F-2)= 
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Il sera donc inutile de chercher à résoudre la question 
quand cette identité, facile à vérifier, n’aura pas lieu. 

Réciproquement, toutes les fois qu’elle aura lieu, la 
question admet une solution; car nous allons démontrer 
que dans ce cas le premier membre de l'équation (2) de- 
vient indépendant de y quand on en élimine x. 

Mais, pour plus de simplicité, nous supposerons que 
l'équation Ü = o ait été résolue par rapport à la con- 
stante C, et soit remplacée par U —C, ce qui ne chan- 
gera rien aux conditions. L’équation (2) se change alors 
en Ja suivante : 


dU 
dÜ déiifrdG Ll 
dz pétasse 


et il faut toujours que la substitution de x en fasse dis- 
paraître y. 
Soit # le facteur qui rend Pdx + Q dy différentielle 
exacte; on a 
0P dx + vQ dy = dU 
et 
dU dU 


SORENE 2 4Qi== 


P = : 
ds dy 


La quantité qui ne doit plus renfermer y est 


dU 
dU dx dU F 
dz N' Le pre es LE 


et il suffit d'exprimer que sa dérivée par rapport à y est 
nulle, en considérant x comme une fonction de y, dont la 


Q 


dérivée partielle par rapport à y est — 6 On obtient ainsi 


dy drx D 


dz dy  didxz P dy. dx P 
ip 


dU AUTO ( dR $) R(T Jp S 
1 Maur 0 rer à 14 
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1. à 8h 
En multipliant par P et observant que = vQ, et 


au : à 
Te = vP, les deux premiers termes deviennent 
TL 


1 : dv de te: AA 
et la dernière partie R (P& — Q T) se réduit à 
1 1P e. + LA ” 2 
Rp (222%), Ja condition précédente devient donc, 
dx dy 


en supprimant le facteur commun v, 


dQ dR dR dP dP dQ 
"4 Lobs.| Par 5 RE BU CNNTES 
( r)J+e(s )+ (5 ) 54 
équation qui ne diffère pas de l'équation (4). Donc cette 
équation, déjà démontrée nécessaire, est en même temps 
suffisante pour que la question proposée admette une 
solution. 


On procéderait d’une manière semblable dans le cas où 
le nombre des variables serait plus grand. 
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CHAPITRE VII. 


DES ÉQUATIONS LINÉAIRES D'UN ORDRE QUELCONQUE. 


43. On appelle ainsi celles dans lesquelles la fonction 
cherchée et ses dérivées jusqu’à l’ordre m n’entrent qu’au 
premier degré, et ne se multiplient pas entre elles. Leur 
forme générale est 

ad" y CE TAr 


+ A——— 


() dx" Pr +T Rs +Ur= Ya 


A,..., U, V étant des fonctions quelconques de x. Ces 
équations jouissent d’une propriété remarquable, lorsque 
le dernier terme V manque. Elle consiste en ce que la 
somme de plusieurs solutions forme encore une solution 
de la même équation. 
Soit, en effet, l'équation 
d" y 11 im 14 
2 —— + À ——— Tr? Ur10 
(2) de" 7 dem CT ES dx “ap Sd 
Si Y19 V2, ete., sont des fonctions qui satisfassent à cette 
équation, on aura 


d" y: TT dy: 

dx” CAR Er NE US 
ad" y: dry: dY2 

AP Dan es des de © 


Ajoutant ces équations, on aura le même résultat que 
si l’on substituait y; + y: +...+ y, à y dans (2). Donc 
la somme d'un nombre quelconque de fonctions de x 


70 LIVRE 1V. | 
qui satisfont à l'équation (2) forme encore une solution 
de cette équation ; et, par conséquent, si l’on connaïs- 
sait un nombre m d’intégrales particulières renfermant 
chacune une constante arbitraire, leur somme serait 
l'intégrale générale. 

On observera d’ailleurs que si une valeur de y est con- 
nue, on peut la multiplier par une constante arbitraire, 
sans qu'elle cesse de satisfaire; de sorte que si les mn fonc- 
tiONS V1 Y25 +++ Ym Satisfont à l’équation (2), son intégrale 


générale sera 
T=UŸi + VrHe EF CnYns 


Ci» Cas...) Cm désignant des constantes arbitraires, et en 
supposant qu'on puisse les déterminer de manière que 
pour une valeur quelconque de x, les valeurs de y, 
dy ar y 


ER à re soient tout à fait arbitraires. 
TL 5 AÈE) 


+ 44. Lorsque l’on aura à intégrer l'équation (r), on com- 
mencera par chercher à intégrer l’équation (2) qui estplus 
facile. Si l’on y peut parvenir complétement, nous allons 
montrer comment on en peut déduire l'intégrale générale 
de lPéquation (1). 
Soit 
SU FC Vtt... FER Na 

l'intégrale générale de l’équation (2) quand on considère 
Cio Coprs Cm COMME des constantes arbitraires. Il est évi- 
dent qu’on peut, d’une infinité de manières, substituer à 
ces constantes des fonctions de x telles, que l’on obtienne 
l'intégrale générale de l'équation (1); et nous allons voir 
que l’on peut en avoir une détermination qui n’exige que 


de simples quadratures. 
En différentiant l'expression ci-dessus, on obtient 


dy = 0 dyi+ cdÿ3 + + Cm dm + 1 di + Pa dE + ee Nm Cmns 
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Oron peut assujettir ci, C:,: 2, Ch à la condition 
Yi dc + Yade +... + Ym dm =; 


et il en résulte 
ay = Ci dYi + Ca dYa +. «+ Cm dYm: 


On différentiera cette nouvelle équation, et l’on égalera 
encore à zéro l’ensemble des termes qui contiendront les 
différentielles de; , des ,..., de, ; et l’on continuera ainsi 
jusqu'à d"—! y inclusivement : on aura, de cette manière, 
m — 1 équations entre les différentielles dc,, dc;,..., de, 
et des fonctions connues. Substituant ensuite dans l’équa- 
tion (1) les valeurs de y, dy... , dy, on aura une dernière 
équation qui, jointe aux premières, déterminera complé- 
tement les inconnues ci, C:,..., Cu. 

Ces m équations sont les suivantes : 


Yi dc Hit Y2 de: Ebrrt Mr | ne4 —=O, 
dy, de, + dÿ3 des +. + dYm dm = 0, 
dy de + dy, dc, +i..+ dd? yndn T0, 
du yide + d"! yide; +...+ dd" Yndcn = N dx", 


et il faut bien remarquer que ces équations peuvent avoir 
lieu en même temps si l’on est parti de l'intégrale gé- 
nérale de l'équation (2). En eflet, les coeflicients de 
des ,..., dc, sont précisément ceux que l’on aurait pour 


dans ONE de ps Dionens API 
Ci 2°... CC ans es expressions e VE ne 920. 9 da , en 


désignant par y l'intégrale de l'équation (2). Or nous sup- 
posons que, pour une valeur quelconque de x, on peut 
satisfaire aux équations obtenues en égalant ces expres- 
sions à des quantités quelconques, et en tirer des valeurs 
finies c,,..., c,. Donc aussi le système des équations où 
de; ,..., de, entrent de la même manière, ne renfermera 
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aucune incompatibilité. Il donnera, pour ces inconnues, 
des valeurs de la forme 


dé = X\ dr," de, = X 02 OO RE 
d'où 
€: = [X;dx + œ, = fX:dx+ 03,3 Cn=f Xm LE + &m 


et 
(3) r=ri( + Xidx)+y (cs + fX:dx) +... +7 mom + f X md). 


C’est l'intégrale générale, puisqu'elle renferme m con- 
stantes arbitraires. 


45. Si l’on ne connaissait pas m intégrales particulières 
de l’équation (2), la question ne serait pas ramenée immé: 
diatement aux quadratures. 

Supposons, par exemple, que l’on en connaisse m—1 
intégrales particulières, on ne pourra plus établir que 
m— 2 conditions entre les m— 1 quantités c:,C:,..., C1: 
Alors l’expression de d'y renfermera de, .…, de,._3 et 
d"y renfermera d°?c,,..., dc, La substitution dans l’é- 
quation (1) fera toujours disparaître C4, C»,..., Cm_1, Maïs 
leurs différentielles premières et secondes y entrercent; et 
commeles #— 2 équations établies entre dc,, dc:,...,de,, 1 
déterminent ces différentielles en fonction de dc;, on aura 
une équation linéaire du second ordre qui renfermera 
des, dci, mais non c;,. On la ramènera au premier ordre, 
sans qu'elle cesse d’être linéaire, en posant sa — z. Elle 
pourra toujours s'intégrer complétement, et il s'in- 
troduira ainsi deux constantes arbitraires. De simples 
quadratures feront ensuite connaître les m— 2 autres 
quantités Co, Cgpers Cm_19 €t il s'introduira ainsi m — 2 
nouvelles constantes arbitraires, de sorte que la valeur dey 


PUY GŸats ie + Cm Yan 
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renfermera rm constantes arbitraires, et sera, par consé- 
quent, l'intégrale générale de l’équation (1). 


46. Si l’on n’avait connu que m — 2 intégrales de l’é- 
quation (2), on n'aurait pu établir que #1 —3 relations 
ENTTE C4y Caye..s Cm_2y Et l'équation (1), après la substitu- 
tion , aurait renfermé les différentielles troisièmes. L’éli- 
mination de c:,..., c,_: aurait donné une équation li- 
néaire du troisième ordre renfermant dc;, d’c; dc, 
mais non C,. On pourrait donc encore l’abaisser au second 
ordre, sans qu’elle cessàt d’être linéaire ; et si l’on pou- 
vait l’intégrer complétement, on en déduirait, comme 
dans le cas précédent, l'intégrale générale de l’équa- 
tion (1). En appliquant les mêmes raisonnements , on ver- 
rait que si l’on connait m — n intégrales particulières de 
l'équation (2), l'intégration complète de l’équation (1), 
et, à plus forte raison, de l’équation (2) est ramenée à 
celle d’une équation linéaire de l’ordre n, et à de simples 
quadratures. 


47. Il est facile de démontrer que l'intégrale générale 
de l'équation 


dr At ty dy 
(a) M no Ne US =—0 


est nécessairement de la forme 
= HF Oÿit.. + Cm Yme 


En effet, soit y, une solution de cette équation; suppo- 
sons qu’elle ne renferme aucune constante arbitraire, ce 
qu'on peut toujours faire, puisque, s’il en existait, il n’y 
aurait qu à leur attribuer des valeurs particulières. L’é- 
quation (&) admettra pour solution 


YF = CYi; 


e désignant une constante arbitraire. Considérant main- 
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tenant c comme une fonction de x, on aura 


dy = y, de + cdy,;, 
dy = y, d'c + 2dy, dc+ cd?y;, 


En substituant dans l’équation (4), les termes multipliés 
par c disparaissent, et l’on a une équation linéaire de la 


forme 
dc dm—tce de 


—— +, , ET, — — 
dx" Fe | da dE Los: dx v3 


de 
et, en posant — — u, 


dx 
dm !'ù dau 
(b) not bars ES RTE 


Soit u, une solution de cette équation, sans constante 
arbitraire, c'u, en sera encore une, et l’on aura 


c—c'fudx +c”, d'où y=c’y:+ cri fudx. 
On a donc une solution de l'équation (a), de la forme 
FF = CGT: + C2 2 9 


Y2 étant une fonction de x différente de y1. 
Donc, puisque cela peut s'appliquer à toute équation 
linéaire, on aura une solution de l'équation (b) de la forme 


u = au, + 6, 
d’où 
c— «fu dx + 6[u;dx + 4, 
el, par suite, 
à dr ay, fudx + 671 fu: dx + YY1 


v'est-à-dire que l'équation (a) a une intégrale de la forme 


F= VF + C2 + CVs 
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Il en sera donc de même de l'équation (b), et ainsi de 

suite, jusqu’à ce que l’on ait pour y une expression ren- 

fermant m constantes arbitraires, et qui sera l'intégrale 
générale. 

48. Le calcul précédent conduit encore à cette impor- 

tante proposition, que l'équation (a) ne saurait avoir de 


solution singulière. Supposons, en effet, qu'il y en aitune, 


et désignons-la par y:, après qu’on aura remplacé par 
des valeurs particulières quelconques les constantes arbi- 
traires, si elle en renferme. Les raisonnements qui ont 
été faits dans le numéro précédent conduiront encore à 
une valeur de y de la forme 


I =UYi FOÿa Hess CnŸ ms 


qui sera nécessairement l'intégrale générale. Mais y, s’ob- 
tient en supposant nulles toutes les constantes excepté c; : 
elle est donc une intégrale particulière, quelques valeurs 
qu'on y ait mises pour les constantes, et non une solution 
singulière, comme on l'avait supposé. D'où il suit que 
les équations renfermées dans la formule (a) ne peuvent 
jamais avoir de solutions singulières. 


49. Cas où l’on connaît une intégrale particulière de 
l'équation (1).— Lorsque l’on connaît une intégrale par- 
ticulière de l'équation (1), on peut ramener la recherche 
de son intégrale générale à celle de l'intégrale générale de 
Péquation (2). 

Soit, en effet, u cetie intégrale particulière; on posera 
y =u+zdans l'équation (1), eten supprimant les termes 
qui se détruisent d’après l'hypothèse, il restera 

m m—1 
283 CES +TE+U:=0, 
et l’on est ramené, par conséquent, à la recherche de l’in- 
tégrale générale de l'équation (2). 
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Soit pour premier exemple 
dy dy 
par + A pre +... . + Üy = ax" + bx" =" +... Tr PL 
A,..., U,@,..., q étant constants. 
On posera 


ÿ = Qui CE GATE + x +. 


On identifiera les deux membres après la substitution 
dans l'équation proposée, et il en résultera 7 + 1 équa- 
tions qui détermineront les 7 + 1 inconnues #, HE | | 
On rentrera donc dans le eas où le second membre se- 
rait nul. 

Soit pour second exemple 


a" m1 x 
AT ES .+Uyr=acos(rx+p) LD sin (7x + p), 


d. PAU n d. 2e { 


on posera 


y = «cos (nr +p) + 6 sin (2x +p). 


En substituant dans la proposée, le premier membre ne 
se composera que de termes dont les uns renfermeront 
cos (7x +-p), les autres sin (2x +p); multipliés par des 
constantes. En égalant les coefficients de ces deux expres- 
sions dans les deux membres, on aura deux équations 
qui détermineront «, 6. Mais il peut se faire que ces 
équations soient impossibles : par exemple si cos (1x +p) 
ou sin (2x +p) étaient solutions de l'équation sans se- 
cond membre. 
Ainsi, soit le cas suivant qui se rapporte à des valeurs 

imaginaires de 72, 

d? 

His FT my = 
on aura une solution en posant 


et” 


Q — mn° 
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mais elle devient illusoire si g — m. On emploiera alors 
un artifice dont nous avons déjà fait usage autre part. On 
ajoutera une solution de l’équation sans second membre, 
y=ce"*, ce qui donnera une solution de la proposée, 


dans laquelle on supposera encore q différent de m; 


savoir 
e1 
b 
qg— m? + ce” ? 
et on choisira C de manière que cette somme se réduise 


I 


rl et 


à = pour g=m. Il suffit de prendre C— — 


quel que soit g, 
€" — 
q° — mm? 


sera solution de la proposée. Faisant tendre q vers la 
constante M, on trouvera pour limite de cette fraction 


Te 


21n 


on connaît donc ainsi une solution de l'équation 


et l’on aura par conséquent pour son intégrale générale 


T en 


if »'pas 


+ cer +H Ce re, 


On agirait d’une manière analogue si Le second membre 
renfermait, en outre, des termes semblables dans lesquels 


les coefficients z et p seraient changés. Et généralement 
si l’on a 


ÉETT : thin à 
PME ui Ur =F{(x) +f(x) + o(x) +... 
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et que l’on trouve des valeurs de y satisfaisant à cette 
équation, dans laquelle on réduira le second membre à 
l’une des fonctions respectives F(x), f(x), o (x),... 
la somme des valeurs ainsi obtenues pour chacune de ces 
fonctions successivement, satisfera à la proposée. 
Remarque. — Si l'on connaissait m+ 1 intégrales 
particulières 1, Vas...» Ymy1 de l'équation (1), les diffé- 
TENCES Ya — Vis Va — Vases Vmyt — YA Satisferaient à 
d" z 


DER 4 Uz<0. 


sl 
L'intégrale générale de cette dernière serait done 


2= (Ya Vi) + + Cm mt = Ÿ), 
et l'intégrale générale de la proposée serait 
Y=ri+ (ratr dde + Cm (Yniti re Yu) 


50. Autre méthode pour l'intégration de l'équation 
linéaire complète. — M. Cauchy a donné une méthode 
pour trouver une intégrale particulière de l'équation 


(1) — + À = HS. PUF —= FES), 


quand on connaît une intégrale de ja suivante, 


d" Z dr-1 Z 
(2) us + np +... U2=0, 


telle que pour x — «&, on ait 


dz Fr dn—2 3 dr 1 Z 
VERS 0, Let, USE ui — +2); 


Zz=0O, 


quelle que soit la constante & : et l’on conçoit qu'on pourra 
toujours trouver une valeur de z satisfaisant à ces condi- 
tions, si l’on connaît l'intégrale générale de l’équation (2), 
qui renferme m constantes arbitraires. 
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Soit, en effet, z= f(x; «) cette valeur de z. Posons 


TX LT 
LL flma)de= [ zda; 
0 0 


nous en déduirons 
d df(x, «) 
de 7 Ces 60e Li 


Mais par hypothèse f (4, «) est nul, quel que soit «; donc 


f(x, x) = 0, et l’on a seulement 


On irouvera de même 


dy ji d’z 
“ne TEE da, ….. 
dx? OT: «1 


Substituant à y et à ses dérivées les valeurs ainsi obte- 
nues dans l'équation (1), elle devient 


dr z d"\ 3 
Î En FA +...+Uz) di+F(x)=F(x), 


ce qui est une identité en vertu de l'équation (2). 

Connaïssant ainsi une solution de l'équation (1), on 
aura son intégrale générale, en y ajoutant l'intégrale gé- 
nérale de l'équation (2). 


formule relative aux intégrales d'ordres supérieurs. 


51. Si dans l'équation (1) tous les coeflicients sont 
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nuls, excepté le dernier, on a une équation de la forme 


dr ÿ 
(2) ape mt) 2 


V étant une fonction quelconque de x. En intégrant m 
fois de suite par rapport à x, on aurait la valeur suivante 


de 7 : 
m 
pe Var [dt j dr.: LINE RE EC 


Mais, au lieu de quadratures successives, on peut, au 
moyen d’une formule que nous allons faire connaître, 
exprimer y par une suite de quadratures simples , indé- 
pendantes les unes des autres. 

On aura d’abord, èn intégrant par parties, et en omet- 
tant les constantes, 


JE'Vdx= [dx [NV dx = x f NV dx — [Nxdz, 


J'Vdre — (2 [V dr — 2x fNxdx + [NV x’ dx). 


En continuant d'intégrer successivement et opérant les 
réductions, on reconnaîtrait que les coefficients numé- 
riques suivent la même loi que ceux du développement 
de (a — b)", et que l’on a 


7 
1 V dx" 
\ 


xt [NV dx — Ge) ie pyes o LE | 
I 
1 


sh note (nl) (R= ALU 
1.2...(7—1) do 


Tim \ E Vzr®=! dx 


Mais, pour démontrer rigoureusement cette formule ; 
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supposons qu'elle soit vraie pour une certaine valeur 7, 
et prouvons qu’elle sera encore vraie pour 7 +1. 

Or, en partant de la dernière formule supposée exacte, 
on trouve, en intégrant par parties, 


fi] 
1 V dr®+i 


E 3 A dr = et fVrdr 


: phare var, 
hi L 
Via 7 
à lt) Re a PE PETER 
A OR Ka 
ra) N ax dr 
2 na n(n—1) 
a 
" I EC 2 [V x" da 
1.2... | n(n—1)(r—2) (Gè—p+i) sn € 
"7 LANTR 
Or on a 
({—i)= 1" et LRFI— 0; 
donc 
yep re} FI ee 1: 


et la formule précédente devient 


ni +1 
1 V dr" 


ñn 
a (N dx —-— 2 [NV xdx +... 
a" [N dx ; JV xdx + 
n(r—1)...{n— p+1) 
ie ET 


ar EE) dx 
II. 6 


: SE 


an P 1 VzxP+! dr TE. 0} 


Mode dé | 
" 1h 
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La loi en question est donc vraie pour l'indice n + 1, si 
elle l’est pour l’indice 7; et comme elle a été reconnue 
pour # — 2, elle est démontrée pour toutes les valeurs 


entières de 72. 
Ainsi la valeur générale de y, qui satisfait à l’équa- 
tion (2),sera, en rétablissant les constantes, 


Po — 


an [de — ET [Yade +... 


y = — (ei). (mp) SEM M 
MP ARE 1) CPS EN x fNarda Tr... 


CE Viens dx 


HR Qu Ca. Ce 
Équations linéaires à coefficients constants. 


52, La forme la plus générale de ces équations est la 
suivante : 


d'y TES à dy 
TE ot dre Te RIUREENS 


Si l’on suppose d’abord que le dernier terme V soit con- 

lé fa diet K 
stant, on le fera disparaître en changeant y en y + 7 
de sorte que l'équation qu'il suffit alors de considérer est 


7 ins à dr Y dy 
I —— À —— É jé T — — 
(1) dre Bi dan DHESSS sait CRE 
et si l'on peut en trouver 7” intégrales particulières, on 
formera l'intégrale générale en les multipliant chacune 
par une constante arbitraire, et les ajoutant. Posons 
— e“*, a étant indéterminé, et substituons dans l’équa- 


tion (1), il vient 


(2) a+ Aa“-\+...+ Ta + Ü=r. 


y : LR 
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On aura donc rm intégrales particulières en prenant 
successivement pour a les #1 racines de cette équation. Si 
DOMINER par u{,43,.::, 4, L Par Ci, Cao « eo Cm 
des constantes arbitraires, l’intégrale générale de l’équa- 
tion (1) sera 


(3) F=CEMT RENTE, , LC, CmE, 


93. Il est facile de démontrer que cette équation donne 
bien l’intégrale générale de l’équation (1). Il suffit, pour 
cela, de faire voir que pour une valeur particulière 
X = «, on peut déterminer les constantes de manière que 

dy dri+1 
ARR Lt: 


» Soient égaux à des quantités arbitraires. 


On remarquera d’abord que ces constantes étant entière- 
ment indéterminées , on peut mettre y sous la forme 


(4) RL T ARE TRS C> e (ao us + CmetmtE— a) 


et l'on aura, pour déterminer c,, c, 5: Cm IS ÉQUa- 
tions suivantes dans lesquelles y,, y’, ,... sont les valeurs 
de y et de ses m—1 premières dérivées pour x = & : 


C + CG +: , + Cm = Ÿo; 
! 
AC + Co +. + mm = Ÿ 59 
2 2 2 12 
(5) Ai HA; CH. Ha Cm = ÿ 5 


Des équations du premier degré de ce genre conduisent à 
des formules dont il n’est peut-être pas inutile de rappe- 
ler ici la démonstration. 

| Multiplions la première équation par une indétermi- 
née k, la seconde par k', etc., et la dernière par 1, puis 


6. 
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ajoutons-les, nous aurons 
(A+ ka Heat... Ha") a+(k+ k'atklai +4.) +... 


(mi). 


= AT ot UE 7 Es ÉSPOOTONRSS 


pour déterminer c,, nous égalerons à zéro les coefficients de 
Carey Cmy CE Qui donnera, pour déterminer k, #',..…, k(7T?), 
les équations en même nombre 


hors ka; + À ar +... + a, 0: 


m—1 


k + Ka; + Kai +...+ a —=o, 


3 


m—i1 


me 


Les premiers membres de ces équations ne sont autre 
chose que les valeurs que prend le polynôme 


k+ ka + kate A4 al 


que nous désignerons par o (a) dans lequel on remplace 
successivement & par toutes les racines de l'équation (2), 
excepté a,: le polynôme (a) aura donc pour racines. 
As Anse +) 4m) til en résultera 


pa)=(a—a)(a—a)...(a—an)= pt 


en représentant par F (a) le premier membre de l’équa- 
uüon (2). De cette équation l’on déduit 


o(ai) Eat, 
et l'on aurait de même 
e (&) — F'{@), 


et ainsi de suite; de sorte que si l'équation (2) n’a pas de 
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racines égales , les dénominateurs des inconnues c,,c:,..., 
qui sont F’(a,), F' (a2) , seront différents de zéro, et par 
conséquent On pourra satisfaire aux équations (5); ce 
qu'il fallait démontrer. Les équations (4) ou (3) repré- 
sentent donc bien l'intégrale générale. 

Achevons maintenant ce qui se rapporte à la détermi- 
nation de ces inconnues, par exemple de €; ; sa valeur est 


An + y +. re 


D 
F'(a;) 
Il ne reste donc qu'à connaître les valeurs de #,k',...; 


or elles résulteront de l'identité 
F(a) 


Gi; 


KL Fat} a+... + ami — 


Il suffira de développer le quotient fini de F (a) par a—a,, 
et les coefficients des différentes puissances de & seront 
k, &,.... Les formules que l’on obtiendra ainsi convien- 
dront pour &:, 43,... par la simple substitution de ces ra- 
cines respectives à &1. 

Nous nous bornerons, sur ce point, à l’examen du cas 
général où les racines sont différentes, et nous ne traite- 
rons pas le cas particulier où il y en aurait d’égales. 

54, Sil'équation (2) a des racines imaginaires, la va- 
leur (3) de y se présentera sous forme imaginaire; mais 
rien nest plus facile que de lui donner une forme réelle. 
Soient 4 +6 /—1 deux racines imaginaires conjuguées 
de l'équation (2), les termes qui en proviendront dans 
la formule (3) seront de la forme 

Aëe+6V—i)> sp x—6v—1) é 
ou 


get (A GE VET pe —6r Vs), 
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ou exicore 
Er | A (cos6x + V—1 sin6x) + B(co$6x — N BA sin6x ) |. 


Or, À et B étant des quantités arbitraires, réelles ou ima- 
inaires, on peut les déterminer de manière qu’on ait 
g , on peut les dét de maniè 


A+B—M, (A—B)V—1=N, 


M et N étant des consiantes arbitraires. Les deux termes 
que nous considérons dans l'équation (3) seront donc 
remplacés par 

e**{(M coséx + Nsin6x), 


et La valeur de y se présentera sous une forme réelle. 


99. Si l'équation (2) avait des racines égales, les termes 
correspondants de la formule (3) se confondraient en un 
seul , et l’on n’auraït plus l'intégrale générale de l’équa- 
tion (1}, puisqu'il n'y aurait plus » constantes arbi- 
traires. Mais 1l est encore facile de trouver dans ce cas 
l’intégrale générale. 

Soient 4, et a, deux racines que l’on suppose égales. 
On peut altérer infiniment peu les coeflicients de l’équa- 
tion (1), de telle sorte que l'équation (2) n’ait plus de ra- 
cines égales, et que, par conséquent, la formule (3) donne 
l'intégrale générale. Lorsque les coeflicients tendront vers 
ceux de l'équation (1), cette intégrale tendra vers une li- 
mite qui satisfera nécessairement à l'équation proposée, 
et qui en sera l'intégrale générale, si elle renferme m 
constantes arbitraires. 

Soit a, + 0 la valeur de la racine qui tend à se réduire 
à a,. Les termes correspondants à 4, et a, + 0 dans la va- 


ae PRE OT 
leur de y seront ce" + c'e” , OU 


d? x! 
et des (ide + TE 9 
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ou, en posant c+c'— À, c'o—B,,. 
0B 
PAR DEC GE 5 


les constantes c et c” étant arbitraires peuvent toujours 
être choisies de manière que B et A aïent des valeurs fi- 
nies quelconques, quelque petit que soit d. Donc, à me- 
sure que 9 tend vers zéro, la somme des termes que nous 
considérons tend vers la limite Ae“* + Bxre“*, et la for- 
mule (3) se change en celle-ci : 


(6) Y = eNE(A+ Br) + cent +... + cnetme, 


Cette valeur de y est l'intégrale générale, puisqu'elle ren- 
ferme m constantes arbitraires. 


96. Si trois racines étaient égales, on supposerait d’a- 
bord l'équation modifiée de manière que deux racines 
seulement fussent égales, ce qui conduirait à la for- 
mule (6); on y remplacerait a, par a, + d', et l’on aurait 


F 2 0? pa Ë 
Mens | (A+c)+(B+c0) X-+-C: g— +c, RSR fe. 


Or, A, B, c4 étant arbitraires, on peut poser 
— = C, B + c,0 = B, A +c;= À, 


A’, B’, C’ étant de nouvelles constantes arbitraires ; et, 
faisant tendre d vers zéro, on aura pour l'intégrale gé- 
nérale 


Y = es (A + B'x + Ca) + ceut+.. + cnétme, 


On continuerait de la même manière si l’on supposait 
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une quatrième racine égale à a, ; et l’on voit qu'en géné- 
ral, si z racines deviennent égales à a;, on aura PAS 
l'intégrale générale 


(7) y =enT(A + B'x+Czx +...+ Part) 
+ Cros Ent TH + Cm EME. 


57. On peut encore déterminer d'une autre manière 
l'intégrale générale, lorsque 7 racines &,, &,..., a, ont 
üne même valeur a. En effet, on ne connaît plus alors 
immédiatement que m — n +1 intégrales particulières, 
et ce cas rentre, par conséquent, dans celui qui a été 
traité dans un des numéros précédents. 

Soit Ce“* le terme auquel se réduisent 7 termes de 
l'équation (3), et généralisons-le en considérant CG comme 
fonction de x; nous aurons 

d"y dC d"C 


EN m pAT nè—.1 ax _; z (74 
GE LE Ca” ef E ma js ELLE 1, LS ee, 


l {C 
4 =— Cae* + a ete 
dx L 


ax 
VARIE 
Substituant dans l'équation (1), les termes qui renferment 
C disparaissent en vertu de l'équation (2); ceux qui ren- 
dmeliee 4 44 Cher 
ferment be disparaissent, ainsi que les suivants, jusqu’à 


n—-1 


dx" 
a annule les 7 — 1 premières dérivées de l'équation (2). 
Il reste donc une équation en C dans laquelle l’ordre le 


ceux où entrent 


- inclusivement, parce que la racine 


plus élevé est m, et le moins élevé est 7. Son intégrale 
générale feurnirait 21 constantes arbitraires, mais nous 
n'avons besoin que d’une valeur de C qui en renferme w, 
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-et c’est ce que nous aurons en posant 


| d'C 


T7 d'où”. CA" BEC.) Plant: 


ce qui conduit de nouveau à la formule (7). 


98. Si le dernier terme V était fonction de x, on pour- 
rait commencer par le négliger, et l’on intégrerait l’équa- 
tion (1) comme nous venons de le faire; puis on considé- 
rerait les constantes comme des fonctions de x, et l’on 
obtiendrait la solution complète de l’équation proposée 
par le procédé indiqué précédemment. Nous ferons obser- 


cn. 


ps 


on 


ver seulement que si quelques-unes des racinesa,,...,a, 
étaient imaginaires ou égales, il serait convenable d’em- 
 ployer l'intégrale de l'équation (1) avec les modifications 


: que nous avons indiquées dans ce cas. 

: Cette équation peut aussi s'intégrer par la méthode de 

: M Cauchy, et nous la choisirons pour donner un exem- 
ple de cette méthode, Soit 


dy 

ae Dance HT + Ur =E(x). 

| En négligeant le second membre, l'intégrale générale sera 
de la forme 


| HE ee) d'entre) LE ou etn (xx), 


| 


| & étant une constante choisie arbitrairement, et &;, &,..., 
| a, les racines , que nous supposerons toutes inégales, de 
l'équation 


ADN AT... Ta + U—= 0. 


111 faut d’abord déterminer les constantes c1, c2,..., ©, 
par la condition que pour x — & on ait 


dy d m—\ y | 


— O0 ,- = — O,...;, dem 
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on est conduit ainsi aux m1 équations suivantes : 


C++ Coke. + Cm — O, 


a; C, + 3 Co +. L + AmCm— O, 


2 
ai c+a C++... +4, Cm= 0; 


m—1 m1 m—1 
a Chtra, +... +a, gt € SE 


Les équations se résoudront comme on l’a vu précédem: | 
ment , et, en posant 


am + Aamt+..,+Ta+U=/(a), 


on irouvera 


Ed FE AU (18 MOREL 
after) F7 f'(a) "  f'(an) 
La valeur précédente de y devient ainsi 
ent Fa etat RS 
FIN UE Mn +... 
efm® (0 
+ ——— Fa A 
F'(am) ( }e 


Il faut maintenant intégrer cette expression par rapport 
à & entre les limites o etx, puis y ajouter l’intégrale gé-| 
nérale de l’équation | 


dy dr 


Be 0 et NES 


laquelle est, en désignant par &,, @s,..., dm des constantes] 
arbitraires, 


F = QG CNT + en Ho , + Gm EURE. 
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| L'intégrale générale de l'équation proposée sera donc 


| 


1 L 
Jens Le [ es (ad | +... 
1/0 
” TL 


eat [ ets F(a) da] 


59. Les équations linéaires de la forme suivante : 


dry À L'ÉTÉ à N dr y 
a 2 4 hoegohi Bird SN Pod des AR à 
dx" Fo ax + b dx” "re ne (ax + b}" dx" 
—— Z O0 
F (az + b}" « 


 s'intègrent généralement en posant y = (ax + b}*. On 


trouve, en substituant, 
a(æ—1)...(a— m+i)a” 
+ Aa(æ—1)...(a— m+2)at+,, + U—o. 
Cette équation donne pour &, m valeurs a, @»,..., 4; 


etsi l’on désigne par c:, c,..., ©, des constantes arbi- 
traires , l'intégrale générale sera 


J=G(ax + b\a+ c(ax + b\a+.,. 4e, (ax + b)°", 


À 


4 


| 


Le cas où l'équation en « aurait des racines imaginaires 
ou égales se traiterait comme dans les questions précé- 
dentes. 


60. Lorsque l’on connait l'intégrale générale d’une 
équation quelconque de l’ordre m 


dy dy 
F 4 > 4 ——— . 
(2. PT j 2) st 


d dr : 
ou, en posant _. mr. ar al di à 


(1) F2, 7, ÿ',y",..., yim))—0, 
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on peut former une équation linéaire de l’ordre m, à. 
coefficients variables, dont l'intégrale générale sera ex » 
primable immédiatement. 

Soit, en effet, 


(2) M 0 (x) aRbE ENON 


l'intégrale de l'équation (1) renfermant »# constantes @, 
b,..., 1 Si l’on substitue cette valeur et celles que pren- 
nent par suite y’, y”, etc., l'équation (1) deviendra iden- 
tique, quels que soient x, a, b,..., l. Si donc on la difé- 
rentie, après cela, par rapport à l’une des constantes, 
a par exemple, s résultat sera encore une identité en 


æ,a,b,..., 1. On trouvera ainsi | 
dF dy. dFdy!  dF dy" dE dy) n° 

he — eee ee = 0 | 
dy da dy" à dy dy("). da 


et cette équation sera identique en x, a, b,:2.,465 si L'Oh 
remet, au lieu de y et de ses HA. 1 valeurs données 
par l'équation (2). 


| 
2 d è : . 1 
Posons maintenant _ — «, il s'ensuivra + LS 
da 
dy" = dur, dy Lau dy) a arr 
da dx da dx” ? da — dr"? 17 
1 
puisque x el 4 sont indépendants. à | 
L'équation (3) devient alors 
4) dr Ai dE du s: a! dE, dre 8 4 
| — u + = EN INTERESSE D 
\47 dy dy" dx dy(”) dx" 
dE dF 


Si maintenant on exprime tous les coefficients —,.…, 
ml À 


au moyen de x, a , b,..., l d'après l équation (2), on aura 
une équation indairé de l’ordre mn à coefficients variables 
dont on connaitra une intégrale qui ne sera autre chose 


1 
1 
| 
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‘que REP + Si l’on avait différentié l’équa- 
| tion (r) par rapport à l’une quelconque des autres con- 
ftantes D, ..…., L, on serait arrivé à la même équation (4), 

dans laquelle u aurait représenté la dérivée partielle de 

p(x, a, b,..., 1) par rapport à ces diverses constantes. On 
 formera donc, de cette manière, m intégrales particu- 
| lières de l'équation (4), et, en les multipliant par des 
. constantes arbitraires À, B,...,L, leur somme donnera 


| l'intécrale générale de cette équation ; son expression sera 
S 5 q ; P 


| do 


Si l’on ne connaissait qu'une intégrale particulière de 
| l'équation (1) renfermant moins de m# constantes , on en 
 déduirait une intégrale particulière pour l’équation (4) 
avec un même nombre de constantes. 

On remarquera que si l'équation (1) était linéaire, 
l'équation (4) aurait les mêmes coefficients, et même ne 

renfermerait pas de terme indépendant de la fonction w; 

elle rentrerait donc dans la première, et l’on ne parvien- 
 draït à rien de nouveau. 


\ me 420 Aer 
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CHAPITRE IX. 


TRANSFORMATIONS PROPRES A ABAISSER L'ORDRE 
DES ÉQUATIONS. 


61. Toute équation linéaire de l’ordre m 


peut s’abaïsser à l’ordre m—1, en posant 
ñ sie fi 
En effet, on aura 
dy & Anh 


dt 
Te — tel, Tr L'eftds + Pr Ces 


substituant dans la proposée, le facteur ef“ disparaîtra, 
et l'équation sera de l’ordre m — 1 en t; mais elle ne sera 
plus linéaire. 
Soit, par exemple, 
d'y dy 


Hs ET Br =0, 


on obtiendra 


dt 
TES + + At+B—=o. 


62. Considérons maintenant une équation où n’entrent 


ni x ni y, mais seulement deux dérivées consécutives 
d'ordre quelconque : 


dr—1 dn 
F Y z) = 0: 


dr? dx 


TER fr. ue: ne 
On posera Tr = P; et il viendra F (r, ze) —=0; d'où 
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l'on tirera 
dz=f(p)dp et x= ff(p) dp+C—=e(p). 
! Si l’on peut résoudre cette équation par rapport à p, on 
| dy 
I connaîtra PTE 
M #1 


dratures on parviendra à avoir y en fonction de x et de 7 
constantes arbitraires. Si l’on ne peut la résoudre, on ob- 


en fonction de x , et par une suite de qua- 


| tiendra y en fonction de p de la manière suivante. 
H==1 


D A M 
L'équation PU donne 


CAES 4 

ea = J pds = J'pf(p)dp + C'; 

| intégrant toujours par rapport à x, et remplaçant dx par 

 f(p) dp dans le second membre , on parviendra, par une 
suite de quadratures, à y —%(p). 

Éliminant p entre cette équation etxæ— (p), on aura 
une équation entre y, x et n constantes arbitraires, qui 
| sera l'intégrale générale de la proposée. 

k 63. Si par exemple on demandait la courbe dont le 
rayon de courbure est égal à une constante à, il faudrait 
intégrer l’équation 

3 


dy? 2 
(+25) 


TS REY A =; 


d'y 
dx° 


ou, en posant æ = 
; P dr P 


| 
| sir Pr} > 
| Labfile es 


d’où 


a 
y 
4 


dx — 


+ 

®, 
< 
£ 
': 
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On pourrait résoudre cette équation par rapport à p, mais 
il sera plus simple d'exprimer y en fonction de p ; on aura 


e d 
M D ES | LAFÉRANER RS MER 6. 
(1 + p'}° Vi + p 


Connaissant ainsi deux intégrales premières de la pro- 
posée , il suffira d'éliminer p entre elles pour obtenir lin- 
tégrale générale, qui sera 


(x —C}+(r — CG} = ae, 


équation d’un cercle ayant a pour rayon, et le centre au 
point arbitraire dont les coordonnées sont C, C1. 


64. Considérons encore le cas où les ordres des deux 
dérivées auraient une différence de deux unités, 


dr? Ÿ d? Ÿ 
FE | ———— ——— | =0; 
di"? ? dx" | Ê 

n—2 
posant = P; il vient 


d?p la, AR 
F(p, ne) = d’où es =) (P}. 
Multipliant par 2 dp et intégrant, il vient 


dp \° 
(LE) =2/rp)dp + 63 
d’où 
dx — 9(p)dp, x=%Y{(p), 

Y (p) renfermant deux constantes arbitraires. | 
Si l’on peut résoudre cette équation par rapport àp, 
on connaîtra y par 2 — 2 quadratures, qui introduiront | 
n — 2 nouvelles constantes arbitraires; sinon, on ©b- 
tiendra y en fonction de p, en intégrant 7 — 2 fois l’é- 


n—2 


quation = p) après avoir multiplié à chaque fois | 
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le premier membre par dx, et le second par son égal 
o(p) dp. L'expression de y renfermera ainsi 7 — 2 con- 
stantes arbitraires , et l’élimination de p entre les deux 
équations qui donnent æ et y, conduira à une équation 
entre ZX, y et z constantes, qui sera l'intégrale générale 
de l’équation proposée. 


65. En général, si l’on a 


d'y d" » 
F (x, TARN NAS me) 


N 3- 
on abaissera l’ordre de n unités, en posant À += p, et 
: dx" : 


si l’on peut intégrer l’équation 


dr P 
F (+ ? P; ne 17 dx" ) ? 
puis résoudre par rapport à x, ou à p, on obtiendra l’é- 


quation en x ety par les mêmes moyens que dans les cas 
précédents. 


Si l'équation était de la forme 


dy d'" 
F (7, pere) Z)=e, 


dE" 


on pourrait, par le changement de la variable indépen- 
dante, la réduire à la suivante : 


( dx d" x | 
F Ts rs CE 210 : 
\ dy dy” } 


; - dx 
et l’abaisser en posant — — P: 
dy 


J dy 
Mais on peut encore, dans ce cas, poser = — p; il en 


dx 
résultera 
dr de, 
dx? dx dy. 
dp dp 
dy LR F. AR dy d°p dp° 
D ot nes EU TRRINNQE 


TRI 
rm a. 
LE 
4 
L \ 
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et ainsi de suite. On aurait donc, en substituant dans la 
9 

proposée, une équation de l’ordre m— 1 entre p et y. 


66. Si l'équation 


dy d'y dr eh: 
F(r. a De” DE UD ° dr = O 


‘ 


Œ y 


dx? 


e 
+ 


Lie x KA : dy 
etait homogène par rapport aux quanuies y, pres . 


4 
on pourrait abaisser son ordre d’une unité. 
En eflet, en divisant par une puissance convenable de 
y, on lui donnera la forme 


dyi. TX 
dx PE 
ë, “ 
O ‘ dy ! : gr 
p Vus core ‘9 vd % 
n posera ensuite dr ia ce qui revient à poser 


eftdi, T'en résultera 


vÉeas 


y sera facteur dans toutes ces dérivées, et l'équation e1- 
dessus deviendra, par ces substitutions, une équation de 
l’ordre m — : entre x et £. 


67. Lorsqu'on donne l’équation d’une courbe, rèn- 
fermant l’are s, et qu'on cherche celle qui aurait Leu 
entre x et y seulement, il faut différentier l’équation don- 
née, remplacer ds par Vdx? + dy”, et éliminer s entre 
cette équation et la première; on aura ainsi une équation 
différentielle entre x et y seulement. Si l'équation donnée 
peut être résolue par rapport à s, il n’y a aucune élimi- 
nation à faire après Ja diflérentiauon. 
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Soit, par exemple, s°— ay, d’où l’on tire 


LE 
Différentiant, il vient 
ds I me + " de? 
ee == — = 1 “Era 
dy des Y dy?”? 
dx a 
——=Â4/——:1 
dy LS pa 


équation d’une cycloïde rapportée à son sommet, et en- 


on tire de là 


r [4À 
gendrée par un cercle dont le rayon est =. 
Ô 

Si l’on donne une équation de la forme 

dy 
CES à () ; 

dr , 

on posera 


dy (en, 


lt d'OÙ ns = { 


On obtiendra par la différentiation 


ds | dp j 
re (PA =Vvi+ y : 
d'où l’on tire 
1/ / 
gun. Cniidhr 


Vr + p: 


RFA h' l 
De Dar — PA (p)ap, 
Vi + p 


Si l'on peut effectuer ces deux quadratures, on obtiendra 
l'équation entre x et y, en éliminant p entre les deux 


équations obtenues. Si l’une de ces deux équations peut 
ètre résolue par rapport à p, il est inutile de connaître 


7e 


ua, | 
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. dy k 
l’autre, puisque l’on aura la valeur _ en fonction de x 


L 


ou de y, et que, par conséquent, on aura l'équation finie 
entre x et y par une simple quadrature. Soit par exemple 


» 
$S = aarctang —: 
5 dx 


La différentiation donne l'équation 


dr = D us 
(+ p} 
et, par suite, 
apdp 
dy = 
(tr + p°) 


Cette dernière s'intègre immédiatement, et donne 
O , 


1 


TEA PAIE 
d’où 
(y —c)d 
En X ANT va 
Va—(7—c) 


el, en intégrant, 
(æ—c}+(y — cc} — a? 


C’est l'équation d’un cercle de rayon a, placé d’une ma- 
nière quelconque. Pour satisfaire à l’équation donnée, il 
faudra prendre pour origine des ares l’un des points où 
la tangente est parallèle à l’axe des x, afin que l’on ait 
d 
s — 0 lorsque D —0. 
dx 
Intégration des équations homogènes par rapport à 
Loi. AN >: TRE 
68. Soit 


) Fr; #y, di, A'YTeE00 


ne, 
1 
” 
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une équation de ce genre, et dont les termes sont tous 
finis, ou infiniment petits du même ordre. 
Posons 


Pur, cn nde,;sidhs À de. 

En faisant d’abord ces substitutions dans l’équation (1), 
y et ses différentielles auront disparu, et tous ses termes 
seront homogènes par rapport à x et dx. En eflet, ils l’é- 
taient primitivement par rapport à x, dx, y, dy, d°?y, 
et l’on a substitué à ces trois dernières quantités des 
expressions homogènes du premier ordre, par rapport à x 
et dx. Et comme tous les termes doivent être du même 
ordre infinitésimal, dx disparaît nécessairement, et par 
suite x. Donc l’équation obtenue sera de la forme 


(2) Fu; p; 4)—=0, 
et donnera 
q —=q{(?,u). 


dx . à FR 
Or S peut S exprimer de deux manieres au inoven de U 
F 5 ” 


elp, car on a 
udx + xdu — pdx, 
d’où 


dx du. 


L DL p—u 


D'une autre part, on a 


C2 


d è Lx l l 
1 — _—. et, par suite, SA Us Fee. 15 264 
T x x q w(p, uw). 


2 Le, At 
Egalant les deux valeurs de —; il vient 
VA 


(3) du dp 
= ————) 
P—u o(p,u) 
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équation différentielle du premier ordre, qui, intégrée, 
donnera 
p=y(«, 6), 
c désignant une constante arbitraire. 
On connaîtra facilement x en fonction de uw , puisque 

l’on aura 

dc du 

æ 7 ÿ(u,c)—u 
d’où, en désignant par c’ une nouvelle constante arbi- 
traire, et par log y (u, c) l'intégrale du second membre, 


CAL AND 2 


Y 
et comme u = —-» On aura 
L 


Li (2 c) 


et l’on connaîtra ainsi l'intégrale sénérale de l'équation 
proposée. 


69. Lorsque le second membre de l’équation (3) est 
de la forme 
udp 


2 
o(P) 
on remplace l'équation (3) par la suivante : 


dx LAN udp 


ui devient, en multipliant par 2 
q ’ P Pakige 


Y'A PAP) 
x g(p) 


d 
gr = [2 


d’où l’on üre 


ñ ONE 
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Effectuant l’intégrauon et désignant par c une constante 
arbitraire, on mettra y sous la forme 


y = cy(p): 
Si l’on peut résoudre par rapport à p, on raménera lé- 
quation à la forme 
dx = y(7)dy, 


et l’on intégrera les deux membres; sinon, l’on tirera des 
équations précédentes 


diese pPrdp cpŸ (p)dp 
p(P) p(p) 


= FRS v(p LX 
(p} 


et l’on éliminera p entre cette équation et y = cŸ (p). 


= pdx, 


d'où 


70. Nous trouverons une application de cette méthode 
dans le problème suivant : Déterminer la courbe dans 
laquelle le rayon de courbure est proportionnel à la 
normale. 

On obtient immédiatement l’équation différentielle 


mn étant le rapport du rayon de courbure à la normale. 
Le signe supérieur se rapporte au cas où Île rayon de cour- 
bure est dans le sens de la normale , et le signe inférieur, 
au cas où il est en sens contraire. 
Posant 
MER 
42, dy = pdrsud 0 = dx?, 


on obtient 


EP mugl "d'où q—=——); 
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et, par suite, 
du FETE mudp 
(p — PE NU I E po 


équation qui ne rentre pas dans celles que nous avons 
intégrées. Mais, d’après la remarque faite dans le dernier 
numéro , on la remplacera par la suivante : 


d’où l’on déduit successivement 


dx _*\__ mdp dy ___ mpdp 
TA LT 


nt 


“ 
m 4 Hs 
log 7 +, los(i+p)= los (1 +p)7 2 


1\ 12 
RC LL NE 
| 2 1 TRE 
PF c — dx 
dy 


dx = Lu ———, 


Il y a des valeurs particulières de m qui rendent cette in- 
tégration possible, savoir m—2, m—1. Examinons 
successivement ces deux cas. 

1°. Soit m — 2, on aura 


EU TU 
1 ; . 
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En prenant le signe supérieur, on a 


équation d’une cycloïde dont la base est située sur laxe 
Lé Lé G 
des x, et dont le cercle générateur a pour rayon -» dont 


la valeur est arbitraire. Et, en effet, on sait que dans 
toute cycloïde aïnsi placée, le rayon de courbure est 
double de la normale. 

En prenant le signe inférieur, on a 


Fan 
Vr—c 
d’où 
x c—2\Ve(y—c}, 
ou 
x — c'} 
D 4 c Li 


équation d'une parabole dont l’axe est perpendiculaire à 
l'axe des x. 

La normale se rapportant à une droite donnée, que 
l’on a prise pour axe des x, si l’on changeait cet axe, il 
faudrait se rappeler que la normale doit être prolongée 
jusquà la droite donnée, et non jusqu’au nouvel axe 
des x. Maïs on peut prendre l’origine en tel point que 
l’on voudra de cette ligne, par exemple celui dont l’ab- 
scisse est c', ce qui revient à faire c— 0; on à ainsi 


et il est facile de vérifier que, quel que soit c, la parabole 
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représentée par cette équation a son rayon de courbure 
double de la normale et dirigé en sens contraire. 

2°, Soit m —1; l'équation différentielle de la courbe 


sera 


dry me Sprenmitus eV | 


En prenant le signe supérieur, il vient 


VAT 
dr = ——— \; 1 
LE un 
Ni J 
d'où 
x— cl =— rc — VS 
OU 


Go + (a FAT 2 = LL LE 


équation d'un cercle quelconque ayant son centre sur 
l'axe des x. Et l’on voit, en effet, qu'alors le rayon de 
courbure sera toujours égal à la normale, et dirigé dans 
le même sens. 
Si l’on prend le signe inférieur, on trouve 
cdy 
AR = ————> 
Ve 


d'où 


+ V  E rec- À c? 
L =— c’ D it log J, TRES . 
k “2 


Remplaçant x — c' par x, on obüent 
Tr 


T + Vri— © = ce* , 


pur, 
C Re AS 
z=-\é+e °}; 


2 


qui se réduit à 


c'est la courbe que l'on nomme chaüriette : elle est symé= 
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trique par rapport à l’axe des y, et son sommet est à la 
distance c de l’axe des x. Il est facile de vérifier que son 
rayon de courbure est égal à la normale et dirigé en sens 
contraire. | 

Une des équations que nous venons de traiter peut être 
intégrée plus simplement par une considération particu- 
lière : c'est celle que l’on obtient en supposant m=—1, et 

prenant le signe supérieur, on a alors 
d'y dy? 


—— A == 0 Ke 
e dx? m dx” % / 


: PP 1: dy 
les deux premiers termes formant la dérivée de y 7 On 
aura, en intégrant, 


d 
PT + —c=0; 


dx 
et, en intégrant de nouveau, 
P+(z-c}—=c", 


équation qui ne diffère pas de celle que nous avions déjà 
trouvée. 


71. L’équation 
F dy? UE d'y 
7e Doc CET 


aurait pu être traitée plus simplement que par la méthode 
dont nous avons voulu présenter une application. On au- 
rait pu abaisser au premier ordre, en posant 


d 
ci 2 p;, d'où 


dx da? dy 


et l'équation proposée serait devenue 


: dp 
D 
IR pD= EE mMypP Ho 


um = 


LIVRE IV. TH rot ELEL | 

#; un'€ re G 
dy pa ten mpdp af J%8 nr } 
sr KE AT ji 129 RRDE 28 At 


ie 2 
1 4 c VE F 
1° et, en intégrant, | Re: 
D. ‘ } y " Y FOLES Ë 11E 4: 1 
M de DL F BEC AN Em suit en@ 
(1 FE log = log (1 + p°) DD A (> =i+p | 
“1 TRUE CA M PAR 
Q TU. u TURIEUTS 
el, par suite, 


! comme nous l’avions trouvé par la première méthod 


À f : x Was hoe et ri 
Ü Le r 
4 
F " 
À *# 
t 
La ù ë . + Fr. 
. | Te JUL LEFTS TIRE HE 
a L 8) 
1 ——" 060 —— 178 


tià 4 3 
CE FO mnt | 


4 | | ex ds 


xjoiQ AO 
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CHAPITRE X. 


ÉLIMINATION DES VARIABLES ENTRE LES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. INTÉGRATION 
DE CES ÉQUATIONS. 


12. Considérons d’abord deux équations à trois va- 
riables x, y, z, et dans lesquelles on peut toujours sup- 
poser que les dérivées soient prises par rapport à la même 
variable indépendante, x par exemple; y et z sont des 
fonctions de x qu’il s’agit de déterminer, et nous com- 
mencerons par y appliquer le développement en séries. 

On peut toujours supposer que l’on tire de ces équa- 
tions les valeurs des coefficients différentiels de l’ordre le 
plus élevé par rapport à y et z, s'ils entrent dans les deux 
équations. Il faut toutefois excepter le cas particulier où 
Pélimination de l’un ferait disparaître en même temps 
l’autre. Les deux équations peuvent donc, en général, 
être conçues sous la forme 


d" di ÿ d"-\ 3 
PE=r er —————) Z,...3 =) 


CE og 1 Ériepn RE 
d"z F (1 D NME À d'u 3 
den QUE LR dam? RTE dx" ]? 
. ° . ! dr V 
si l’on prend arbitrairement les valeurs de ÿ,..., ——, 
dan! 


d'\ Z 


7 PNR ae re dans lesquelles on fait x = o, elles servi- 


ront à exprimer toutes les dérivées suivantes de y et z, 
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pour la valeur x — 0, et l’on pourra, par conséquent, 
développer y et z par la formule de Maclaurin. On voit 
que leurs expressions renfermeront m+ n constantes 
arbitraires. Au lieu de la valeur particulière x = 0, on 
pourrait en choisir une autre quelconque x, et employer 


la série de Taylor. 


LATE ALL : PS QUE . , t, drz 
Si l'élimination de —— avait entraîné 
dx" dx" 


des équations précédentes serait d’un ordre inférieur à n. 
Ce cas est renfermé dans celui que nous allons traiter. 


, la seconde 


13. Soit mn l’ordre le plus élevé par rapport à y ‘dans 


LA . L2 dr L1 
les deux équations. On ürera la valeur de _ de l'une 
bp 


des équations, et on la reportera dans l’autre, si cette dé= 
rivée s'y trouve; il n'y aura plus alors dans celle-ci que 
des ordres inférieurs à » par rapport à y. On en tirera la 
valeur de la dérivée la plus élevée en z, et l’on aura deux 


équations de la forme 


Cdi à Le ui ahs. ‘4 d'z 
(1) Han 1 Lys Ts: …. drm1? Zyese) de | 
d''z . / dy di Vg 
mn 4 = 7 PSE 7 » 
(2) dx" ME (+, Y ? dx" PT dr | ? 


dans lesquelles on am >n',etn<n'oun >n!. 
1°. Soit » <[ n/; prenons arbitrairement les valeurs de 
dy Fee pe 
Jr ar Los pm POUr © = 0; toutes les déri- 
vées supérieures seront connues pour la même valeur 
x — 0, au moyen de celles-ci et des équations (1) et (2); 
de sorte qu’on pourra effectuer le développement dey et: 
Le nombre des constantes arbitraires qui y entreront est 


m + n,et dans le cas actuel, onam+n >m+n. 


2°. Soit >> n'; le développement de y exige ioujours 
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d z 
Are 
Or, depuis l'ordre n', elles devront être tirées de l’équa- 
tion (2) et de ses dérivées jusqu'à l’ordre n en z; ce 
qui conduira à l’ordre n#/ + n— n'en y. Or, si l’on avait 


7 r . d" 
mi n—n >> m, l'équation (1) ferait connaître he 
(47 à 


que l'on connaisse les valeurs de z.. - pOur X = 0. 


> au 


moyen des dérivées d'ordres supérieurs à m, et celles-ci 
au moyen d’autres plus élevées ; on ne pourrait donc 


effectuer le développement de y. On doit donc avoir 


m+n >> + n pour que le calcul précédent puisse 
faire connaître y et z; et dans ce cas le nombre des con- 
stantes est encore le:plus grand des deux nombres m + n’ 
et m + n. 


74: Si l'on avait eu m'+n >m+#nl, on aurait au 
moins l’une des denx inégalités m' >> m, n >> n'; soit par 


exemple #7 >> m. On tirerait des équations données les 


7 ] d'z 
valeurs de Jan CLS ON aur ait ainsi 
mr dy d "z\ 
d?z dy d?—! 3 
TN fes FAN dx"? ‘ Asnt de |? 


et les développements seraient possibles, parce que les 
équations rentrent dans le cas précédent. Le nombre des 
constanies serait 7! + nr, et serait encore le plus grand des 
deux nombres #1! + n et m + n’. 


15. Supposons maintenant un nombre quelconque 
d'équations simultanées, qui doivent déterminer, en fonc- 
tion de x, les variables y, z, u,.... Nous considérerons 
seulement le cas où l’on peut les concevoir résolues par 


| rappori aux coellicients différentiels des ordres respective: 
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ment les plus élevés par rapport à y, z, u,..., savoir 


d'y 1 d'zruiden 
dx"? dx" dx? 


Il est clair qu'au moyen des équations données, qu’on 
différentiera indéfiniment, il sera suffisant et nécessaire 
de connaître les valeurs que prennent y, z, u,.…., et 
leurs dérivées jusqu'aux ordres m—1,n— 1, p—1,.., 
inclusivement, et dans lesquelles on fera x = 0, poûr 
pouvoir effectuer le développement de chaque variable 
par la formule de Maclaurin. Ces constantes sont entiè- 
rement arbitraires, et leur nombre est 


ROUE PIE 


76. Laissant de côté maintenant les développements 
en séries, nous allons chercher à éliminer toutes les fonc- 
tions, excepté une, et ramener ainsi la question à l’inté- 
gration d’une seule équation différentielle. 

Proposons-nous d’abord d'éliminer y entre deux équa- 
tions dans lesquelles le coefficient différentiel de l’ordre le 

; À : d" S d'z 
plus élevé par rapport à y est Ton €b Par rapport à z, ++ 
Supposons, en premier lieu, que ces deux expressions 
entrent dans chaque équation, combinées d'une manière 
quelconque avec les coefficients différentiels des ordres 
inférieurs, ainsi que y, z et x. Soient ces équations 


p dy dy dz d'z 
Va 44 RRRE —— 9 Z —9 he — D 
>) dx dx"? dx dx" S 


F, (x act LE Eee LE din Cl : à - 
2 ? ? 
>) dx dx" dx dx" 


\ 


dy d'y dz d? ) 


Si l’on différentie ces deux équations un même nombre 
de fois quelconque, on introduira autant de nouvelles dé: 
rivées de y d'ordre supérieur à #1, et un nombre double 


e 
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d'équations ; de sorte que, si l’on effectue ainsi 7 diffé- 
rentiations, on aura 2m + 2 équations renfermant y et 
ses 2m premières dérivées, et l’on pourra en éliminer 
toutes ces quantités par les règles ordinaires de l'algèbre. 
Leur système sera ramené à une équation de l'ordre m+n 
entre z et x, d'où l’on pourra ürer la valeur de z en fonc- 
üon de x et de m1 + n constantes arbitraires, et à 27241 
équations dans lesquelles on substituera à z et à ses dé- 
rivées leurs valeurs, actuellement connues, et elles ne 
renfermeront plus que y et ses 271 premières dérivées. 
Éliminant ces dernières, il restera une équation entre y 
et x et les m+ n constantes arbitraires qui se trouvaient 
dans z. 

Ainsi, en général, les fonctions y et z renfermeront 
les mêmes constantes arbitraires, en nombre égal à la 
somme des nombres qui désignent l'ordre le plus élevé 
des équations par rapport à y et x respectivement. 

On agirait d'une manière analogue et l’on arriverait à 
des conséquences semblables, pour un nombre quelcon- 
que de fonctions, avec un nombre égal d'équations. 


77. Mais il peut arriver que les coeflicients différentiels 
de l’ordre le plus élevé n’entrent pas à la fois dans les 
deux équations. 

Supposons que les coefficients différentiels de l’ordre 
le plus élevé soient, dans la première, 


d'y. d"z 


di” : dx" $ 


et, dans la seconde, 


d à d''Z 
da" dr 


On différentiera n° fois la première équation, et m fois 
la seconde. On aura alors #1+ m'+ 2 équations renfer- 
II. 8 
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mant y et ses dérivées jusqu'à l’ordre m + m’. On pourra 
donc éliminer toutes ces quantités, et il restera une équa- 
tion entre z et x, dont l’ordre sera le plus grand des 
deux nombres m+ n',etn/+n; et cet ordre est égal 
au nombre des constantes qui entreront dans la valeur 
de z. Substituant à z et à ses dérivées leurs valeurs con- 
nues, dans les m + m'+ 1 équations, on en pourra éli- 
miner les nm + m' dérivées de y, et il restera une équation 
entre y, x et les constantes qui entrent dans z. 


18. Considérons, en particulier, le cas de m équations 
où toutes les dérivées sont du premier ordre, et peuvent 
en être déduites sans que l’on rencontre aucune incom- 
patibilité ou indétermination ; on aura alors 


JO F(x,7,2,...,u), 


dz à 

ES ==.) 125,)0 Es « GR 

du 

RE AE FE dé SP à: ‘ 


et, d’après ce qui précède, les constantes arbitraires se- 
ront les valeurs de y, z...., u correspondantes à x =%o: 
Si l’on différentie la première m — 1 fois et qu'on substi- 
tue à chaque fois aux dérivées du premier ordre qui s'in- 
troduisent, leurs valeurs tirées des équations données, 
on obtiendra ainsi : 


dy 
a = F(æ; Y» 7) 0 
d?y 

6) D = Pie 99 822 0) 
TE 


Et. 
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etiln' y a plus qu'à éliminer les variables z,...,« qui 
sont au nombre de m — 1. IL en résultera une équation de 
l’ordre m en y, qui donnera la valeur de cette variable en 
fonction de x et de m constantes arbitraires. Substituant 
cette valeur dans les m1 — 1 équations qui, conjointement 
avec l'équation finale, remplacent le système donné, on 
en déduira z,..., u en fonction de x et des mêmes con- 
stantes arbitraires. 

Remarque. — Si les intégrales de ces équations sont 
mises sous la forme 


PR Rs ç SE PA AS UT ne A 


Mie dy 
qu'on les différentie, et qu'on remplace 7 TL Der 


leurs valeurs enx,y, z,...,u,les équations qu'on ob- 
tiendra entre ces variables seront des identités; car toute 
équation déduite des intégrales et des données doit être 
satisfaite par des valeurs arbitraires 5, Zo,..., 46, COr- 
respondantes à un x arbitraire x. 

On a donc, quels que soientx,7,z,...,u, 


dy. dy db 
ga tt 3à F +. — 9 = O 
DT dy +$ Ds br ‘ 
et ainsi des autres. 
D'où l’on voit que chacune des fonctions Ÿ, d,,..., d,_: 
est une solution de l’équation aux différentielles par- 


tielles 
dv dv d'u 
PAL MCD A pre TT PA EE PA NL Pre 0, 


dans laquelle v désignerait une fonction des variables in- 
dépendantes x , y, z,...u. 

Cette remarque nous sera très-utile dans l’intégration 
des équations différentielles partielles. 


8 . 


ni à 


116 LIVRE IV. 
79. On peut ramener à ce dernier cas celui dans lequel 
on suppose que l’on puisse exprimer les dérivées 


d'y d"z dPu 


dx" è dx? { dxP LES 
au moyen de celles d'ordre inférieur. 
En effet, si l’on pose 

4 —2 
dy = y’ dy’ Es LU Les à, dy se (m—1) 
Arr" de june dx Y ik 
d dz! dz(#-—2) 
= D = SMS à = a 

# 23 1 + 

du nioidu: 7 du(p—?) a 
Rs on vie te PPS.) Je 


les équations proposées donneront les valeurs de 


gta) dz(r-1) du(Pr—1) 
der? dz ? dx 


en fonctionde T1", As ia RES 


u',...,u®P1), En les joignant aux équations précédentes, 
on aura un système composé de m + n + p +... équa- 
tions du premier ordre que l’on intégrera comme dans le 


> Us 


cas précédent. 


80. Nous avons supposé précédemment que les équa- 
tions données du premier ordre pouvaient être résolues 
par rapport à toutes les dérivées, qui se trouvaient alors 
exprimées en fonction des variables elles-mêmes; mais il 
pourrait en arriver autrement sans que les équations 
fussent incompatibles. 

Si lon conçoit que l’élimination des dérivées se fasse, 
par exemple, en tirant de l’une des m équations la valeur 
dy 


—- et la reportant dans toutes les (mm — 1) autres ; puis 
ax 


de 
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| « dz , Sn | 
ürant + d'une de ces dernières, et la reportant dans les 
TL 


m — 2 autres, et ainsi de suite, on parviendra, en géné- 
ral, à exprimer la dernière dérivée au moyen de x, y, 
Z,..., et, par suite, toutes les autres. Mais si l’une de 
ces substüitutions faisait disparaître, dans toutes les équa- 
tions où on la fait, x dérivées en outre de celles que 
Von substitue, on aurait un système d'équations dont le 
nombre surpasserait de 7 celui des dérivées, et l’élimina- 
tion de celles-ci, en supposant qu'il ne se rencontre pas 
de nouvelles variables, conduirait à 7 équations entre les 
variables mêmes x, y, z,... sans constantes arbitraires. 
On pourrait en tirer les valeurs des x variables dont les 
dérivées ont disparu, et il resterait m —- n équations dif- 
férentielles résolues par rapport aux dérivées. Les inté- 
grales du système proposé ne renfermeraient alors que 
m — n constantes arbitraires. 
Soient, pour exemple, les trois équations 


AY), !d? du 


A SE RS 
.® dE du 

in an de 
d dz du 
Z——2——L——= Y 


D . 1 d k k à 
L'élinmination de _ conduit aux deux équations 
\ du j 
( Y — &) pps rm 


(ad: pe 
L)—— 23 — y. 
dx £ Y 


He a disparu en même temps que ay et si l’on élimine pie 
dx Ê DA dx’ | dx 
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entre ces deux équations, il en résultera une autre entre 
X,Y, 3 quisera 
DA 7 te 
Lx TPE EN 
ou 
Y°+ 2 — 2Yz + xz — AY — A —= 0. 


‘ du 
On en pourra tirer zen x et y, et l’on connaîtra 7 
L 


d : ad À 
_ en fonction de x et y. On rentre ainsi dans le cas pri- 
N 4 e 


mitivement traité, et l’on obtiendra les valeurs de w et y, 
et, par suite, de z, en fonction de x et de deux constantes 


arbitraires. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 119 


CHAPITRE XI. 


ÉQUATIONS LINÉAIRES SIMULTANÉES. 


31. Si ces équations sont toutes du premier ordre, on 
a un cas particulier de la dernière question; c’est celui où 
les fonctions F, f,..., o sont linéaires par rapport à y, 
Z,..., u, et renferment x d'une manière quelconque; 
et il est facile de voir qu'alors l'équation finale en y est 
linéaire. 

Quant à la détermination des autres inconnues, il est 
important d'observer que, l'élimination ayant lieu entre 
des équations du premier degré en z,...,u, lorsqu'on 
connaîtra y, on tirera les valeurs de ces inconnues, de 
celles que l’on voudra des équations (1) elles-mêmes ; car 
ces équations doivent être satisfaites, et, de plus, ne don- 
neront qu'une seule valeur pour chaque inconnue. 

Si ces équations ne sont pas du premier ordre, on peut 
les traiter par les méthodes indiquées précédemment. On 
peut aussi les ramener à des équations du premier ordre, 
en posant, comme nous l’avons déjà fait, 


dy Bt 24 dy) 
M nt de — 


et de même pour les variables z,..., u. 

On aura ainsi un plus grand nombre d'équations ; mais 
il y en aura toujours un nombre inférieur d’une unité au 
nombre total des variables, et elles seront linéaires et du 
premier ordre par rapport à toutes les variables. 
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Si par exemple on avait les deux équations 


£ d’ ! de 

AH BTE CE +DE+Er +F:+H=o, 
d? ITS dy dz ù 

A Be Co Dao Enr Piano = 0, 


elles seraient remplacées par le système suivant : 


dy ’ dz ! 
PRO MNTPT EN. 
dl int ide 
Ant B+Cy + Dr +Er +<Fz+UEo, 
dy! dz! 
D A Rss LA" D’'z/ / / 1 — ) 
AE dE LL Z2+Ey+F'z2+H=o 


”. dy' dz . j 
Les deux dernières donneront A TS en fonction li- 
MA aT 


néaire de y’, z', y, z3 et, en opérant comme nous l’a- 
vons indiqué, nous aurons quatre équations de la forme 
suivante : 


EE ; 

IIS ; 

fre 

NA = My'+Nz + Py + Qz +R, 
(4 24 n V 4 EST 4 ! À 
LE " / TUE {4 [ZA " 
Dr J'+<N z+ Pr + Q"z+R7. 


On éliminera z, z’, y’ entre ces quatre équations, et 
l’on aura une équation linéaire du quatrième ordre en y. 
Quand elle sera intégrée, on substituera la valeur de y 
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dans trois des premières, et l’on en tirera la valeur de z 
qui renfermera les quatre constantes qui entrent déjà 
dans y. Si l’on avait suivi l’autre marche, on aurait diffé- 
rentié deux fois chacune des équations données , et l’on 
aurait eu six équations entre lesquelles on aurait éli- 
Jp dz d' 3 ; ; STE | 
MINÉ Z, or On aurait ensuite substitué à y sa 
valeur en fonction de x et de quatre constantes arbi- 
traires , dans les cinq équations conjointes; et l’on en 
aurait tiré la valeur de z en fonction de x et des mêmes 


constantes arbitraires. 


Équations linéaires simultanées du premier ordre. 


82. Ces équations peuvent être résolues par rapport 
aux dérivées des m variables y, z,...,u; et nous suppo- 
serons d'abord que les coefficients de ces variables soient 
des constantes données, mais que les termes qui en sont 
indépendants puissent être des fonctions quelconques de 
æ. Nous aurons des équations de la forme suivante : 

A Bis D EP d = #."E 


/ 
dx 
LOIRE 
(1) Car Bis Li Pru(Xs, 


= + AnY + Bnz +...+ Pru = Xn. 

On pourrait les traiter par les méthodes précédentes, 
et l’on parviendrait à une équation linéaire de l’ordre m 
à coefficients constants. Mais il est plus simple d'employer 
le procédé suivant : 

Multipliant ces équations, à partir de la seconde, par 
les indéterminées 0,, 0,,..., 0,1, puis les ajoutant, nous 


= 
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aurons 


(+0,24... + 0m u) 


l 
f dx 


{A+ A0 +...+Amôm)Y 


+(B,+B: 0 +... +By 0m) 2 + 
+(P,--P, 8,+...+P, : AR) u 
\ =X,+X,0+...+xX,0, 


Or cette équation ne renfermerait plus que la seule va- 
riable y + 0,z+...+0,_;u, si les rapports des coeffi- 
cients de z,...,u au coefficient de y étaient respective- 
ment 04, 0,..., 0 1; et ces conditions détermineront, 
comme on va le voir, les valeurs de @,,...,0,_1. Si l’on 
désigne par — a le coefficient indéterminé de y, on sera 
conduit aux m équations 


A; + A0: +.. + Ann1= 6 

B;, + B,0+...+ Brô0» = — ab,, 
(5) 

P, + P,0, +. + Prôn1 = — 40». 


Ces équations détermineront les 72 inconnues a , 
0,,...,0,_1, et si l’on désigne par X la fonction connue 


X, + X:0, +. + DEL 


l'équation (2) deviendra, en faisant V + iz +... 
+ 0, su =, 

dv 
(4) de — UE AS 


équation linéaire que l'on sait intégrer. Maïs occupons- 
nous d’abord de la résolution des équations (3). 

En laissant de côté la première, on a m — 1 équations 
du premier degré, qui détermineront 6, 0,,..., 08, en 
fonction de a; les reportant dans la première , on n'aura 
plus que l’inconnue a, et il est facile de voir que l’équa- 
tion sera du degré m. En eflet, si l’on réunit les coeffi- 
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cients des mêmes inconnues dans les m—1 équations, 


d'où l’on ure 6,,...,60,_;, on observera que & entre au 
premier degré dans le coefficient de 6, dans la première, 
de 4, dans la seconde, etc., enfin de 8, dans la dernière, 
et que, de plus, il n’entre dans aucun autre. Donc le 
dénominateur commun des valeurs de ces inconnues ren- 
fermera a au degré m — 1, et le numérateur au degré 


_m— 2 seulement. Quand on fera la substitution dans la 


première et qu’on chassera le dénominateur, on aura évi- 


 demment une équation du degré m en a. 


Actuellement , l'équation (4) donne 
v—= eÆ(C+f Xe“ dx) = y +0z2+...+ 0m u 


Si l’on met successivement dans cette équation les m va- 
leurs de a, on aura à chaque fois des valeurs différentes 
pour @,,...,0,_;, et l’on pourra prendre pour la con- 
stante C des valeurs différentes arbitraires, puisque toutes 
ces équations subsistent indépendamment les unes des 
autres. 

On aura donc ainsi 7 équations du premier degré entre 


æet les m variables y, z,..., u. Les valeurs de ces va- 


riables en fonction de x renfermeront m consiantes arbi- 
traires , et seront de la forme 


Ÿ —%i et (C, + Xe dr)+ a, et:r (C+ fx e—usT dx)+- y 
(Glace (a+ fx era) +ee(C+ fre sa), 


MAS 6 °,0.6 + © pe © © © ©» e » .. MILELO OR JS NE 0 Dé CLS mes br 


Les valeurs des constantes se détermineront très-facile- 
ment si pour une certaine valeur x de x on connait les 
valeurs ,, Zo,.-., 4, des fonctions y, z,...,u. En effet, 
on prendra, pour plus de simplicité, toutes Les intégrales 
à partir de x, ; et si, dans la valeur de v trouvée ci-dessus, 
on fait x — x,, on aura 


Ceñto =. Yo + û, 20 & à 5 —+ Dés Us; 


ré 
A 
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ce qui détermine la constante C relative à une quelconque 
des valeurs de a, 0,,.... On connaîtra donc ainsi les m 
constantes C;, C,..., Ch. 
Si les seconds membres des équations (1) étaient nuls, 
on aurait seulement 
Ve Cu, ENFÉCHENEEETES 
z = Chen EL.., 


. e e . . e e. e L e. C2 e er Mu” 


Si l’on suppose toutes les constantes nulles, excepté 
une, on aura des solutions de la forme 


y = Cacit, Oz SCORE 
Les rapports des variables sont constants, quel que 
soit C, et les valeurs générales sont formées des sommes 


de ces solutions particulières correspondantes aux divers 
exposants @,,..., An. 


83. Soient pour exemple les deux équations 


d dz 
(x) 2 + Ay +B:=—o, 2. + AJ EDS D: 


Multipliant la seconde par 8, et l’ajoutant à la première, 
il vient 


d(r +02 
Posons 
(6) ry+0z—=v,, A+OA—=—a, B+0B, = — ab, 


l'équation précédente deviendra 
de 


(1) ao, 


et 0 sera déterminé par l'équation 


B + 0B 
— RES" A + 0A,, 


+ 


(OL 
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ou 


(9) A6 (A — B,)0 — B— 0. 


Soient @,, 8, les deux racines de cette équation; #1, », 


les valeurs correspondantes de »; a,, a, celles de a; on 


aura 
SHUz=M, JAH 0:20), 


d’où l’on tirera 


r ) ; Pers VI 0,0, — v:0, 
É 8) ÉD D Ar 
( 2 b, 6, 


9 L 
0; Be % 6, 
Or l'équation (y) donne # — Ce”, et si l’on désigne par 
C;, GC: les valeurs de la constante C correspondantes à 
8,, 03, les équations (e) deviendront 
C; et "= C, etit C, 0 etui — C2 ÿ, et2z 


D — DT 7 MONT 


Si les racines de l’équation (d) étaient imaginaires, les 
valeurs de y et z se présenteraient sous une forme ima- 
ginaire, et on leur donnerait la forme réelle par les 
transformations ordinaires. Mais si ces racines étaient 
égales, les dénominateurs de y et z deviendraient nuls; 
alors les formules (£) seraient absurdes, à moins qu’on 
ne supposät, comme on peut le faire, que les constantes 
C;, C; devinssent égales en nième temps que 6, 6,, et 
ces formules donneraient les valeurs de y et z sous la 


O 
forme =. 
O0 


Pour déduire des équations (£) les valeurs relatives à 
ce cas particulier, on pourra supposer que les coefficients 
des équations (+), ou seulement l’un d’eux choisi à vo- 
lonté, soient modifiés de manière que les valeurs de 0 ne 
soient plus égales, et qu’on fasse tendre ensuite ces coef- 
ficients vers les valeurs données. Il sufhra de trouver les 
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limites des valeurs de y et z, avec deux constantes arbi= 
traires, pour avoir la solution cherchée. On pourrait 
suivre pour cela la même marche qui a été suivie précé- 
demment dans un cas semblable; mais il est possible d'a: 
bréger le calcul par les considérations suivantes, qui sont 
RUE dans d’autres circonstances. 

On remarquera d’abord que les deux termes des frac- 
tions qui représentent y et z peuvent être regardés comme 
des fonctions de la variable 0, qui tend vers la limite 6, 
car a dépend de 8, par la seconde des équations (6), et 
la constante C, tendant vers C; peut être considérée 
comme une fonction arbitraire de 8,, ayant pour limite 
C;. On pourra alors traiter les formules (é) d’après les 
règles ordinaires relatives aux fractions qui se réduisent 


#5 FA ! ; 
à — pour une valeur particulière d’une lettre qu elles ren- 
0 


ferment. 

Différentiant donc par rapport à 8, les deux termes des 
fractions qui représentent y et z, on aura pour la pre- 
mière 

dc. ds 


Te 4 C,rent 


d9; LUE db, 


et pour la seconde 
F4 Es da; 


enT C:0, XOERT — , 
d0, d0, 


C, enEz PERS 9, 


et l’on aura les limites de y et z, en faisant dans ces ex- 
TON 0, —0,, a; — ai, GC: — CG, et observant que 


T0 : sera une constanie entièrement arbitraire CG, puisque 
2 


: ; den da; 
C, est une fonction arbitraire de 8,. Quant à mi > on en 
2 


déterminera la valeur au moyen de la seconde équation (6), 
dans laquelle on considérera À et À, constants, et qui 


à 
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_ donne 
da k 
—\— re 
d0 


On trouvera ainsi, pour le cas des racines égales, 
z—(C—CAix)eur, J=(G— AC +06 CA;x)enr. 


84. Si, dans les équations (1), les coeflicients A,, 
_AÀ,,..., P,, P:,... étaient fonction de x, la méthode em- 
ployée devrait nécessairement être modifiée, parce que 
dy 
dx 
Hz +...+0,_ u, vu que les facteurs 0,,..., 0,_: 
ne pourraient plus être constants. Néanmoins on com- 
mencerait de la mème manière, et l’on poserait 


dz 9 du |, lea Ge 
sure En n mi 7e De serait plus la dérivée de 


FH +.. LH ôm nu = b, 
d'où l’on tirerait 


dy dz 
mnt + On 


du dv da, dde 
— 2 — — Z — SE « 
dx dx dx dx 


L'équation précédente servirait à éliminer y de l’équa- 
tion obtenue en ajoutant les m équations; on égalerait 
ensuite à zéro les coeflicients des mn—1 variables z,..., u, 
dans cette équation ; il en résulterait d’abord m—1 équa- 
tions non linéaires du premier ordre entre les m—1 va- 
riables @,,..., 0,_1, et en outre une équation du premier 
ordre en », que l’on iraiterait après la détermination de 
402 22465 ANR 

Pour donner un exemple de ce procédé, soient les deux 
équations 


d dz 
(a) + AY + Bz=X, ds TAYHBz=Xx;; 


multipliant la seconde par 8, et l’ajoutant à la première, 
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il vient 
dy dz 
dx dx 
Posons 
Y+0z—=v, d'où 7 —=vr— 0323 
et 


dy Eros do. 


dx Hé °C GIP EN 


l'équation (b) devient alors 


p {0 | 
#4 


dx 


Si l’on égale à zéro le coefficient de z, on aura, au lieu de 
cette équation, les deux suivantes : 
| d0 


+ A#+(A—B)0—B=0, 


(c) FA 
TE H(A+ GA )r=X +0X,. 


On commencera par chercher à intégrer la première, qui 
ne renferme que 0 et x; et si l’on peut y parvenir, la se- 
conde donnera v sans difficulté. On déterminera ensuite 
y et z en prenant deux valeurs de 6 correspondantes 
deux valeurs de la constante qu’elle renferme. 

Si les coeflicients sont constants, on peut satisfaire à la 
première des équations (c) en posant 

À'ULIA D) 282 

ce qui donnerait pour 0 deux valeurs ; on en trouverait, 
par suite, deux pour v, et l'on en déduirait y et z. Or: 
pourrait aussi intégrer généralement léquation en 6, et 
prendre deux valeurs de cette fonction de x correspon- 
dantes à deux valeurs de la constante, comme dans le cas 
où les coeflicients étaient fonctions de x. 

Ce dernier procédé sera appliqué avec avantage au cas 


* 
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où les deux racines de l’équation s 


A,0+ (A — B,)0 — B—0o 
étant.égales, les formules données par le premier de- 
viennent illusoires. Dans ce cas, on a, en désignant par « 
cette valeur de 8, 


d'ou 


e étant une constante arbitraire. En donnant à c les deux 
valeurs æ et o, qui sont ici les plus commodes, on trouve 


I e . 2 
pour 6 les deux valeurs «& et à + 7 a substituées 


dans la seconde équation (c), donneront deux valeurs 
de », d’où l’on tirera y et z. 


"89. Autre méthode dans le cas des coefficients con- 


stants. — Lorsque les derniers termes X,,::., X,, des 
a * 2 F 
équations (1} manquent, on remarque d’abord que la 


somme de plusieurs systèmes de valeurs de y,...;u, qui 


satisfont séparément à ces équations, y satisfait aussi, et 


que’, par conséquent , il suffit de trouver m2 systèmes ren- 
fermant chacun une constante arbitraire. 
Pour cela on établira des rapports déterminés arbi- 
traires entre les variables, en posant 
FE Pr 2 6 


d'où résulteront les équations suivantes : 


d 
a+ y (A+ Bat... +Pu)=o, 


II. 9 


# 
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Pour que ces équations s'accordent, on aura les m—1 


conditions 


A+ Ba +...+Pip—a(A; + Bia+...+Pip), 


Ant Baa +...+ Pau = p{(A; Ba PP 


ou, en introduisant une nouvelle inconnue — & qui re- 


présente le facteur commun à tous les seconds membres, 


À, Brestt +. Bil=108 

(61 AtBatk..+tPu=— aa, 
7) ee" pv" . 26 "ln : ven Pen 
An + Ba +... + Pau —=—2@p. 


Si des nm — 1 dernières on tire les valeurs de &, 6, ,p, 
on reconnaitra, comme dans le cas précédent, que l’équa- 
tion en a sera du m°"* degré: et il serait facile de prouver 
l'identité de ces deux équations en a, d’après la forme des 
équations (3) et (6). 

Pour chaque valeur de a on aura un système de valeurs 
de «,6,...,u, etil ne s’agit plus que de connaître y, qui 
sera donné par l'équation 


dy 


+= — OY —= 0, 
dx 


d'où y = Ce**, GC étant arbitraire; on aura donc une so- 
lution des équations proposées, en prenant 


y Ces, 0 — CNE. ONNPENENSEEE 


On aura m systèmes semblables, en prenant pour a ses m 
valeurs; ils renfermeront chacun une constante arbi- 
traire, et, en les ajoutant, on aura la solution générale 
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de la question, exprimée par les formules suivantes : 


2 — 8A ei TX # Ce enr D er te LIRE a" ê 
(5) Ce ent LC LS Craft} 
Lu — C; he + Cu ea +... + Ce Fm ee”: : 
Si plusieurs des racines 4,, &,,..., a, devenaient égales, 
on agirait comme on l’a déjà fait en pareille circonstance, 


et les valeurs de y, z,..., u contiendraïent toujours m 
constantes arbitraires. 


86. Il est facile de passer de ce cas à celui des équa- 
tions (1) : il suffit, pour cela, de substituer aux constantes 
C;, C:.,..., C, des fonctions de x, comme nous l’avons 
déjà fait dans une circonstance analogue. 

Différentiant les équations (7) et reportant les valeurs 


d du » : ? 
de - ue — dans les équations (1), il ne restera que les 
T dx 


termes affectés des différentielles de C,,..., C,, et les 
seconds membres X,,..., X,. 
On aura ainsi 


a,x C a,x 4 C: amx À Cm x 
dx l dc FPS nié 
1C d'C: d'C 
‘AT Ace A3 X 2 ; Am T RE à 
LL dx F dx Sn one dx ü 


d'C d'Cn 


On tirera de là les valeurs de 3.) en fonction 


ar 
de x; et, en les intégrant, on connaîtra C;,..., C,.. Si on 
les substitue dans les équations (7), on aura les solutions 
générales des équations (1), renfermant les #1 constantes 
qui proviennent des quadratures relatives à C;,..., C,. 


87. On peut appliquer à plusieurs équations simulta- 
9 : 


hé | 
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nées une remarque qui à été faite précédemment dans le 
cas d’une seule équation différentielle. 

Soient, par exemple, les deux équations du premier 
ordre 


(1) Ft, 2,% 32) 08, JE TAPIS 


dy 

dans lesquelles on suppose y = <=; 7! =. 
1 PPT x dx 

Admettons qu’on connaisse les intégrales générales de 


ces deux équations, et représentons-les par 
(2) A = AC D PE 


a et b étant deux constantes arbitraires. 

Les équations (1) deviendraient identiques en x, a, b, 
si l'on y substituait les expressions (2). Si nous les diffé= 
rentions par rapport à a dans cette supposition, nous au- 
rons des résultats identiquement nuls; d’où résulieront 


les équations 
dF dy  dF dz dFdy'. dFdz..4, 
—— — — ES le Set IE) 
dada dde dès a dé Mt PES 
dfdy\ 1 df de Vdfi d'El 


LIÉE EEe "* ——"N — — —— mt 


dy da dz da d;" da dz! da 


dy + l'A, 
ou, en posant — = ste 
da da 


dE dE dF du dE dv 


” AT UMTS he des PLAIT 
df df 12 dj Ü4 df de 
= HU + 9 + — 
dy Fr dz dy! dx FT di dé — 
. » . Î 
Concevons maintenant que dans les coeflicients a {s os 
à À 


on ait remis pour y, z, y’, z' leurs valeurs en x, a, &;'on 
aura deux équations linéaires en w, y, à coefficients fonc- 


{! 
4 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 133 


tions de +, qui seront satisfaites quand on y mettra pour 


Ô do d 
u etvles fonctions “?, Ÿ 
da da 


On verrait semblablement que les équations (3) admet- 
tent pour solution fe, sn 7 
db db 

Donc, si l’on désigne par À et B deux constantes 

arbitraires, les intégrales générales des équations (3) 


seront 


Ce do ds 
FFT da db’ 
db dy 

peurs À US + B db 


Si l’on n'avait donné que des valeurs de y et z avec une 
seule constante a, on n'aurait pu avoir qu'une intégrale 
particulière du système (3). 

On voit ainsi que, lorsqu'on connaitra les intégrales 
générales d'équations simultanées de forme et d’ordre 


quelconques , on pourra former un système d'équations 


linéaires simultanées, respectivement de même ordre, à 
coefficients variables, et dont les intégrales générales se 
déduiront des premières par de simples différentiations. 
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CHAPITRE XI. 


INTÉGRATION PAR SÉRIES. 


88. Nous avons déjà vu comment on pouvait, au moyen 
des théorèmes de Taylor et Maclaurin, développer en 
série l’intégrale d’une équation différentielle d’un ordre 
quelconque. On y parvient encore au moyen des coeffi- 
cients indéterminés. Nous allons donner quelques exem- 
ples de l’une et de l’autre méthode. 

Considérons d'abord l'équation 


æ& y dy 
(1) D pr —- ee AE =) 


on trouve, en la différentiant, 


Œ y dy ve J 

—— NT —— + NY = O 

dx Lx! Lx 4 à 

d'3 ñ dy 2 d'y hs d 
PIERRE —— HA — 2n— —= O0 

dx: Lx dx° dx Es 
dur! y dr” dr! Y dn-—2 Ÿ 

———— mr +1 + AT M —])72 == 

d. rt+ 1 ie ( ) l mt d. AL l Pi ( ) dx"? 


dy LA dy 


ñ 
Lee 9 er | 
dx 7 dx! “ tÿ 


Œy d'y ce 
dé de NES 


et, en général, si m est impair, 


CRE AE 


dx" ES 0; 
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LA 0 
et s'il est pair, 


rt 771 
ny 5 oi à 1 a 
= — 7 Où — 


der m +1 


suivant qu'il est ou non divisible par 4. 
On tire de là, par la formule de Maclaurin, 


| nx? À n°? x" n° x 
= Joel L— + — > — mer TUE 


He 


CY 
[e) 
e; 
ER 
[er] 


HU 00. ca 
se dat; 57 
Aïnsi, en représentant par C la constante arbitraire 
Jo 
Ds On'a 
Va 

C sin,æVn 

EU NU 

Cette expression, ne renfermant qu'une constante, 
n'est pas l'intégrale générale ; elle donne seulement celle 
qui peut se développer suivant la formule de Maclaurin. 

Connaissant une intégrale particulière, on aura l’inté- 
orale générale en regardant C comme fonction de x; et 
Von sera conduit, d’après la méthode exposée précédem- 
ment, à une équation linéaire du premier ordre. 

On trouve d'abord, en substituant la valeur de y dans 
l'équation proposée, 


d?C =3 dC s 
+ 2 Vr FEAT Vr = "0, 


dx° 


dC . \ 
posant VER pP, on parvient à 
ax 


GC 
ES 


. s ROLE \ 
sin? .æ Yr 
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C, étant une constante arbitraire; on déduit de là : : 
G= C' + C” cot.x Vn, 


C’ et C” étant des constantes arbitraires. L'intégrale gé- 
nérale de la proposée est donc 


C'sin.x Yr + C” cos.x Vn 
(2) T — D EEE M PNEUS . 
89. Si l’on employait la formule de Taylor, au lieu de 


celle de Maclaurin, on obtiendrait l’intégrale générale. 


» . . 1 d? 
L’équation (1) ferait connaître la valeur de ee en fonc- 
L 


: dy dre SUR 
tion de y, et (2) relatifs à la valeur arbitraire, ; et 
PTE 


d'ÿ s 
7. etc., ce qui 


ses dérivées successives ferontconnaître ( 


déterminera le développement de y suivant les puissances 
de x — x,, renfermant deux constantes arbitraires. Il est 
facile de yérifier que cette valeur de y coïncide avec celle 
que donne l’équation (2), en développant celle-ci par rap- 
port aux puissances de x — x,, après l’avoir mise préala- 
blement sous la forme | | 


MALE UNELES Lo) Vr + C; cos. (r — x) Vre 


© © ne 


LE — To 
1 + — 


ee 


90. Intégrons maintenant la mème équation par la 
méthode des coefficients indéterminés. Soit 


V0 Æ” 4; x° + ax LU LR. 5 


la série étant ordonnée par rapport aux puissances crois- 
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santes de x: on en déduit 


[24 . 
NY = NRA L® + NAT? + NAGXŸ +. .., 


2 d L—2 6=9 y—2 
ET or + 20 6e: —-- 2437 x? = LE 
x dx 
d?y De D 6—2 

diala -1})x © }-Hax(é — tx 
dx? 1 ( ) ( ) 


+ 4:37 (y Sala Or, PAT 


La somme des seconds membres de ces équations doit 
être nulle, quel quésoit x, en vertu de l'équation propo- 
sée : ce qui exige que les coefficients des termes de degrés 
différents soient nuls séparément. 

_ Le plus faible exposant est à — 2; le coefficient du 
terme total de ce degré donne la condition à (4 + 1} — 0, 
équation à laquelle on satisfait par 4 — — 1 oua = 0. 


1°. Soit & ——1. Le terme ra, x” me pouvant dispa- 
raître de lui-même doit se réduire avec d’autres; il faut 
donc que « ne soit pas inférieur à 6— 2. Si6—2< a. 
il faudra 6 (6 + 1) — o pour que les termes de degré 
o— 2 se détruisent, ce qui ne donne que 6 — o, puisque 
6 a. Il faudra ensuite que l’on ait 


2 &, des 2,5 6 sf s 
les coefficients donneront les conditions 
a y(y+1i)+nra =o, aÈ(d+i)+ra+o,.... 


On tire de ces diverses équations 


” CEE | 6 —— DENT À — 9 
RE 219 1— 0, 1 —=£ + ï 
TEL a; 7 
ds — 1 dr F2 2 ji NES .., 
I 1.2.9.4 
a 1 a: n° 
d; — — ? Œe == è 
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Il y a donc deux constantes indéterminées &,, as, et la va- 
leur de y est 


( I nx n°? 2 n° a 


72 na ia Aus ÉRYAT 17 UN Cal 


nr? is 
+ AU I1— + > » + oh 


ou 


A 


__ acos,x Vr vashaéé, vr 


RE PR RE MEN - Ciencs RC CE 9 
T L 
solution identique avec celle que nous avions déjà trouvée. 
Nous avons pris 6 —2<a, mais nous aurions pu 
prendre 6— 2 — x. Dans ce cas, nous aurions trouvé 


a; COS Vr 


TL 


seulement s À — » ce qui n'est qu'une intégrale 


particulière. La solution n'aurait été complète qu’en con- 
sidérant l’hypothèse & — o que nous avons déjà indiquée; 
et que nous allons examiner. 


2°, Soit « — 0. Dans ce cas on ne peut avoir 6—2<[a,; 
parce que le coefficient de x°? devrait être nul, ce qui 
donnerait 6 (6+ 1) — 0, équation impossible puisque 
6>a.On aura donc6— 2— «, et, par suite, y—2= 6... 


Les exposants ont donc les valeurs suivantes : 
a— 0, 6-20 eh 
les coefficients seront 


a, a, n°? 
, (4 ET NET © 9) 
18289 15259 69 


A = — 


et, par suite, 


a: = 
de sin. Vr 


ir TT | 
ms 


€ 


| 
| 
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: On ne trouve done encore qu'une intégrale particulière, 


puisqu'il n’y a qu’une constante arbitraire. Réunie à celle 
que nous avions trouvée en dernier lieu, elle donnerait 
l'intégrale générale. 


91. Soit encore l'équation 


dy 1 dy 
dx? x dx TRS 
posons 
MES ALT + A x + A, + .,., 
on aura 
1 dy œ—2 6—2 y — 9 
Fe A ar 2 A,60x “+ ÀA:yx RUN 
dl? D — ) —— ‘} 
TE = Aa(a—1)2 PE ADS mile 


y — 2 

+ A7 —1)z T4 
La somme des seconds membres de ces trois équations 
doit être identiquement nulle en vertu de l'équation pro- 


posée. Les termes renfermant x*” doivent se détruire, 
ce qui donne 


a(æa—1)+a—o où «—=o. 
6—2 . 
Les termes renfermant x ne sauraient, dans ce cas, 


être de degré inférieur à &; car leurs coeflicients donne- 
raient 


Emo. 
ce qui ne peut être. Donc 


Male exe 6... 
Ainsi 
xæ—O, 62.2, EE, S=6,:.4 


Les coefficients donnent les conditions 


A,5+ A, =o, A3) + A:=0,...; 


140 A AUTRE HULEVRE  1V0 20 CORRE 


d’où NT S CE AU TEL, AL we) d'A ouoh. os 


x a (FUA f À 1 FAITS 210 DAS p Age aÿ" Li ris 
ftniob sis ‘ = ) ON tion RETUX ro À 


 SUérbl dx Fe 


x? æ, 4 à 9J10 as 3 {O0Ë : li 
y = À. ( “æ. 2? "13 2? 4 À 2% F. Gr | ‘4 


On ne trouve PRE ce. procédé qu’ une intégrale partieu- 
lière, puisqu'il n'y entre qu'une constante atbicrair 


92. En appliquant le même procédé à à Pan 


ce d 


de 4 
Fa J — 0 | "+ £ di 
7e Lx P: es a BR E-Le ob VOS 
EN nr ‘1 
On irouvera NES 
2 + Vs 100 
’ à Lai . 4% 
x? LA PA L° an à He 4 te. 
A D = — + © me a ———— ——— Eu cf 9 
Y 2 2175 DAS, 4 à PAR e 4 + 


ce qui n’est encore qu’une intégrale)pAss ae: d'o 
l’on conclut que l'intégrale générale n'est pas déveloz 
pable suivant les puissances positives, entières où 4 Fa C 
| üonnaires de x. dd À 3 Lip 


Nr, 1 


rires DAT rSf SRE 


+ 144 LA r 
00m 0 


1 } 7: 
D 
‘€. 1 
(MAL 9139 JO ONE ENEER 
sn Hs 


i «oi ) 19 ao 
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CHAPITRE XII. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AU 
MOYEN DES INTÉGPRALES DÉFINIES. 


93: Nous avons donné des moyens pour ramener, dans 
certains cas, l'intégration des équations différentielles à 
celle de fonctions de x ou de y seulement. Quand cela 
n’est pas possible, on cherche quelquefois à ramener le 
problème à l'intégration d’une fonction renfermant x et 
une autre variable, par rapport à laquelle on intègre 
entre des limites déterminées, en regardant x comme une 
constante. Cette forme d’intégrale définie, donnée à y, 
est souvent utile dans les questions de physique mathé- 
matique, et elle le serait bien davantage encore si l'on 
avait des Tables qui fissent connaitre la valeur de cette 
intégrale pour une valeur quelconque de la constante x 
qu’elle renferme. 


94. Un moyen que l’on emploie souvent pour obtenir 
ainsi la valeur de y consiste à développer d’abord cette 
valeur en série, et à sommer cette série, lorsqu’on peut 
reconnaître une relation simple entre son terme général 
et l'intégrale définie du terme général du développement 
d'une fonction connue de x et d’une autre variable, par 
rapport à laquelle se fait l'intégration. C’est ce que nous 
allons éclaircir par des exemples. 

Soit l'équation 


(1) MP CUMmOAT 


/ dx! Led 
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qui se présente dans beaucoup de questions de physique 
et de mécanique. En l’intégrant par la méthode des coef- 
ficients indéterminés, on obtient les deux séries sui- 
vantes, qui fournissent chacune une intégrale particu- 
lière : 


z 
Fe LT +3 ce LT+S 
2 pr) 
D BEL Le nu ns l'en Ce 


1. m 53) Le. CA CAE 


F4 , 
pce PU sp 
2  ÉS 
Fraup (m3) (=m+5)a(mt+ap Hi F: 
| n (2 2 
| es É. PA 
2 2 
4 Fe 1.(m + nu 1.2.(m + 1) (m +3) 
“ay 
2 x° 
y =:M 2 


_ 
. 


où 1.2.3.(m+1)(m+3)...(m-+5) ee à 


n\?P 
nt ZX?P 
2» 


| 7 


Si l’on ajoutait ces deux valeurs de y, on aurait l’inté- 
grale générale renfermant deux constantes arbitraires À 
et A’. La première de ces deux séries devient illusoire 
lorsque y est un nombre positif impair, et la’secondé 
lorsque m est un nombre négatif impair. Ainsi, dans 
ious les cas, l’une des deux subsiste, et l’on’ sait com- 
ment, une intégrale particulière étant connue, on pourra 
trouver l'intégrale générale. Si l’on désigne par y; l’inté- 
grale connue, l'intégrale générale sera donnée par la for- 
mule 


dx 
(2) Y — Cr: + Cr: $ : 


M } 
FA Ti 


Pour obtenir une série de même forme que Ja seconde des 
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deux précédentes, considérons d’abord le développement 
suivant : 

æ? COS? « a COS‘ «w 


A oo , 


(— x°)? cos’? 


ps D: 


multiplions les deux membres par sin”=!odo et inté- 
grons entre © et 7%, en supposant toutefois m positif, sans 
quoi l'intégrale serait infinie. En ayant égard à la for- 
mule suivante, qui s'obtient par les procédés connus de 
réduction, 


a 


l cos’ {© sin” w do 
[0] 


1:3.5...(2i— 3)(2i—1) f sntude 
O 


\ 


(#+2)(#+ 4)... (u+ai—2)(p+ ai) 


et dans laquelle il faut, pour la mème raison, supposer 
w>—1, on arrivera à l'équation 


T T 
af. cos (x COS w) sin! 6 do — ji sin"—'odo — ,.., 
(e) (a) 
bb 
5 ere sin”! © de 
2 0 


1.2.3 ...p.(m+i)(m+3)...(m+op—i1) D st 


dl 


Eu T 
ou, en posant a — x V n, el mettant ïF sin”-lwdo en 
0 


facteur 


TT 
Le cos(x Vr cosw) Sin”! de 
O 


Rx? FE" N2 
2 2 


ne, 


relie den 
= fl sin too 1.(m+1)  1.2.(m+1) (m+43) 
0 


Na 
2 


1.2...p.(m+1)(m+3)...(m+2 p=3) 


+ 
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ce qui n'est autre chose que notre: seconde série, à 
facteur constant près. L'intégrale qu'elle exprime peut 


donc se mettre SOUS la forme suivante: 


L. | 
T— 8 | cos (x Vz cos) sin”"—! wo do, 
O 


pourvu que l'on ait” 0. 2100 "ES atrotqithe 


Quant à la première série, qui peut s’écrire ainsi: . t 3) 
{ 2  {nz! RS 0 


Me 


RE TE 1.2.(— PA Frs È 


nx?\P 
| 


1.2... p.(—m+3)(—m+d)...(— m+2p+1) + 
3] 


LA — À D AMLLEURE 


on voit que la partie comprise entre les parenthèses ne dif- 
fère de la précédente que par de changement de m en 
— M + 2. On pourra donc mettre éette dérhière équaæ 
tion sous la forme suivante, pourvu que l’on ait m 24 > 

OS | 148 


146 


T 
J = Bix" i cos (x Ve cosw) sin!" w do, 
0 ; 


B; étant une constante arbitraire. L intégrale générale di de 
l'équation {1} sera donc 4 


T 7 | 18 

= | cos (+ Vr cos) sin! do 

(3) 9 7 
\ Te 


WT 9 
# De à 
+ B, cos (x Va cos w) sin!" & do, 
0 : 


toutes les fois que l’on aura les deux conditions 


" | y 1 4 


M [>0,' M célsis lt pe 


: 44 | y'a 0 
Si m est en dehors de ces limites, une seule des deux in= 
tégrales subsistera, et l'équation (3), réduite à l’un de ses 


2x 
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deux termes, ne donnera plus qu’une intégrale particu- 
lière. Dans ce cas, l'équation (2) fera connaître l’inté- 
grale générale. 

Considérons maintenant les deux cas particuliers cor- 
respondants à m = 0 et m— 2. 
95. Soit d'abord m — 0, ce qui réduit l’équation pro- 


HP SR 
posée à —— + ny = 0. On devra se borner à la seconde 
dx? 


partie de la formule (3), et l’on aura l’intégrale particu- 
lière 


T 
D tons Be | cos (x Va cos w ) sin o do. 
[e) 
Effectuant l'intégration et représentant par C une con- 
stante arbitraire, il vient 
. KA 
ri =CsinxVyr. 


La formule (2) donnera par suite, en représentant par C, 
une seconde constante arbitraire, 


(4) y = Csinæ Var + C cos x Vr. 


On serait arrivé plus simplement à ce résultat en traitant 
directement l'équation 


d'y 
dx? 


+ 2Y = O. 


En opérant comme nous l’avons indiqué pour les UE 
tions linéaires à coeflicients constants, on trouve immé- 


diatement la formule (4). 


96. Soit maintenant m — 2, et, par suite, 


d'y l 
(5) CT, 2 TD up =o; 


dx? x dx 


1. 10 
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on ne conservera que le premier terme de la formule (3), 


et, en effectuant l'intégration, on trouvera 


__Csnx Vr 


1 — 


T 
D’après cela, l'équation (2) donnera pour la valeur de 
"intégrale générale 
8 5 Ù 
_ Csnx Vr + C cos x V7 
L 


v 


On pourrait traiter directement l'équation (5), et poser 
1/2 . . . . 

y = -; on obtiendrait ainsi 

; T 


d'u 
— + AU = O 
x À 
204 
d'où 
u—= Csinx Vr + C, cos x Va, 
et, par suite, 
Csinx Vr + C, cos x Vr 
FL x 


97. Ilest un autre cas particulier qui exige un artifice 
analogue à celui que nous avons plusieurs fois employé 
dans certains cas de racines égales: c’est celui où l’on a 
m —1; les deux parties de la formule (3) se réduisent à 
une seule, et l’on n’a plus qu’une intégrale particulière, 
bien que la valeur de m tombe entre les limites o et 2. On 
pourrait bien encore recourir à la formule (2); mais on 
obtiendra beaucoup plus simplement l'intégrale générale 
de la manière suivante: 

Remplaçons »1 par 1 + 0 dans la seconde partie de y; 
dans la formule (3); elle devient 


27T de 
Br | cos (x V7 cos w) (sin ®)T do ; 
0 + 
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or 
: 2 
Æ —1—0lxr+ AT a UE 
RE 
° S R 
(sinw) = 1— 01.sine + (sm —...; 
1 
d'où 


a (sinw)? = 1 — 9 (1. x + l.sinw) +...; 


et la seconde partie de la valeur de y devient, en négli- 
geant les puissances de d supérieures à la première, 


T — 
a, f cos (x V# coso) do 
0 


T — 
20 | cos (x Vn coso)(l.x + 1. sine) do ; 
O 


la première partie de y devient de même 


5e \ + # 
8 | cos(a Vrcose) dut [| cos (x Vr cosw) 1.sinwde. 
(U 


(e) 


Ajoutons ces deux expressions et posons B+B,— C, 
C désignant une constante arbitraire, on aura 


T es 
Ve cf cos (x Vr COS © ) do 
(a) 
2 B—c)s f cos (x Vrcosw) (1. x +1. sinw) do 
(e) 
T & 
+ Bd [ cos (x Vr cos w) 1. sin wdo. 
w O 


Supposons maintenant que d tende vers zéro, et Bo vers 
une constante arbitraire C; ; on aura pour la valeur com- 
plète de y, en passant à la limite, et observant que 


1O. 


LE? AE 
LAN 
4 
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Lx +o2l.sino =]. {(xsin wo), 
T — 
neo cos (x V2 cos w) do 
(e) 


NT 0 
+ Gi cos (x Va cos w) 1. (x sin’ w) de. 
O 


Telle est l'intégrale générale de l’équation 


6 2 æ 
( ) dx? rs xx 


98. ILest bon de remarquer que toutes les fois que m1 sera 
un nombre pair positif ou négatif, l’une des deux parties 
de la valeur de y donnée par l'équation (3) pourra s’ex- 
primer sans aucun signe d'intégration ; quant à l’autre, 
elle disparaîtra, vu que m sera en dehors des limites o et 
2. Pour le démontrer, désignons, en général, par A, l’in- 


TT 
tégrale définie | cos (À cos w) sin? wdw; l'intégration par 
(e) 


parties donne la relation suivante, en supposant p > 3 : 


NN = S ) = 1}(p=3 
CES PE 


Si p est un nombre pair, on parviendra, au moyen de 


TT 
cette formule de réduction, à À, ou | cos (cos w) do, 
vo 


qui ne peut être obtenu exactement en fonction de À. Si, 
au contraire, p est impair, À, est ramené à À, et A, qui 
peuvent être calculés exactement et ont pour valeurs res- 


pectives 


2, sin À 
AS 
À 


: ai (sin — } cos À ); 
3 


d’où il résulte que l’une des deux intégrales particulières 
qui entrent dans l'équation (3) pourra toujours être CXpri- 
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mée en x, sous forme finie, lorsque m sera un nombre 


impair positif ou négatif. 


99. On peut encore présenter l'intégrale de léqua- 
tion (1) sous une forme qui est souvent préférable à celles 
que nous avons considérées jusqu'ici, et particulièrement 


| lorsque #7 est un nombre pair positif ou négatif. 

Posons 
H 

__ .% € De td 2 È 

Y — Ar” o(x) À PRE D x + A,x°* 22 (x)+ hu 
les constantes «, À, A, A2, etc., étant indéterminées , 
| ainsi que la fonction (x) dont nous désignons les déri- 
| 


vées successives par g (x), 9” (x), etc. Substituons cette 
valeur de y dans l’équation (1), et cherchons s’il est pos- 
sible d'annuler les coefficients des diverses puissances 
de x, qui seront en évidence. 

En différentiant deux fois de suite y, on trouve 


d 
= = mAur*— 26 (x) + mA, (x + 1)2%— I o(x)+mA,(x +2) lex © (x) +... 


+ mAXATI p'(x) + mA, 2% 0" (x) +... 


d? 3 
_ —Au(a1)x% 2 6 (x) + À, (a + 1)œxtl ol (x) + A(a+2)(a+1) x a (t)+e:. 


+oAuz*— lu (x) + 24, (aœ+i)xt gp" (x) +... 


Si nous substituons ces développements dans l’équa- 
tion (1), et que nous égalions à zéro le coefficient du terme 


F LA . . L —9 
général qui contient x” 7, nous trouverons 


[(a+p) (a +p+m— 1) A,+(22+42p+m— 2) Ay-i+Apà] op (x) 
+ nA gt (x) = 0; 


et pour que ceite relation entre q (x) et ® (x) soit plus 
simple et ne dépende pas de p, nous poserons 


(a+ p(a+p +m—i)A,+(2a+2p+m — 2) Ap_i 0; 


HA M" (r)+e.. 
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d’où il résultera 
(x) + np (x) —=o, 


équation à laquelle on satisfera , quel que soit le nombre 
entier p, en posant 


(x) +rp(x)=0, 
d’où l’on conclut 
p(x) = Csinx V7 + C’cosx Vr, 


C et C’ étant des constantes arbitraïres. Mais ce calcul ne 
s'applique pas à tous les termes de la série qui résulte de 
la substitution de la valeur de y dans l'équation (1); il 
suppose que p soit au moins égal à 2, et il est nécessaire 
de considérer à part les deux termes qui renferment les 
puissances &« — 1 et « — 2 de x. En égalant à zéro leurs 
coefficients respectifs, on obtient 


a(æ—1)+ma—o, A;(a+i)(x+ m)+A(m+2a)=0o. 
La première donne 


@—O, OU xa—I—/N, 


et la seconde conduit, dans l’un et l’autre cas, à l’équa- 
tion 
A, Sn À. 
Examinons successivement les développements corres- 
pondants à ces deux valeurs de «. 


1°, Soit æ« —1— 1m; la relation générale entre À, et 
À,,_1 devient 


p(p—m+i)A,={(m—2p)A}. 


En changeant successivement p en p—1, p—2,etc., 
on déterminera À, en fonction de À,; etcomme À, — —A, 
on connaîtra le coefficient général À, en fonction de A 
qui restera indéterminé, mais que l’on pourra prendre 
égal à l'unité, à cause des constantes GC, C’. 
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: On trouvera ainsi 


(m—2p)(m—2p+2)...(m—4) I 


A) = — (p—m+i)(p—m)...(3—m) bus; 


et la valeur de y aura pour expression 


_ _. 1( Sin : 7 : T n 
Csinxÿr+C' cost Vr—x AMÉLTRRE A E +... 
Le gim 


(m — 4)...(m—2p) (— zx) d(C sinæVr + C' cosr Ve) 
(m—3)...(m—p—31) RON: dxP 


Lorsque l’on trouvera pour un certain coeflicient À, 
|, une valeur égale à zéro, la série arrêtée au terme précé- 
dent satisfera à l'équation différentielle, et l'intégrale 
générale sera donnée par un nombre fint de termes. 
Cela arrivera toutes les fois que m1 sera un nombre pair 
positif. 
Soit maintenant « — 0; la relation entre A,_1 et A, 
devient 
T1 2 P —— 2 


À, es A 1 © 
P pm + p—1) Cr 


d'où l’on tire, en supposant encore À — 1, 


a _(n + 2) (m + 4).. (2 + T'en (— 1} 
PO (m+i)(m+2)...(m+p—i) Et. À 


et la valeur de y sera 


d(Csinx Vr+C' cosx Va) 


= C sin x Vr+-C' cos x n—x ra HER 
(—x) (m+2) (m+4).. (m+2p—2) dP (C sin x Vr+ C' cosx Va) Le 
1.2...p (m+a)(m+ 2)... (+ p —1) dx? 


Où arrètera cette série, comme la précédente, au terme 
dont le coefficient sera nul; ce qui arrivera si 2 est un 
nombre pair négatif. D'où l’on tire cette conséquence 1m- 
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portante, que l'intégrale générale de l'équation (1) peut 
toujours s'exprimer par un nombre fini de termes lorsque 
m est un nombre pair positif ou négatif. 


100. Équation de Riccati. — L’équation non linéaire 
q q 
que l’on désigne ainsi est la suivante: 


l 
_ + ay? = ba”. 


du 


+ + dx . L 
Si l’on pose, avec Euler, y — —; on obtient, en faisant 
au 


ab =1A, 


d?u 
er se NT gb 


et tout se réduit à intégrer cette équation linéaire du se- 
cond ordre: car la valeur générale de u sera de la forme 


u = Cu, + C'u, 


C et C’ étant des constantes arbitraires ; 1l en résultera 


du par du c’ a. 
dx dx dx 
et, par suite, 
du, , du; C du, du; 
Can ANNEES 
LICE ME FR 4m ; 
C U, + U 


ES 
Cette valeur de Ÿ renfermant une constante arbitraire C 


sera l'intégrale générale de la proposée. 
Il reste donc à intégrer l’équation 


du 
dx’ 


ne DT: VE 8 


On peut ramener cette équation à une autre de la forme 
de l'équation (1), en changeant la variable indépendante 
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x, et posant x = kz, À et p étant des constantes indé- 
terminées. On trouve ainsi 


2 d'u —!] 
P IRAN ) 


D DT — © à oh cie — Ax"u = 0. 
À? dz! À dz 


Les deux termes extrèmes ne renfermeront plus x si l’on 
Æ d’ “ Lot mn 2 t { , li . « 
pose 2p—2—m,doùp—=—+#+1,et quon divise par 


2 
x". Si l’on divise, en outre, par et qu'on exprime x 


en z, on obtiendra 
d'u 14 m 1 du A #° 
pres tt À U = O « 
dz? m+2 z dz É ) 4 
— + I 
2 
et si, pour simplifier cette équation, on détermine À par 


la condition 
mn 


m à id! 
D A Peu 


on aura à intégrer l'équation suivante : 


m 
d'u ‘ru m + 2 du 
dz? Z dz 


qui rentre dans l'équation (1) en y changeant m et » en 
D 

m + 2 

vantes : 


et—1;ce qui donne lieu aux conséquences sui- 


4 m . …. , . 
NS Pr aouun nombre pair positif ou négatif, les 
72 2 


deux valeurs de uw pourront s'exprimer par un nombre 
fini de termes en z, et, par suite, en x. 
Soit donc 
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1 étant un nombre entier positif ; on en tire 


les signes supérieurs se correspondant, ainsi que les infé- 
rieurs. Cette expression se réduit à la forme suivante: 
Le he i 
Toit 
Ainsi l’équation de Riccati pourra s'intégrer compléte- 
ment lorsque m sera renfermé dans cette formule. 


3 mn . r , 
DOS + — est compris entre Oo et 2, la valeur géné- 
m - 2 
rale de u pourra s'exprimer au moyen de la formule (3). 
e . CR m » e 
On voit d'abord que si m est positif, ——— est nécessai- 
mn + 2 


rement compris entre 0 et 2, et l'équation de Riceati s’in- 
tégrera par le moyen de deux intégrales définies simples. 
Si m est Home soit 7 — — re on aura 
n! 


Pat MAS mo 


m'— m' 2. 


la première exige m' > 2, et la seconde, m'> 4. Donc 
on intégrera encore de la mème manière l’équation de 
Riccati lorsque m sera compris entre — 4 et — oc . Ce 
n’est donc que pour les valeurs de m» comprises entre 0 
et — 4, que l'intégrale cherchée ne pourra s'exprimer au 
moyen de deux intégrales définies simples. 


La formule (3) devient, en y changeant m en PE et 


n en —1, 


— 


T 
Er AL: 
«8 | cos (z/— 1 cosw) sin o do 
[e) 


2 2 


m2 ï PT . m+2 
+ B,z f cos (z V— I cosw )sin o do. 
0 


[# 
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m 
: ANA 
Remplaçant -z par sa valeur - x , , et, posant 
1 | mn 2 
2 VA À Ad 
——— —= y, il vient 
m + 2 
m 2 


T — 
- Yi RE ° _M-+2 d 
à cos | uzx —/!] COS } Sin wo do 
[0] 


Fi — +1 
+ Be | cos ue Fa. 1 cosw | sin” T?odo. 
0 


Si l’on fait disparaître les imaginaires, cette formule de- 
vient 


T 0 st ss 
2 D | mH-2 
E— B [ e*T cos QE eT x COS 0) sin 0) do 
0 
rs. té 3 
T tal F CE 
2 se, 2» AE .° 1-2 
LL B'r À el COS «) ne e [2 T cos w sin o do, 
0 


B et B’ étant deux constantes arbitraires: et le rapport 
; PP 


pr <a la seule constante que renfermera l’intégrale de 


équation de Riccati. 

Si mn est entre les limites o et — 4, une seule des deux 
intégrales définies subsiste, et l'intégrale générale sera 
donnée au moyen de la formule (2). Soit u, la valeur par- 
üculière de u , on trouvera 


du, 
dx 11 I 
a 
au dx 
u° (c: + a Se) 
il 


C; étant une constante arbitraire. Cette expression est 
moins simple que la précédente, mais c’est précisément 
dans ce même intervalle, entre o et — 4, que se trouvent 
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° » EE i 
comprises les valeurs renfermées dans la formule +, 
" 2é Et 
et pour lesquelles on peut intégrer exactement. Si m avait 
pour valeur la première limite o, l'équation à intégrer 
serait 


d'u 


qui donne 
nu — Ce’. + Cet” 


Si m a pour valeur la seconde limite — 4, on a à consi- 
dérer l’équation 


sd pis x ,» » . p . ide LA % \ 
qui a déjà été traitée, et qui, en posant u = -; se réduit à 
Z 


d?e 
EEE HESO , 
d’où l’on üre 
p— Ce’ +'C, «Ts, 
et, par suite, 
heGet:t Gif 
TE 


u 


4°. Entre les limites o et — 4, il y a une valeur qui 
rend les deux intégrales illusoires : c’est m = — 2. Dans 
d'u _ Aus 
dx! x? 
elle rentre dans une classe d'équations que nous avons 
donné le moyen d'intégrer. Son intégrale générale sera 
u = Cr! + Cix!”, Al et k/ étant les racines de l’équation 


kK?— x — À — O. 


ce cas, l'équation primitive en « devient 


101. Soit encore l'équation non linéaire 


dy 


ax 


& ay° — bei: : 
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. posons de même 


Let 
= s 79 
J au dx 


et l’équation proposée deviendra 


d'u 
— abuer®, 
dx? 
Soit 
2 Vab px 
e ES 
P 


1l en résultera 


ce qui nest qu'un cas particulier de léquation (1). On 
aura donc 


T 
1 ce [ cos (z V— 1 cos) do 
0 


T ei 
+ C: [ cos(zÿ—1 cos o )L (z sin’) do, 
[0 


La 


où 


TT 
«=c | (épeono nl Tee 0) 1 6 
0 


Tr 
+c f (es cos L e7 2€05%)], (zsin’w) do. 
0 


11 ne reste plus qu’à substituer à z sa valeur en x; et y se 
déduira de u, comme dans le cas de l'équation de Riccati. 


102. Considérons encore l'équation suivante, qui se 
rencontre dans les applications physiques, 
d? nir +) 

+ | “a | y = 0; 


dx? æ* 


posons y = x"+!z, il viendra 


127 2(n+1) dz } 
À = + AURA — + p°z2—= 0, 
de’ L dx 
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qui rentre dans l'équation (1), en y changeant "» én 
2(n—+1)etnenp*. 

Si l’on suppose n positif, et quelconque d’ailleurs, 
2 (n +1) n'étant pas compris entre o et 2, on ne pourra 


exprimer qu'une intégrale particulière au moyen d’une 
intégrale définie. Son expression sera 


T 
z =) COS (pr COsw ) sin? +1 6 do , 
0 


et l’on pourra, comme on l’a déjà vu, en déduire l’inté= 
grale complète. La valeur de y, qui s’en déduit, est 


T 
PEAR 1 cos (px cos w ) sin?"+! w dw, 
O 


Dans le cas particulier où #7 —1, l'équation proposée 
devient 
dy 


Sa. | 
2 al pe 
dx? (r 2) J se 


et l’on aura 


TT 
LR aæ | cos ( px cosw) Sin’ o do; 
O0 


et, effectuant l'intégration, 


É px ) 
VETIR — COS pPX | » 


PY 


B étant une constante arbitraire. En la considérant comme 
fonction de x, on déterminera facilement l’intégrale com 


plète : 


LVRERT 
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CHAPITRE XIV. 


DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES 
PAR L'INTÉGRATION D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


103. La recherche d’une intégrale définie peut quelque- 
fois être ramenée à l'intégration d’une équation différen- 
tielle, relative à l’une des constantes qui entrent sous le 


signe Î : 


Les dérivées de cette intégrale par rapport à ces con- 
stantes seront des intégrales prises entre les mêmes li- 
mites ; et si l’on peut par ces différentiations reproduire 
la première intégrale, en léliminant on aura une équa- 
tion entre ses dérivées par rapport à une des constantes. 
Si l'on peut l'intégrer, on aura une expression qui ren- 
fermera l'intégrale définie comme cas particulier, et il 
ne s'agira plus que de déterminer les constantes arbi- 
traires de manière qu’elle se réduise à cette intégrale elle- 
même. 


104. Soit, par exemple, l'intégrale définie 


TT 
ji cos (x Cosw) do. 
O 


Considérons-la comme une fonction de x, et posons 


T 
(1) E— j. cos (x COS w) do. 
(e) 


Le 
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Différentiant deux fois par rapport à x, il vient 


dy eut 
nu sin (Z COS w ) cos w do, 
0 
d° 
AR cos{x cos w ) cos’ do. 
dx? K 
0 


Pour rendre ces expressions plus facilement compara- 
bles , il faut introduire cos (x cosw) au lieu de sin (x cos) 
dans la seconde; et c’est ce que l’on fera en intégrant par 
parties. On aura ainsi 


— sinw SiIN(x COSw) — e [sin cos (x COSw) do. 
Le premier terme disparaît, aux limites o et 7, et il vient 
d a 4 
D} cos (x cosw) sin’w do. 
0 


Divisant par x et ajoutant à la troisième équation, on ob- 


tuent 


d'y 1 dy : 
s pe Ets cos (x COSw ) do. 
dx? én dx [ tee 


L'intégrale cherchée étant ainsi reproduite, il suffira 
de la remplacer par y pour avoir l’équation différentielle 


cherchée, qui sera 


d?y 1 dy 
PASS ==i0: 
(2) Han Prtas A 


T 
105. La détermination de f cos (x cosw) do a été ra- 
O 


menée à l'intégration de l'équation (2), que nous avons 
traitée dans le n° 97. Mais, comme nous n’en avons déve- 
loppé qu'une intégrale particulière, on ne peut savoir si 


ÈS y: HP 
' Es ; 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉBENTIELLES. 161 
c'est elle qui doit donner la valeur de l’intégrale définie. 
On voit donc qu’il est, en général, nécessaire de con- 
naître l'intégrale complète de l'équation différentielle à 
laquelle on est conduit, pour pouvoir en déduire la va- 
leur de lintégrale définie cherchée. 

Cependant, dans le cas actuel, il est facile de s’assurer 
que la série trouvée pour intégrale de l’équation (2) coïn- 


T 
cide avec [  cos(x cos) dw, en donnant une valeur con- 
0 


venable à la constante. 
En effet, développant cos (x cosw) en série, on a 


r?cos © x" COS © x? COS?" 6 


cos(rcoso) = T— . APRES RER TEE 


Multiplions par dé et intégrons entre o et Tr, en obser- 
vant que 


il viendra 
FT x? L* x 
k cos (x cos w) do — 7 Are MEET ET Te . 


TT 
Ainsi l'intégrale définie f cos (x coso) do n’est autre 
[8] 


chose que l'intégrale particulière que nous avions trouvée 
pour l'équation (2), et dans laquelle on suppose la con- 
stanie arbitraire égale à Tr. 


106. Cherchons maintenant l'équation qui détermine- 
@ « 
rait l'intégrale définie sk ere cos 2 nx dx, que nous 
Q 


connaissons déjà. 
II. II 
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Soit 


We) : 
La 1 es cos 2 2x dr, 
0 


on trouvera 


dy pi 9 a - 
PR QE 2x" INC rTEAT. 
(e] 
Or 
Hs — 1 sc 
[ 2 xe"s sin 2 rx dx = — er" sin 2 2x 
m 
2n 4 
roulotte. 
m 
Donc 
n° 
d 27 - To 
F — 4 d'où Yen 
20 mn” 


eo »] 
Ainsi di er"? cos 2 nx dx est compris dans l'expres- 
[e) 


2 


n 
sion Ce ”, dans laquelle C est indépendant de x et n: 
UE 
du. 


il reste à voir quelle valeur doit avoir C pour que Ce 
devienne égal à cette intégrale définie. Or, pour nr = 0, 


l'intégrale devient 


() Vr 
er dx, où —» 
+ 27h 


RS , HP ; 
etCe ” se réduit à C; donc la valeur de la constante C 


e 


n° 


NU T : 
devait être -—, et l’on a 
2 


ee] Vr is 4 
—m2 #2 mm” 
dk CTUÉ% COS2 7x dr = — € 
0 


2 m 


2 # , ë, 
ecommie nous Il avions trouvee par une autre vote, 
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ie) 
Si l’on avait regardé J e7""* cos 2nxdx comme fonc- 
(e) 


üon de m, on aurait trouvé 


d’où 


107. Considérons, en dernier lieu , l'intégrale 


4 D cos ax dx 
ne rame ft | 
2 
# LT 
lcos ax d. 2 
és) 


Nous ne prenons pas de suite la limite æ , pour éviter 


une difficulté dont nous parlerons tout à l’heure. Diffé- 
rentiant deux fois par rapport à a, il vient 


x? cosaxda 2cosax dx ES sin al 
. SES = Yy— cosax dr = y — ; 
ITS ” a 


et posons 


_. 


et si l’on faisait / — « , on voit que le second membre 
se présenterait sous une forme indéterminée, 
Il faut maintenant intégrer l'équation linéaire 
d'y sin &l 


BAIE TE 


Si l’on néglige d’abord le dernier terme, on trouvera 
1 &: 
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pour intégrale y — Ae*+ Be“: considérant ensuite À 
ei B comme des fonctions de a, on trouvera, pour l’inté- 
grale générale de l’équation en question , 
ea fffesinal et f°e-asin al 
y = Ce +CGet+ Cf —— da — - 1 ——— da , 
an), a 2 Li a 
Cet C, étant des constantes arbitraires. 

Il faut maintenant supposer que / croïsse indéfiniment, 
et chercher la limite du second membre. 

Or, quand [ est extrêmement grand, sin al passe par 
toutes les valeurs de — 1 à +1 pour un accroissement 
extrêmement petit de a, pour lequel on peut regarder les 
autres facteurs comme constants. Les éléments des inté- 
grales se détruisent donc dans cet intervalle, et il en est de 
même depuis une valeur finie quelconque de a jusqu’à l’in- 
fini. ! suffit donc de considérer les éléments de ces inté- 
grales entre o et une valeur infiniment petite de 4. Mais 
alors e* et e7* peuvent être remplacés par l’unité dans les 


intégrales qui se réduisent à os et les deux derniers termes 


rentrent dans les premiers. 


lcosaxdx pr cosaxdx 


Ainsi la limite de l'intégrale » OÙ - 
1+ 2 [ + 2° 


étant désignée par y, ona 
= Ce+H+C, er. 


Il ne reste plus qu'à déterminer les constantes G, C;. 
Or, si a est positif, Ce“ croîtra indéfiniment avee à, ce 
® cosax dx 


qui ne peul convenir: donc C = o. De plus 
È L + x° 


0 


: , su 
devient égale à ; pour a= 0; donc C;= - et 


Dia 


(A cosax dx 7 


Un... 
Te 
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165 


e . » . e T 
Si a était négatif, on aurait G,—oet C—-; et, par 


RES T 
Re Me Le and ©, eZ. 
# 1 + x? 2 


<s 


SU, 


108. Si l’on différentie les deux membres de cette équa- 
üon par rapport à a, on aura 


Dxsinardx —7 
en TEeR LA Ne RE Er e? 
9 ? 
F L + x° % 


a étant négatif. Si l’on différentie l'équation qui se rap- 
porte au cas de a posilif, on aura 


9 x SIN 4X FT 
Le au dx = — era, 
A6 1+ x | " 


2. 


— —méshit" Q S) Q aR— 
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CHAPITRE XV. 


DÉTERMINATION DES SÉRIES PAR L'INTÉGRATION 
D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


109. Nous avons vu comment l'intégrale d’une équa- 
tion différentielle pouvait être développée en série; mais 
on peut réciproquement se proposer de trouver l’équa- 
tion différentielle dont une série donnée serait l’intégrale. 
Si cette équation peut être intégrée complétement sous 
forme finie, on saura déterminer la fonction dont on 
avait le développement. Pour obtenir cette équation, on 
différentie une ou plusieurs fois la série, ou d’autres 
séries qu'on en déduit, de manière à reproduire celle 
que l’on cherche, qu’on peut alors éliminer. Si elle ne se 
reproduit pas, mais qu'on parvienne à une série qu on 
sache sommer, on peut encore obtenir l'équation cher- 
chée. 


110. Soit, par exemple, la série 


bei 55 
El 


1,94 1,915 ANSE, 


cette série étant, au signe près, celle que l’on cherche, 
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on peut l’éliminer, et l’on obtient l’équation différentielle 


Al Ty 4 
dx? Futé 


Par la théorie des équations linéaires, on trouvera 
y = A cosx + Bsinx, 


À et B étant des constantes à déterminer. 

Pour cela on observera que la série conserve la même 
valeur quand on change le signe de x; donc B — o. De 
plus, elle se réduit à 1 pour x —o; donc A—7r,et la 
série est égale à cos x, comme on le savait d’ailleurs. 


A1. Soit encore la série 


els x? x ne æi Fa 
M 2 23 US 25 
on en déduit 
dy we: MOI ET a 
tr pl (rt); 
dx 2 4 


dans ce cas, on est arrivé à une série qui n'est pas iden- 
tique avec la proposée, mais que l’on a pu sommer. 
Il faut maintenant intégrer l’équation 


l x 
= — 1 +. (1 +æx), ou Y=—x+/f dx. (1+x), 
qui donne 


y=C—2r+fi+a)l(r+x). 


La constante C doit être égale à r, puisque la série se ré- 
duit à r pour x— 0; donc 


y=i-2x+(i1+x)l (+ x). 
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On aurait pu différentier une fois de plus, et l’on auraiteu 


d'y dre 6 
"= I—LH+HR +, ,. = 
dr? 1 + x 


il aurait fallu alors intégrer l’équation 


l'E 
de a 
d’où 
d 
Pal (r+ x) + 
: ‘ APTE dy 
Pour déterminer C, on observera que l’on a —=— I 
pour x — 0; donc C=—:1,et 
dy 
EE Li! + (1+x). 


On aurait continué comme dans le premier calcul. 
412. Considérons, en dernier lieu, la série 


” æÆ cd 


T2 246 


dy p2 x? LA 


Pour faire disparaitre le dernier facteur de chaque déno- 
minateur, multiplions les deux membres par +, puis diffé- 
rentions-les, il viendra 

d° Y dy 2 x TZ! 


DES ES IE 2 RSS 
dx! dx à ke Te 4° 


4 63 
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On a reproduit ainsi la série proposée, et, en l'élimi- 


nant, on obtient : 
FE pi à dy 
D 07 7: + AY FI0; 
ou 
dy 1 d) 
dx? + dx BI 


Et, en effet, nous avons reconnu précédemment que 
cette équation différentielle a pour intégrale particulière 
la série proposée; mais nous ferons observer ici, comme 
nous l'avons fait pour la détermination des intégrales dé- 
finies, qu'il est, en général, nécessaire de connaitre l’in- 
tégrale complète de l’équation différentielle à laquelle on 
parvient. 
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CHAPITRE XVI. 


APPLICATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A LA. 
RECHERCHE DE FONCTIONS DONT ON CONNAIT 
CERTAINES PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES. 


113. Soit proposé de trouver une fonction 3 = 9 (x); 
telle que l’on ait pour toute valeur de x et y, 


(1) pr) +e(r)=p(r+r). 


Si l’on différentie cette équation par rapport à x, en cons 
sidérant y comme constant, on à 


p(r)=g(x+ 7); 


d’où l’on conclut que (x) est constant, quel que soit x, 
et que, par conséquent, On à 


a désignant une constante. On en déduit 
(2) z2— ax + b, 


b étant une nouvelle constante. 

La fonction 9, qui satisfait à l'équation (1), est donc 
nécessairement comprise dans celles que représente la 
formule (2). Mais la réciproque n’est pas sûre, et il faut 
tâcher de déterminer les constantes a et à de manière 
que la substitution de la valeur trouvée de z rendë l'é- 
quation (1) identique. On trouve pour résultat de cette 
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. substitution 
ax + b+ ay + b—a(x +y)+ 0, 
ce qui exige que l’on ait b — 0, d’où résulte z = ax. 
La solution la plus générale de la question est donc 
donnée par la formule 


VIT eue, 
a étant une constante arbitraire. 


114. Cherchons maintenant la fonction déterminée par 
la condition générale 


(1) p(z)+o(r)=e(xr) 
Différentiant par rapport à x, il vient 
p(z)= 79 (ar). 


 Différentiant la mème équation (1) par rapport à y, on 
obtient 
? (r)= xp (ar). 
De ces deux dernières on üre 
op (x) = Yv EMI 
donc le produit xg (x) est constant, et si l’on pose 


Q(x) = z, on aura, en désignant par a une constante, 


dz s ; 
æ — = «4, d'où l’on tire 
dx 


adx 


dz — tas al xe#l6, 


Gi 4 


b étant une nouvelle constanie. Substituant dans l'équa- 
tion (x), on trouve 


(2) Malr+b+aly+b=al,.xy +b; 


donc 
k bound 22 4l.a, 


a étant arbitraire. 
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Ainsi, la solution la plus générale de la question est. 
donnée par la formule 


v(x)=1los x} ) 


la base du système de logarithmes étant arbitraire. 


115. Proposons-nous maintenant de trouver la fonc- 
tion o (x) d’après la condition 
(1) p(x)p(r)= gr +). 


En différentiant cette équation par rapport à x et y, où 
obtient les deux suivantes : 


a étant une constante. Si donc on pose ® (x) = z, on aura 


1 dz 


z dx 


+ 
LR 
&ü OÙ 

d 


LA] 


£ 
ALLER 7 EE bé®r, 
) 


7 


b étant constant. Substituant dans léquation (1), on 
obtient 


(2) betr be — bens+7), 


ce qui exige que l’on ait à? = b, et, par suite, b = x, ca 
on ne saurait prendre b — 0. La fonction cherchée a done 
pour expression 
| p(r)= er, 
a étant arbitraire. & 
Si la constante à est imaginaire , et detla "fonmé 
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es 


«ME RV—1, on aura 
o(x)= e" (cos nr E V— 1 sin »x). 
416. Soit encore proposée la condition 


(1) (x) (r) = (xr) 

: Différentiant cetie équation par rapport à x et y, on 

obtient 
g(z)e(r)=r7y (ar) 
p(æ)g (r)=xs (ær). 

. Ces deux équations donnent 

| re (x}e(r)=rg (x)? (x), 

d'où 
ag (x) 7e 0) 


UT / Nine EU à 


9 (x) o(r) 


 & étant une constante. On a donc, en faisant ® (x) — z, 


x dz 
CREER 
on en déduit 
dz dx | | D 
— fi — tan CT La du lo 
Z x? b : 


b étant une constante. On aura donc 
ze He. 
Substituant dans l'équation (x), il vient 
(2) 0 Mt he EU CE 6 18 
donc = 7, et la fonction cherchée a pour expression 
p(æ) =, 


& étant une constante arbitraire. 


Si l'on suppose « — m + n +1, la fonction prend la 
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forme 
p(x)= +" (cos. 1.x HE V—1sin.r»1.x). 

117. Nous donnerons pour dernier exemple de ce genre 
de questions, celle qui se rapporte à la détermination de 
la résultante de deux forces égales, faisant entre elles un 
angle quelconque. 

On est conduit dans cette recherche par des considéra- 
tions fort simples, que nous n’indiquerons pas ici, à l’'é-. 
quation suivante : 


(1) pr +r)+o(z— y) =v(x)o(r). 


x désigne le demi-angle des deux forces, et o(x) le rapport 
de la résultante à l’une d’elles. Or, si l’angle des forces est 
nul, la résultante est égale à leur somme; et s’il est égal 
à deux angles droits, elle est nulle : on devra donc avoir 
les conditions particulières suivantes, en désignant o (x) 
par) 2°: 


| 


2 pour T—o, 


(2) 


T 
AE 20 © | pour TL = —) 
2 


et, de plus, z ne peut devenir nul pour aucune valeur 
de x comprise entre o et _ On observera d’ailleurs que 
la question de statique n'impose aucune condition à la 
fonction pour des valeurs de x non comprises entre o et À 


et pour des valeurs de y plus grandes que +. On peut re- 
connaître facilement que la première des équations (2) 
est une conséquence immédiate de l’équation ( 1); car, si 
l'on y fait y — 0, on trouve | 


2?(æ) = o(x)p(o) 
d’où résulte 
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Cela posé, en diflérentiant deux fois l'équation (1) par 
rapport à x, et deux fois par rapport à y, on obtient 
g'(r+r)+og (x—7r)=v(x)o{r), 
PAT+J)+p(r—r)—=p(z)?" (y); 


d’où l’on conclut 


a étant une constante réelle, puisque o (x) et (x) le 
sont. 
Cette équation devient, en remplaçant o (x) par z, 


d?z 
(3) NT A A 


L'intégrale de cette équation aura une forme différente, 
suivant que l’on aura 


NO, BG 20 SN aT 0: 
1°, Soit d’abord a — 0; il en résulte 
z2=Crx+çC, 
et, substituant dans l'équation (r), on devrait avoir, pour 
une infinité de valeurs de x et y, 
2Cx + 20 = Cxy + CG y + CGix + C°: 


les termes semblables devraient donc être égaux de part et 
d'autre, d’où résulterait C = 0, et o (x) scrait égal à une 
constante, ce qui est impossible ; donc on ne peut avoir 
d—= 0. 
2°, Soit a => 0; l'intégrale générale de l'équation (3) 
sera 
z — Cer"e +- Ce" "a: 


substituant dans l'équation (r), et posant 


etz+r) Va — u, et) Va — v, 
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ce qui n’établit aucune haison entre u et », on trouve 
C(C—1)u + CG(C—i)u = C(i — C)o + Gi — C)ot, 


Les coeflicients des termes dissemblables devant être nuls 
séparément, on aura 


Co, Gen 
Ou 


Or on ne peut avoir à la fois C— 0, C; = o, sans quoi 
l’on aurait z— 0, quel que fût x, ce qui est absurde. Donc 
on ne peut prendre que les valeurs suivantes : 


CSN Or 
d’où il suivrait 
z — et Va + e Va, : 
expression qui ne deviendrait pas nulle pour x — = » et 


qui, par conséquent, ne satisfait pas à la question. Donc 
on ne peut avoir & > o. 
3°. Supposons enfin a <7 e et posons 


A = — mm; 
l'intégrale complète de l'équation (3) sera 
z = Ccosmx + C, sin mx, 


et puisque l’on doit avoir z — 2 pour x = 0, il en ré- 
sulte C — 2, et la valeur de z sera 


z —= 2 cCosmx + C, sinmx; 


en la substituant dans l'équation (1}, et réduisant, on 
trouve 


C° sin x sin my + 2C, sin my cos mx = 0, 


et comme on ne saurait avoir M = 0, on peut supprimer 


“ 


* Je facteur sin my, et il reste 
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. 4 

C? sin x + 20, cos mx — 0, 
équation qui ne peut être satisfaite, quel qêe soit x, qu’en 


posant 
C, = O0 h 


d’où résulte 
3 —="2 COS NX. 
La constante m se déterminera au moyen de la seconde 
équation (2), qui donnera 
nT 
2 

d’où 

m pr 2 —- 1, 


R étant un nombre entier quelconque. Maïs si l’on n’2- 
vait pas 2 — 0, cosmx deviendrait nul pour la valeur 


T . or T : ‘ 
L—= ————— ) qui est moindre que —; ce qui ne saurait 
2(2R2<+ 1) 2 ù 


être, puisque la fonction z ne peut devenir nulle pour 


T 
"a valeur de x entre o et | Donc, enfin, 


Zz —= 2 CO0OSZ, 


et la valeur de la fonction cherchée est 


p(x) 12. COS 2: 


2e 12 
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« CHAPITRE XVIL. 


DIGRESSION SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS où USAGES 
DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


In tégra les Eulériennes. 
118. Legendre à désigné de cette manière deux espèces” 
d'intégrales définies, étudiées avec beaucoup de soin. d’a- 
8 : P ; 
bord par Euler, et ensuite par Legendre lui-même: nous 
Ï ) P ; 
nous bornerons à à en faire connaître les principales pro- 
priétés. Celles de la première espèce sont comprises dans : 


la formule a 
LE 
Vo (1 x) dx; 
0 "6 


celles de la seconde sont de la forme LARG +: 14 
1 PT { 
I a—\ . :  : 

f (15) PR 
MEN D 

a étant positif, sans quoi l'intégrale serait infinie. : | 


À I 
Si l’on pose I. = =J) on lui donne la forme 


(we) 
[ VISE DEN 
[e] 


Legendre désigne les premières par le symbole (p, (2E et 
les ondes par L(a); de sorte que l’on a | 


1 
ae fesse, 
0 j 


l I a—1 ee] 
EVa) = |. — dx = |" ze dr. 
(e) ne fe] 
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Nous avons déjà eu occasion de parler de ces dernières 
. dans le cours de première année, et nous avons démontré 


“que si a est entier, On ‘a 


P{a)=1.2.3...(a— 1); 


et que, quelque valeur positive qu'ait m , on a 


F 100 Ta) 
a Le x = ——. 
a mi 


119. On reconnaît immédiatement une propriété très- 
simple des intégrales de première espèce, et qui consiste 


en ce que leur valeur né change pas, quand on change 


lune dans l’autre les deux lettres p et g. En effet, si l’on 
fait la somme des deux éléments de l’intégrale, corres- 


.pondants à deux valeurs de x dont là somme soit égale 
à x, elle reste évidemment la mème quand on change p 


en g, et réciproquement, puisque cela ne fait que changer 


les deux éléments l’un dans l’autre. Donc l'intégrale entre 


les limites o et 1 reste la mème quand on change lune 
dans l’autre les deux lettres p et q; propriété qui s’expri- 


mera de la manière suivante : 


(P,4)=(4 pb). 


190. Démontrons maintenant une des principales pro- 
| priétés des fonctions de seconde espèce, dont l'étude doit 
être faite en même temps que cellès de première, 

Considérons l'intégrale 


I L @ | | 
L (.:) dx =T(a + 1); 
o EN Wa x 


æ 


1 integration par parues donne 


; INDE (Li) f Ms) dr, 
L Tæ T } 


12, 
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et, prenant les limites o et à, 


I a J 
f (.:) de=a | (2 
O0 T O "T7 


ce qui donne la relation suivante 


T(a+i)=ar(a). 


Au moyen de cette relation, il suffira de connaître la 
fonction L(a) pour toutes les valeurs de a comprises entre” 
oet 1, pour en déduire celles qui se rapportent aux va=" « 
leurs de a comprises entre r et 2. De celles-c1 on passera 
aux valeurs de a, compriées entre 2 et 3, et ainsi de suite | 
indéfiniment. | * 
La construction: d’une Table qui donnerait toutes les 4 î 
valeurs possibles de la fonction F se réduit donc à la con= 


sidération des valeurs de a comprises entre o et 1. L 
Nous allons voir qu’il suffit même de connaître les vas 


leurs de F (a) dans l'intervalle de a —0 à a = # 


b» 
“ 


D'après ce qui a été dit précédemment, on a l'équation 


D 


Fe e20+42) dz — _r(d) , Ÿ 


b étant positif. Muluplions les deux nembres par x*T! dx, 
a étant posiif et plus petit que b, et intégrons-les par 
- rapport à x entre o et l'infini, nous aurons 


Ce) * À co. 247! * 4 
4 2 tal es e—2t dz dx = T b F FE NS 1 
FO o -(1+&) LE: 


intégrons d’abord par rapport à x, et observons que 


°° 
| APE TUE ES 


0 


Ta 
PT 


FA 


“Li ét 2e : 
EE 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 181 


le premier membre de l'équation deviendra 


(se) 
r(a) f gaie ds, ou T(a)r(b—u), 
O 


ce qui donne l'équation 
co " 
r(a)r(b —a)=r(s) f PMR 
se 

d'où 

On voit donc comment les intégrales de la forfhe 

ee) 2! dx 

34 Parme dans lesquelles on a a<T b, dépendent de 

(0) 


celles que nous avons désignées par l°. 
Considérons le cas particulier de b — 1, et rappelons 


2 x dx T 
nous que F (1) —:,et = » l'équation 
ue. IL x. sinar 
précédente deviendra 
7 
F(a)?r(i—-a) = —: 
( ) ) Sin a Tr 


Si donc on connaissait les valeurs de F (a) depuis a — 0 

ù I x ACTE : * 

usau’à a — -; cette équation donnant L'(1— a). d’après 

jusq ; l Grasse 

T' (a). ferait connaître les valeurs de la fonction depuis 
; Ï 

s I . , . \ . . 
a—- jusquà a —1. Il serait très-facile ensuite, comme 


nous l’avons fait voir, de déterminer ses valeurs depuis 
a —1 jusqu'à a — ©. | 
On peut remarquer que si dans P équation précédente 


. I LA 
ON ul a — sv On obtient 


r- = Pod LA 
LAS SA SN TE AE 
2 Ty à VT; 


LIVRE (JV) 240) MSN 


PES + ie tu LT 
Posant x — y?, il vient Fa 
) nus Pr dy Es Vr, ou “J 
V0 » Fe 


191. Les intégrales à première espèce cheat se ni 
mener à celles de seconde; ce qui est avantageux en ce que 
celles-ci ne dépendent que d’une seule variable « a; ne 
que’les autres dépendent de deux vari iables p. et LA 


‘ I SC SR 
L'intégrale f ap (1 x)! dx devient, en posant 
à | 


te ® ya dy . 
ne eu La de 


dont la valeur est, d’ aprés une formule du numéro o pré à 
cédent, | en 4 : 
ae) ; F(p+q) r# | 180 


on à donc l'équation suivante 


Serie Lier nee té nu sl 
| Î a? ke NW" d. = GE k L f | 
ou LS AS Ma | 
; | r(p)r(g) 
- (r9)=; T(p + q) 2 


formule trés-simple qui servira à exprimer lé fonction 
de première espèce, au moyen des fonctions r: 


i FA 
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1492: Si Jon multiplie membre à membre les deux 
‘équations’ 1 


__r(p)r(g) 
(p, 4) TP + 9) 
a, ? (be ge) 
(p+qr) TEE) | 
il vient 
PO RAR ent. 


et comme le second membre ne change pas, quand on 
change l’une dans.l’autre deux quelconques des lettres 


P; q; r, il en sera de même du premier membre, et lon 
aura * 


PO IP CI PE 5 q) = (7, a)(a+rp), 


ce qui est une des, propriétés fondamentales des foncuons 


(P» g)- 


123. Supposons maintenant que les ‘deux nombres p et” 
4 soient égaux dans la fonction (p, q); on aura alors 


‘ Li 
(a, = |. PRE See À ES CT 
(: SRENA $ 


_Posons x = = (1 Fe yhil d'esdre 


RL: j PE | dv. De % ) k 
| (a, a) — Dia Ÿ Gross | Ce ce dy; 
—1 : ’ 6 ‘ 


. . . A x dz | 2 R 
faisons ensuite y? — z, d'où dy ——, on obtiendra 


l Lai | I ie 
1 sr > 2 DNS IR TE NT" 
(&æ, 4) = ie 2 “(1 z) dz Ro ue EL : «)» 
| 0 | ? F 


CLAVRE 1v. 


ou, en aa les fonctions (7 2 0] 
au IAE des fonctions D, 2 NN 


r(a)T(a) 


dé ae TE + 


d'où d'on tire, en MT En que F (8 AE UT 


1 * | (UPS 2467 st 
nr rare ae) me re : 


tions % | ts 

Nous bornerons là ce que nous avions à dire. des à int 4 
| grales eulériennes , et nous renverrons pour plus de d Ô & 
a tails aux Exercices de Cage PEUT de Less F: à 


F* 
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CHAPITRE XVII. 


EXPRESSION D UNE FONCTION PÉRIODIQUE ARPITRAIRE 
EN SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE, AU MOYEN 
D'INTÉGRALES DÉFINIES. 


124. Les applications de l’analyse aux phénomènes 
physiques ont.conduit à la recherche du développement 
d’une fonction quelconque en séries, dont les différents 
termes étaient proportionnels aux sinus ou cosinus des 
multiples de la variable. 

C'est le problème des cordes vibrantes qui a donné lieu 
à la première question de ce genre. Daniel Bernoulli re- 
présentait l’état initial de la corde par une série trigo- 
nométrique dont il ne déterminait pas les coeflicients. 
Euler en donna l'expression au moyen d’intégrales défi- 
mes; mais c'est principalement à Lagrange et à Fou- 
rier que l’on doit d’avoir fixé le sens exact de ces for- 
mules. 
Avant de donner la démonstration rigoureuse, nous 
-commencerons avec Euler par celle qui se présente le plus 
naturellement, et qui est fondée sur la méthode des coef- 
ficients indéterminés. Soit F (x) une fonction quelconque 
de x, et posons 


F(xz) =B+(A;sinzx + B, cosx) +... 
+ (An sin 1x + B, cosmx) +.... 


Si maintenant on veut déterminer le coefficient A,, de 
. sinmx, il suflira de multiplier les deux membres par 
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Sinmxdx et di intégrer | entre deux limites, -ayant pour 
différence 27. Tous les coefficients : inconnus disparai- 
iront, excepté À,,, parce que l’on a F 


a+ 2T 
‘ “SIN NX COS 2X dx = 0, 
HU 4 : 
ana di 
4 . SIN MX SIN ATX = 0; 
$ 


d’où l’on conclura 


a+ 2T 4 G e 

F{x) sin mx dx , | 
a = < ; I a+ 27 : ’ : 
ARE I Lf 7  F{x) sm mx dæ&s 
a . A 


a+ 2T T 
de sin? 724 dx d; 
L2 - 
1) A * s 


On trouvera de même 
: a+2T : 
Bn = — fs F(x) cosmxdx. 
& , 


Il faut excepter le'cas de m— 0, qui donne: 
a+2T 


a 


a+ 2T ne. ê ÿ 
vf COS MT ENR .. : 
a : r . , 


pour toutes les valeurs entières de 7, ÉXCRRIÉ 0, qui 


ha+oT 
[ Ag =S:2 1e 
a É' 


On connaît de ceite manière les valeurs des coefficients 


parce que 


donne 


quand le développement est possible; mais il est essen® 
tiel de déterminer les conditions de sa possibilité er lest 


+ 


"APE ER 
= Re un Ÿ 
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limites entre lesquelles la fonction est par 
cette série essentiellement périodique. 

C’est pour cela que, regardant ce qui précède comme 
une simple induction, nous allons déterminer rigoureu- 
sement ce que représente une pareille série. 


125. Si l’on désigne par u un arc quelconque, on sait 
que l’on a 


sin(m + !)u 


1 
— + COS u + COS QU + COS Bu + ...+ COS NU = — 
“a ; 1 . 2 SIN + 4 


Changeons w en. x—«, multüplions par une fonction 
arbitraire F (x) et intégrons, par rapport à #, entre deux 
limites RAC * a et b; nous aurons 


fr dés fr F (x) cos (x — «x jé te a) cos 2 (x — à) d'a +.. 


b b 
smMin +; AT 
AA com(e— «as =! f Fe) EE da 
; | à PARA ESE 


F F (æ) sin (re + se ES A Sd à sé d'u, 
« 


I 
2 sin+(æ—x) 
On voit que rien ne serait changé dans les deux membres 
si l’on augmentait x d’un multiple quelconque, positif ou 
négatif, de 27, et que, par conséquent, ils représentent . 
une fonction périodique dont la période est 27; quel que 
soit d’ailleurs le nombre entier m. Or, lorsqu'on fait 
croître ce nombre indéfiniment, le second membre tend 
vers une limite qu’il est facile de déterminer, et le premier 
membre sera le développement en série, de la fonction : 
qui exprime cette limite. 

On remarquera que: l’on peut se borner à considérer 
les valeurs de & infiniment voisines de celles. qui rendent 
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sin = (x — x) = 0, vu que l'intégrale tendrait vers zéro; 

4 x * | \ 
à mesure que 72 augmenterait, pour tout intervalle dans 
lequel sin = (a — x) resterait une quantité finie. 


En effet, lorsque m2 est devenu extrêmement grand; 


I | 
(m + :) (a — x) varie de 2 x quand « varie de la quans 


a | 27 vtr 
üté extrêmement petite an dans cet intervalle, 
m1 % 


F(2) ” 


2 
———— ne varie pas sensiblement, tandis que: 
sinz(æ— x) | 


k I à NIQUE | 
Sin [m += (x — x) da est zéro. D'où il suit que tous 


les éléments de l'intégrale, correspondants aux éléments 


2T 


- de la variable &, sont infiniment 
3 


infiniment petits 


petits par rapport à ves derniers; et par conséquent l’in= 
F(a) 
sint(æ—x) 
tend vers zéro, à mesure que #7 augmente indéfiniment. On 
peut donc se borner à considérer les valeurs de « qui difiè- 


tégrale prise dans un intervalle où reste fini, 


NE k at 
rent infiniment peu de celles qui rendent sin= (a— x) —=0, 


et qui sont les suivantes : 


Lot rt scivur os 224 


Soit x une valeur quelconque comprise entre a et b, et 
supposons que b — a soit tout au plus égal à 27; on con 
sidérera seulement es valeurs infiniment petites de &—%; 


CT 1 
on pourra alors remplacer sin-(x—x) par (a —x 
F Ï 3 )P x | } 
et le second membre de l'équation (1) devient 


ei sin(m+i)(x—x) 


44 a— x 


d(a — Es} 


e/ — # 
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£ étant infiniment petit; ou, en faisant à — x — 0, . 


Mr FE : t 
freres, 


[a] 
E& 


Si F(x) est continue dans le voisinage de x, on pourra 
remplacer F (x +) par F{x), et l’on aura seulement 


; : ex, i 
(3) Fa) | A PARLE 


(A) 


et cette intégrale n'ayant de valeur sensible que pour des 
valeurs infiniment petites de w, lorsque mn croît indéfini- 
ment, on peut, sans inconvénient, étendre ses limites 
jusqu'à— © et + , ce qui facilite l'intégration, et l’on 
trouve pour résultat z. La limite du second membre étant 
rF(x), on a la formule suivante : 


Gr (x)= Fun F (a de + D fr F(a)cosm(x— «)de, 


qui donne le développement de F{x) suivant une série 
dont le terme général est de la forme 


A, Simmx + B, cosmx. 


Il nous reste à faire quelques observations propres à en 
fixer le véritable sens. 


126. Si l’on donne à x une valeur telle qu'entre a et b 
il ne tombe aucune des valeurs renfermées dans l’expres- 
sion x+ 2ÂT, k étant un nombre entier quelconque qui 
peut êtré zéro, l'intégrale (2) est nulle, et la série a pour 
limite zéro, pour cette valeur de x. Le lieu qui aurait 
pour ordonnée le second membre de l'équation (4), divisé 
par 7, se composerait donc d’abord du lieu de l'équation 
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y =F(x) entre x = a et x=b, reproduit indéfiniment 


dans les deux sens de l’axe des x, de telle sorte que les 
points correspondants seraient dt les uns des autres 
de 27; et, en outre, de toutes les parties de l'axe des x 
comprises entre ces courbes successives. 

Si l'intervalle b — « est égal è à 27, le lieuy=F(x }, 
construit entre x — a et x = b, se reproduit à la suite 


de lui-même indéfiniment, et tous les points correspon= 


dants seront distants de 2. 


8. 
C4 
li 
L 


+ 
+ « 


127. Si x est égal à une des limites de l'intégration, 


à & par exemple, una valle b — «& étant encore égal à» 
27, l'intégrale (2) ne sera prise qu'entre à el + €, quandæ 


sera dans le OP LELA de a, ce qui donnera SF (a). Mais. 
ts « sera dans le voisinage de D, qui est égal à a+ 2, 
sin — (a — x) sera encore infiniment petit; et si l'on pose 
t—=a+2T-—0, On aura | 


LEA . © 
sin—{(œ — x) — Sin—» 
2 2 


| c) EP ne | 
qu'on remplacera encore par ie On aura ainsi une nou- 


. 2 . . # \ I \ . e 
velle intégrale qui sera égale à E (b); d’où l’on voit que, 


lorsqu'on donne à x une v ét égale à l’une quelconque 
des limites de l'intégration, la série donne la demi-somme 
des v aleurs de F(x \ late es aux deux limites. 


128. Si pour une valeur de x comprise entre & et b, 


F(x) n’est pas contiriue, et passe brusquement de la va- 
leur m2 à la valeur n», il faudra dans l’intégrale 3) sup- 
poser F{x) — 1m entre — € eto, et F(x) = 7 entre or 


. , . I ÿ . . ‘ 
—+e, ce qui donnera pour résultat Fr (m4 n). Ainsi, pour 


IC ES 
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une valeur de x qui rend F{x) discontinue, la série donne 
la demi-somme des valeurs de F(x) qui correspondent à 
cette même valeur de x. | 


#49. Nous atons supposé que la différence des limites 
a, b était tout au plus égale à 27. Voyons ce qui arrive- 
rait si cette diflérence était plus grande que 27, et que 
la fonction F(x) füt donnée arbitrairement dans cette 

étendue : supposons, pour fixer les idées, que l’on ait 

b— a — 27 + 0, d étant plus petit que 27. Pour toute 


, x . I 
valeur de x comprise entre a et a+, sin =(a—x) 


| De era nul pour & =x et pour. œ— 27 Lx: on aura 
donc à considérer Lans l'intégrale 1 les valeurs de « 


dans le voisinage de x et de 27+ x, et, par conséquent, 
on trouvera pour valeur de cette ‘intégrale relative à ces 
valeurs de x, 


DU  s{F(<) + (x War); 


de même pour toute valeur de æ-comprise entre b — 9 
et b, on trouverait pour valeur de l'intégrale, 


APE Plr-oell 


Pour les autres valeurs de x comprises entre a et b, l’in- 
tégrale aurait simplement pour valeur F{x). On voit ce 
Qui arriverait si b— a renfermait un nombre quelconque 
_ dé fois 27, et que la fonction F {«) füt donnée dans toute 
cette étendue. Ce n’est donc qu’en prenant 27 pour diffé- 
rence des limites de l'intégration, que la série représen- 
tera la fonction elle-même F (x) pour toute valeur de x 
comprise entire ces limites. Dans tous les cas, la fonction 
représentée par la série aurait pour période 27. 

Si [a fonction F (+) est périodique, que 27 soit l’éten- 
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due de la période, et que b — a soit un multiple de 2r, 
la série représentera évidemment rF (x), multiplié par 
le nombre de fois que b — a contient 27; en divisant 
donc par ce nombre, on aurait encore TF (x) comme si 
l’on avait intégré entre a et a+ 2m. 


130. Si l’on suppose a — 0, b— 27, la formule (4) 


donne, en divisant par 7, 


(6) F(x) => [7x œ) da + D fr SCT 


Si l’on fait a = —7,b — + 7x, on obtient 
I | 
(6) F{x) RÉ ni œ) da lee > [x (a)cos m(x—c)de. 


On peut ainsi développer en une série qui procède suivant 
les sinus et cosinus des multiples de x, une portion d’une 
fonction quelconque F (x) comprise entre x 0, x 21} 
OUX—=—T,X—=+T,el qui peuventse composer elles# 
mêmes de ere parties appartenant à des fonctions de 
formes tout à fait différentes. Mais cette portion se repro= 
duit indéfiniment dans les deux sens; de sorte que, pour 
les valeurs de x en dehors de ces limites, la série n’a aucun 
rapport avec les valeurs que prendrait F(x), d’après la 
forme de cette fonction. Si, par exemple, y —F (x) repré- 
sente une parabole, la série, à mesure’que x croîtra posi- 
tivement ou négativement, reproduira périodiquement 
l'arc de cette parabole compris entre x =", x = 7%, et 
nullement la parabole indéfinie. si 


131. On peut donner plus de généralité aux formules (b) 
et (6), en supposant que la fonction à développer est don: 
née dans un intervalle quelconque 27 au lieu de 27. 


* 4 TZ ré 
Or, .si. l'on ‘fait. x — Tata les formules en | 
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question donneroni 
| As DT © "r(S)« 
l 24} l 
I S" Fe ro mT (: 6) Je 
2) : j (08e d5, 
F TZ I ie xé de 
D'ACTE MN 
ï ex pri ré mr 
Pr 2 Le r(”) cos — (2 —6) dé; 


ou, en représentant F É j par ® (z Fs qui sera une fonction 


arbitraire de z, connue entre o et 2/, ou entre —Z et + /, 
et remplaçant z par la lettre x, qui est plus généralement 
“st on aura les deux formules suivantes : 


(8) RS Re 
r(x — « 

PA 1 p(a)cos m ——— d2. 

432. Si la fonction o(x) est telle que l’on ait 


o(—zx)=œ(x);, 
on obtiendra 


| n+l j 
| dk g (a) sin m da = 0, 
| a 


me), l 
S Tr Ta 
. : cos m1 da 2 (a) cos m — da; 
| e p(a) l 4h ? #74 u ? 


IT. | 13 
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la formule (8) devient alors 


i l 
LA de MA : p(a)da 
00 I | 
2 Tr L \ : 14e 4 
+73 COS M — [ o(x)cosm— du, 
PAT IE î 
et de mème la formule (6) donnera 
| ‘4 
c\=- { c 
LEE pla) 
0 
(10) \ : ' # 
1 pe cos ma | p(a) cosmadam ” 
7 14 0 


433. Si l’on avait , au contraire, (—x)=—9(x)}, 


il en résulterait 


+ ra 
J p(a) cos m D HE: 0%. 
— l 


(9) 


À 


pare : Ta, ù T 
y(x) sin y da =?2 p(a)sinm—da; 
0 


| 
la formule (3) se réduirait à celle-ci 


_ 


’ l 
Re FE ; T & 
(171) p(r}=T > SP E ; p{a) sin m 7 de, 
et la formule (6) à la suivante 


(e) 


2 1 ke N 
(12) y(a)= D sinme | p(a)sinmada. 
æÆ 0 6 


E Temp les divers. 


134. Proposons-nous d’abord de développer en série 
‘trigonométrique une fonction qui est égale à une con- 
stante entre x — 0, x — [, et à la même constante chan 
sée de signe, entre x—=0, x = — [, Il suffira évidem= 


ment de prendre cette constante égale à l’unité, et l'on 
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» passera ensuite à toute autre valeur par une simple mul- 
tiplieation. 
Nous supposerons donc o (x) — 1 dans la formule (tr), 
et nous aurons 


2 _MrX 4 T @ 2 I—COSMT . rx 
ES — ÿ sin SIN — da = — D sin RTE 
{ PA : l Tr m l 


Or, pour m pair, 1— COsMmT—0; el pour m2 impair, 


1— cos mr = 2; d'où l’on conclut 


é, mi SUR an Laaeri À 
— n —— = Si Se = SIN — AR ETS 
Ro 1 2 RAC eng 


ce qui est la formule demandée. La fonction indéfinie est 
périodique , et l'amplitude de la période est 2 2. 


435. Développons maintenant la fonction qui serait 
égale à x entre les limites — Z'et + Z. 

Comme on a alors o(—x)——o(x), il faut faire 
usage de la formule (11), et l’on trouvera 


(a): Fe >, some f° asinm— de, 


ou, en effectuant l'intégration, 


æ cts Ed à — sin 2 - sr re SR — Fer sin jte | 
CE — IN — — — SES in — S San ct ee . 
a 15,58 He FR 


Mais si l’on voulait que la fonction füt égale à x, entre o 
et/,età —æentreo et — /, on aurait p(— x) —o(x), 
et 1l faudrait employer la formule (9). On aurait alors 


I 2, TL Tr & 
> & LEON coS 7 — d 
œ 7 f «e+° >. cos j £ œ m j a, 


ce” 


ou , en effectuani les intégrations, 


| u 41 TL  HERAERE SARA x I TX 
KT— £ — ur (eos DE + 2 0083 + à 6055 7° + 7097 ru +). 
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Ces deux formules (a), (b) représentent la même va" | 


leur x entre o et /, maïs elles ont des valeurs égales et de 


signes contraires entre o et — / : elles ont d’ailleurs l’une 


ét l’autre 2 l'pour psrioG es 


On voit par là que les lieux dont ces développements. 


seraient les ordonnées auraient des parties de longueur 


finie qui coïncideraient, et d’autres parties qui seraient 


différentes pour l’un et l’autre. 


436. Chérchons maintenant l'expression en série de 


l’ordonnée du trapèze isocèle AMNB, dont fasbase AB: 


est égale à + , et qui est tel que depuis À jusqu’à l’abscisse 


AP=—a,onaity= x; depuis-P jusqu'à Q,,y=«, em | 
depuis Q jusqu'à B, y — 7x — x. Supposons, de plus, ques 


l'on ait p(—x)—=—9(x)entre —ret+r. 


Il faut, dans ce cas, faire usage de la formule (12), et. 
l’on trouvera, toute réduction faite, pour expression de | 


l’'ordonnée y de ce contour, 


(S 
y= —|{sinasinr+ — 


T 


3: 


. , F * r . « . 
Si l’on suppose & — n le trapèze se réduit à un triangle 


isocèle AOB , et l'équation de cette ligne brisée sera 


FAX 


Fans I n5 pie 
F= — ET Ein à AN Es SU FACE 


Lsin BesinBæ+ À sinba sind æ+.. | 


\# 
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CHAPITRE XIX. 
EXPRESSION D'UNE FONCTION ARBITRAIRE, NON 


PÉRIODIQUE, AU MOYEN DES INTÉGRALES 
DÉFINIES. 


437. La formule (8) représentant une fonction ärbi- 


iraire entre x = — lei x =, il suilira de faire croitre / 
indéfiniment et de passer à la limite, pour avoir lexpres- 
sion d’une fonction quelconque depuis x = — « jusqu’à 


… Nous allons montrer comment le signe ÿ se change 


alors en un signe d'intégration dans les formules précé- 
dentes. 

Nous supposerons, pour éviter toute difficulté, que o (x) 
ne devienne jamais infini, et soit nul pour x ——% et 


.&Æ — © ; de sorte que la courbe représentée par y — p(x) 


finit par s'approcher indéfiniment de l’axe des x, lors- 


‘que x croît indéfiniment, soit positivement, soil négati- 


vement. | 
Le premier terme du second membre de l'équation (8), 


” + L 


284 D (a) da, tendra vers zéro lorsque l'eroîtra sans 
: TA PER ; 


limite, et il suffira de considérer la seconde partie de ce 
mène membre,qui peut être écrite comme il suit, en 


98 Vi «3 Mi LAVRE EVE à "A ATOME is4 


€ +1 ce TRES LA è Fire IR 
5 f s@eteajuest [7 steel dust 


€ + DANS ENTER SE 
< He 8 _ p(a)cosme(z—u)da+.n. 

NET FEAR Re 
Or, si l’on fait me — hp, on peut regarder p comme une 
variable à laquelle on donne successivement des accroisse- É 
ments égaux à € dans la fonction générale HR. 


ET | 
Î o(x)cosp(x — «)da; 
Da R : saute 0 ES 


et en multipliant, pour chaque valeur de p, eette fonction w 


| 1 


par l'accroissement de p, la somme de tous ces éléments 
depuis p = 0 jusqu’à p infini ne sera autre chose que l'ex-« 
pression (13) multipliée par x. Si maintenant on fait croi e 
tre / indéfiniment, € tendra vers zéro, et le somme G3) 
tendra vers l intégrale ä | PSE 


1 r GO es) . 
a a [ w(a) cos p(x — «)da. 
FES Ne | 


l'équation (8) conduit donc ainsi à la suivante: 


CCE RE fl rtercopte aies, 


À 4,2 


ou, en prenant pour limites de p, — et + ; ce qui 
Hd l'intégrale, | 


x 1 24 : C4 
(15) | = fe fr +ecar ee m)dai F 


et ces formules ont lieu pour toutes les valeurs de : æ; de- À 


puis — Jusqu'à + © . PEUR 543 


LL 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 109 


Elles ne diflèrent pas de celle que nous avons démon- 
tirée primitivemen t. 


138. Dans le cas où p(— x) =9{(x),ona 


, Fe 
ik (ax) Sin p & da.== O, 
— co 


we] ee) x 
& ” Î pt)cospadae [| p(x)cospadx, 
s D 0 


et les formules (14) et (15) se réduisent à celle-ci : 


k LAC?) pe) 
(16) g(x) = #4 dp cos px jh &(z) cos pada. 
0 


ri 


[o) 
Si Pon a, au contraire, o6(— x) ——9(+), on trouvera 
$. 2 re GO a 
(17) (x) = = dp Sin px p(æ)sinpada; 
F Jo 0 


et réciproquement, si l’on emploie les formules (16) 
ou (17), le second membre se formera par les valeurs 
de o(x) relatives à x positif ; et quelles que soient les va- 
leurs de ®(—x) d’après la nature de la fonction 9, ces 
formules donneront pour x négatif, o(x) pour la pre- 
mière, et — (x) pour la seconde. à 
. Toutes ces formules, qui servent à représenter des fonce. 
tions entièrement arbitraires, données entre les limites 
finies ou infinies de la variable, sont de la plus grande 
ütilité dans les applications de l'analyse aux questions de 
physique ou de mécanique moléculaire. 

Si l'on avait à exprimer d'une manière analogue une 
fonction de deux variables x et y, on la considérerait d’a- 
bord comme fonction de x, y étant traité comme une 
constarite ; et l’on ferait usage des formules ci-dessus. La 
fonetion & (4) contiendrait alors y et pourrait, par consé- 
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quent, s'exprimer par les mêmes formules, ce qui dou- 
blerait le nombre des signes d'intégration ou de somma- 
tion ; et l’on agirait de la même manière pour un nombre 
quelconque de variables. $ à 4 


139. Exemples. Considérons maintenant des fonctions. 
données depuis x —— jusqu'à x = . 

Supposons que l’on doive avoir y = e7", depuis x = o 
jusqu'à x = , el y —e*, depuis x =0 jusqu àX—=—0 ; 
on aura alors la condition ç (— x) = (x), et il faudra 
faire usage de la formule (16). Elle donnera | 


"a CO Re] . 
2. — & à 
Y=- J dp cospr e cospada. 
o 0 
Or 
(ee 
— % ë ; 
e cos pa da ="; ; 
0 1+p T4 


on aura donc 


“#72 "© cos prdp | 
RS TE ST | 


Et, en effet, nous avons déjà eu occasion de reconnaître 
que cetie expression est équivalente à e* quand x est po- 
sitif, et à e* quand x est négatif. 


1 , 
+ 


140. Terminons ces exemples par le cas d’une fonction 
qui soit égale à l’unité pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre — 1 et + 1, et nulle pour toute autre valeur 
de x. 

On a, dans ce cas, p (—x)= 6 (x), et l'on aura recours 
à la formule (16). 

Or, la fonction étant nulle depuis x=1 jusqu'à x, 
l'intégration donnera zéro dans toute cette étendue, et, 
par conséquent, il suffit de la considérer entre les limiteso 


“ h 
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el 1 ; ce qui donnera j 


je 
ef, ap cos pa | cos paida; 
Jo à 


el comme on a 
I sin P 
cos pa de == , 
0 P 


à fe Sin P COS px 
T=—- ————— dp ; 
0 PF 


T 


on en conclura 


et l’on a ainsi une expression qui est égale à 1 pour toute 
valeur de x entre — r et + 1, et égale à zéro pour toute 
valeur de x en dehors de ces limites. Il est d’ailleurs facile 
d'en faire la vérification. En effet, on a 


; © sinpcospæ © sin(æ+1)p © sin(æ-1)p 
# a — aps | Pr MD 
0 0 P 0 


PL 


 d P 
Or, si l’on ax > 1, les deux intégrales qui entrent dans 
: P s : 

le second membre sont égales à pe les deux termes se 


détruisent. Ils se détruisent de même si x << — 1 ; ce qui 
prouve d'abord que l'intégrale en question est nulle pour 
toute valeur de x qui est en dehors des limites —1 et +r. 

Si maintenant x est entre — 1 et +1 , les deux termes 


9 L Te \ 4 
s ajoutent et donnent pour somme D d’où résulte y = 1; 


ce qu'il fallait vérifier. 
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CHAPITRE XX. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES 
| PARTIELLES. 


144. Nous avons vu comment on peut déterminer une| 
fonction de plusieurs variables indépendantes, lorsque 
l’on connaît ses dérivées partielles du premier ordre par | 
rapport à chaque variable, tant au moyen de cés variables | 
que de la fonction elle-même. Nous allons supposer mains 
tenant que l’on donne seulement une équation où entrent 


7 | A 


ces dérivées partielles d’un ordre quelconque. | 
Considérons une équation renfermant d'une maniéré 
quelconque les deux variables indépendantes x, y, la font 
tion z et toutes ses dérivées partielles qui ne dépassent j 
pas l’ordre m; elle pourra se mettre sous la forme 


dz 12 

F dz d?'z Là A GE d'£ dr 
L 7 Z Se ES | ps. er Ex RE nd ———— .. —— .. — 

LL EET dx dx? ñ dx"? dy” dy” 1 dy? ; ce 


En considérant z comme fonction de x, on peut le dé k, 
velopper par la formule de Taylor, ou par celle de Mas 
claurin, que nous emploierons comme la plus simple. 


É : de V2 J 
L'équation (1) donnera la valeur de Tr CN fonction de 
. Ar 


x, Y, z et des autres dérivées, dans lesquelles il y aura tout 
au plus m— 1 différentiations par rapport à x. En diffé: 


d” LA dir Z | ï 
dam Par rapport à x, on aura 


rentiant la valeur de 


dmz 


LEA 
PAR 


et son expression renfermera ——; ainsi que sa dérivée pan 
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$ Ts, x 4 d" z 
: rapport à y. Mais si l’on remet, au lieu de Fon SA valeur 
tirée de (1}, on n'aura plus de dérivée qui dépasse l’ordre 
m— 1 par rapport à x. En continuant ainsi indéfiniment, 
on aura toutes les dérivées partielles par rapport At: 
depuis la m°%"° jusqu'à l'infini, exprimées au Pan 
dz Ep 

LÉ  MMErreES de leurs dérivées par rapport 
_ày seulement. 

Il s’agit maintenant d’ obtenir les valeurs de toutes les 
dérivées par rapport à x, quand on y faitx — 0, ce qui les 
rend fonctions de y seulement. Pour cela, on observera 
| qu'en faisant x — o dans une fonction de x et y, et diffé- 
 rentiant par rapport à y, on a le même résultat qu’en dif- 


Er y ; 


j JAP Z 
Rutient d’abord, puis faisant x — 0; ainsi 
dx? dy1 dy? 
dP z\ 
a), 
dans lequel on fait x — 0, est identique avec — 
| À à 


n désig t de edevié Ca: d fai 
e ignant par | ce quedevient-— quand on y fait 


%— 0. Il suit de là que toutes les dérivées de z par rapport 
à x, dans lesquelles on fera x — 0, se déduisent de z et des 
m—1 premieres, et des dérivées que donnent ces m fonc- 
tions de y par rapport à y. D'ailleurs, l’équation proposée 
laisse arbitraires ces 12 fonctions, et ne détermine queles 
suivantes. On pourra donc effectuer le développement de z 
par rapport à x comme il suit : 


Ÿ ARE { 


Tv. = NES CUS 


EDR 
Y,Y,,..., Y,_: étant des fonctions entièrement arbitraires 
de y. Et l’on pourrait démontrer à posteriori, comme 
dans le cas des équations différentielles, que ce dévelop- 
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pement donne identiquement la même valeur pour = 
É dx". 

que l'équation (1). 

142. Si au lieu de deux variables indépendantes, on & 
avait un nombre 7 quelconque, on pourraittoujours sup-M 
poser la fonction développée par rapport aux puissances dis 
x; iln'y aurait de différence qu'en ceque Y, Y1,..., Y, M 
désigneraient des fonctions arbitraires de toutes les var 
bles indépendantes, excepté x. 


143. Réciproquement , on sera assuré d’avoir lint« 
tégrale générale d’une équation comme celle que nous 
considérons, lorsque la fonction et ses m1— 1 premières, 
dérivées par rapport à x, dans lesquelles on fera x =—=0;f 
pourront être égalées à des fonctions entièrement arbr* 
traires de toutes:les variables indépendantes, excepté 4 
car, puisque l’intégrale donnée satisfait à l'équation pro-4 
posée, tous les termes de son développement, à partis 
du mn", se déduisent des »: premiers, de la même mas 
nière que dans le développement de l’intégrale générale: 
Or ces mn premiers sont identiques dans les deux déve- 
loppements; donc tous les autres le sont, et la fonctions 
donnée ne diffère pas de l’intégrale générale. X 


6 


444. Nous avons supposé l'équation du #n°"° ordre 
complète ; mais il suffit évidemment, pour que nos raison: 
nements subsistent, qu'en la résolvant par rapport a 
coefficient différentiel de l’ordre le plus élevé de la fonc- 
tion, pris par rapport à une variable seulement, il n'entre! 
dans son expression aucune quantité où il se trouveun 
nombre aussi grand de différentiauons par rapport àMk 
même variable. Dans le cas particulier où cette cireôm- 
stance ne se présenterait relativement à aucune des v& 
riables, le développement ne pourrait plus se faire-desla 
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‘mème manière, et nous nous écarterions de l’objet de ce 
| cours en nous en occupant d’une manière générale. 


145. Si les coefficients différentiels les plus élevés par 
rapport à x et y ne sont pas du même ordre, le dévelop- 
pement ne renfermera pas le même nombre de fonctions 
arbitraires, si on l’ordonne successivement par rapport 
à des variables différentes; mais ces fonctions ne ren- 
ferment pas les mèmes variables, et tous ces développe- 
ments sont au fond identiques, puisqu ils représentent 
tous la fonction la plus générale qui satisfasse à la même 
équation. 


146. Lorsqu'il n'entre que des dérivées prises par rap- 
port à une des variables, on regardera toutes les autres 
comme. des constantes, ei l'on aura à intégrer une équa- 
tion différentielle à deux variables. Les constantes intro- 
duites par cette intégration seront considérées comme des 
fonctions arbitraires des variables que l’on avait regar- 
dées comme constantes. 

_ Soit, par exemple, 
m 
de PTIT 


on aura 
2=Y+Yi rt... Yi Lo(x, y), 


(x.y) étant la fonction que l’on obtiendra en inté- 
grantn fois F (x, y ) par rapport à x, et Y,...,Y,,_; étant 
des fonctions arbitraires de y. 


147. Considérons maintenant l'équation 


dr+ta z 


pe } 
dx" dy" k ( D à Le: ? 


ui rentre dans le cas où nous avons dit qu’on ne pouvait 
q E 


L' 


TN 
DEVANT 
Je 


de l’une des PIE DRE, NN RE 
nz 1% et # 
Si l’on pose PR u, ON'aura (0 M à :10 
| 
TT F(+, r)) pe i A N PAU 
d'où  : | | Fait "fe CEE 


REY ST: ZT +. LE er fs x, J }da" = 


Intégrant maintenant # fois par rapport ay , et cbservan | 
qu'à chaque intégration totale il faut ajouter une se 
fonction arbitraire de x, et que les intégrales de ee # 4 
seront de nouvelles ao de arbitraires de £ on aura | % 


= [i af dr F TES de ER Cr 
” ae TPE ER 


Ou voit que ce développement renferme des onctions ar 
bitraires de chacune des variables séparément. 


148. Appliquons la formule de Maclaurin à lité 


tion de l'équation ré AnpiE : ." 
dz dz 
ER | 
dx dy | 


dz 
d'z d'z dx d' 
x de — dx dy te dy + dy? # 
d'Z ; d z 4 
dx dy 
Fr on 2 ds 
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dzy d'air OR REP le a 


d e Fe, Ÿ TRE Jym 
y di ee à APS LL D dre 7 


Ole second membre représente le développement de 
Ha fonction de y représentée par z,, et dans laquelle on 
change y en y + ax. Comine d’ailleurs z, est une fonc- 
ion arbitraire F (7), on aura, pour l'intégrale cherchée, 
| 32=E (y + ax), 
On trouve ainsi une fonction arbitraire renfermant 
deux wariables, mais d’une manière déterminée; ce n’est 
done pas une fonction arbitraire par rapport aux deux 
variables. 


Équations linéaires aux différentielles partielles. 


-149. Lorsque l'équation linéaire ne renferme pas de 
terme indépendant de z et de ses dérivées, il est facile de 
voir que la somme d’un nombre quelconque d’intégrales 
particulières satisfait encore à la même équation. 


Lorsque, de plus, les coefficients sont constants, on y 
satisfait par des expressions analogues à celles que l’on a 
trouvées dans les équations différentielles. 


Si l’on considère , par exemple, une équation de l’ordre 
m, renfermant la fonction z et ses dérivées par rapport 
à xety, multipliées par des constantes, on pourra poser 
z = Ce**+7; l’exponentielle disparaîtra, ainsi que C, 
par la substitution dans l'équation donnée , et il restera 
une équation du m°"° degré entre & et 6. Elle ‘pourra 
donner m valeurs de 6 en fonction de «; si l'on en dé- 
signe une par g{«), on aura une solution de l'équation, 


- en posant 


et renfermera une fonction arbitraine: ER L. $ 
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z à. SC eT LAN RE 

# 154 \ LUE 
Les quantités s et Co peuvent ( changer d'une manière qù | 
conque en passant d’un terme à l’autre de cette somme p 
Le nombre des termes est FOSSES arbitraire ; s il 


à «. La valeur de z est alors z — Le ; 


150. Used les valeurs de 6 sont toutes linéaires Pi ar 
rapport à &, C'est-à-dire quand on a 6—aa+ b Al 
facile d'exprimer, sous forme finie, L'intégrale génér e 
de l’équation. 4 

En effet, une des valeurs de 6 donnera la série 


\n 
FR 


$ 
Det Déc” e2 (&-+ar) — eù Yes (æ-+ar) 


Or, C et & étant arbitraires, ue u” représente une fonc- 


tion quelconque de u; donc D Ce“ (+) représente 1 


fonction arbitraire de e*®, et, par suite, de x + ay. à 
on la désigne par F (x + A et qu'en raisonne sembla® | 


blement pour les m valeurs de 6, on aura, en ajoutant | 
ces m solutions, 8 | 


2 F(x+ay) + er Fi (x +ay)+ M En | 


—- Ebm—17 RP (x + On VI ee | 


; 
+ à PRO 
< F40 60 


Cette expression renferme m fonctions arbitraires tell 


) + SE 


CA 
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que, si l’on développait par rapport aux puissances de x, 

les m premiers coefficients pourraient généralement être 
P P $ 

égalés à des fonctions arbitraires de y. Elle représente 

donc l'intégrale générale. 


151. Appliquons cette méthode à l'équation 


qui détermine les mouvements vibratoires, soit des cordes 
élastiques, soit de l’air dans les tuyaux cylindriques, soit 


des verges dans le sens de leur longueur. 


C e’ x+67 


On posera z — , et l’on aura 


Pen 6 = 0;.-doù : 8 — TL a6; 


« 


par suite, 
RD CAGE), at ie — DA" Mae) 


L'intégrale générale est donc 
z=F(y +ax)+Fi(y — ax). 
Les fonctions F, F, se détermineront facilement si l’on 
dz 


connait Zz, — pour x —= 0. 
? dx Fr 


Soient, en effet, 


\ 
Hs sir), (EE) = #07) 


les fonctions FE et F, devront satisfaire aux deux condi- 
tions 


R()+F0)=/ 0) PO) Fr = el). 


. Intégrons les deux membres de la dernière, et représen- 
| IL 14 


€ désignant une constante sis 
ons 


+ x : Ai | 27 "sibr 


LR 
+ 
# 
1 
\ 
* 
t 


PARTS 


+ TA 


FC 
+ 
< “2 
e AS g 
| 
* 
S 
re 
7 et 
[LA 
LL d 
x 


HT. Le 
$ 
vs s ; 7, \ 
LORE . ê ; 
: U 2 * \ d e 
APN 4 “ SR 
* = ny 
Fr) L * É Vo 4 
"are - =" LES \ 
h ds = # À 44” É ru 4 
\ - 6 : EE, D EN UE 
L PR 
A} «A F + 12 Le L “ 
5 { Ÿ » 1 “AIS 1): [4 LE 
\ 
4 4 t 
= 
> LA 
1 
à 
1 
: 
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CHAPITRE XXL. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLÉS LINÉAIRES, PAR LE MOYEN 
DES INTÉGRALES DÉFINIES, 


152. Nous avons dit tout à l'heure comment, en par- 
tant d’intégrales particulières, on pouvait en obtenir de 
plus générales, renfermant des fonctions arbitraires, et 
exprimées par des intégrales prises par rapport à des 
variables différentes de celles qui entrent dans l’équation 
proposée. Le choix que l’on doit faire pour la forme des 
intégrales particulières doit être tel, que les fonctions 
arbitraires que l’on aura introduites puissent se détermi- 
ner facilement au moyen des données; et ces données sont 
ordinairement les valeurs que reçoivent la variable prin- 
cipale et quelques-unes de ses dérivées par rapport à une 
des variables indépendantes, lorsque l’on donne à cette 
dernière une valeur particulière. 

Considérons, comme premier exemple, l'équation 

E (gzk. (n d22 
(1) me = a dy , 


qui détermine le mouvement dela chaleur dans une barre 

prismatique , dont la surface latérale est imperméable, 
La question sera entièrement déterminée, d’après ce 

que nous avons vu, si l’on connait la valeur de z relative 

à x — o. Soit donc donné 

(2) pl (Your 2 —= 0 

On satisfera à l'équation (1) en prenant 


= 6 "COS mnY; 


FI: à LIVRE IV. 
pourvu que n = — a°m°. On peutmêème, au lieu de Ve 
mettre y —@, puis multiplier par une constante arbi- 
traire À , ce qui donnera la valeur particulière 


z— Ac Ÿ"tcosm(y — a). 


Faisons croître les constantes arbitraires m# et & par de- 
grés infiniment petits dm, da, et supposons que A soit 
de la forme 
fa) dadm, 

f désignant une fonction arbitraire; la somme d’un nom- 
bre quelconque de ces solutions infiniment petites sera 
encore une solution. On aura done une valeur plus géné- 
rale de z en prenant 


= | frtaiersenm(s — a) dm da, 


les limites des deux intégrales étant arbitraires. 
Or cette valeur de z se réduit, pour x = 0, à 


fac (r — «) dm da. 


Donc, si l’on prend —@ et +c pour limites de ces 
intégrales, on trouvera pour résultat 2 rf(7); ce qui dé- 
termine f(y}, puisque, d’après la condition donnée, on 
devra avoir » 

2rf(Y)=E(r). 
La valeur de z, qui satisfait à l'équation (r) et à la con- 
diuon (2), sera donc 


; 41° CO 
2= — | [ F(a)e-#%##cosm(y — «) dmdu, 


et toute valeur de z qui satisferait à ces deux équations 
serait identique avec celle-ci, sous quelque forme qu'elle 
se présentàt. Îl ne reste plus qu'à chercher si l'expres- 
sion peut être simplifiée, 
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Or on a la formule 


p° 
ae +) Vr PL Ta 
cr: op TU 4 ERA, ? Æ 
e COS 2 pu AU — c ; 
Mc 72 
d’où il suit 
KG T ax 
d EURE COS (y —= a) PERS re te ? 
: 2 a Vx 


et, par suite, 


Z 


se D 
J e \2aVr)/ F(x)da, 


I 
PRE Vr Vx — D 


expression qui ne renferme plus qu'une intégrale définie 
simple. 
On peut lui donner une forme plus commode en posant 


ps FAR 2 —_ 
| — 8, d'où :a=y2a6Vx, 
Te 


et 
dæ—+a Vz «dé. 


Si l’on prend les signes supérieurs, les limites de 6 seront 
les mêmes que celles de &, et l'on aura 


we) 


(3) ” 2 | eéF(r + 2 a6 Vx) de. 


2 


Si l’on prenait les signes inférieurs, les limites seraient 
renversées, et, en les remettant dans le même ordre, on 
trouverait pour valeur de z, 


ñ D 

I = \ 
| Er MRUr— 246 x) d6, 
Vr + D 


qui ne diffère pas de la précédente, vu que 6 passe par 
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RES A : N lt € PT 
toutes les valeurs positives et négatives, .et que * ne 
change pas quand 6 change de signe. 

La solution générale de la question est donc donnée par 


équation (3). #, 4: 
453. Soit maintenant | | 
dz .d?z re 

( : ) dx Ta dy: a “ è à # 


z étant assujetli à Ja condition 


(2) 22 4ÆE{3 pouf T0! 

Si l’on pose z — e/*u, l'équation (1) donne k : 
du UN 
— = A: 
dx dy? s 


et la condition (2) conduit à la suivante : 
HF ir): por =": 


La détermination de u se ramène donc au cas précédent, 
el z sensulivra. 


LA LL 2 LS . 
154. Intégrons maintenant l'équation 


dy xt 
() APCE rt (EE 


que nous avons déjà traitée par une autre méthode, et 

qui se rapporte au problème des cordes vibrantes. Ajou- 

tons-y les deux conditions suivantes, pour déterminer . 
les foncuons arbitraires 


(2) » =T (x) 
dy pour = 0. i 
3 = Te 5e 
( ) dt TI ) 
On satisfera à l'équation (1) en prenant Due 
y = À cos ant cosm (7 — 4), J 
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» A, m, œétant des constantes arbitraires. On aura une s0- 


æ 


are plus générale, en supposant À = o{«) dm da, et 
intégrant par rapport à à et m entre — © et+®, o pre ) 
désignant une fonction arbitraire. On aura ainsi 


LS D ss æ) cos amt cos m(x — x) dm du. 


Cette expression se réduit à 270 (x) pour £ — 0. Done, si 


F (x) 


» on trouvera F (x) pour t = 0; 


Pon prend o(x) — 


d’où l’on voit que l'expression 


(4) =. fre ) cosamt cosm (x — x) dm da, 


ae à : À l 
satisfait aux équations (1) et (2); mais elle donne Z 0 


pour £— 0, et, par conséquent, ne satisfait pas à la con- 
dition (3). Il reste donc à trouver une valeur de y qui 
satisfasse aux équations (1), (3), et devienne nulle pour 
t — 0; en l’ajoutant à celle que donne l'équation (3), on 
aura une valeur de y qui satisfera à toutes les conditions. 

On remarquera d’abord que si une fonction y satisfait 


D PA ya 
à l'équation (1), les fonctions . : _. 


> etc., y satisferont 


éoal t, ainsi que dt lors Br A 1 
également, ainsi qt ; 14 que — est nul pour 


+= 0. 

Si donc on intègre par rapport à £ l'expression (4) et 
qu'on y remplace la fonction F (2 «) par f(x), on aura 
une solution de l'équation (1) qui, diflérentiée par rap- 
port à £, se réduira à f(x) pour t— 0, et qui, de plus, 
nd nulle Eee t = 0. On obtient Re expression 


fu ami 
DRE CPE 7 (æ — a)dmde, 


172 


(6) 
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qu'on peut d'ailleurs vérifier facilement. La valeur de y 
qui satisfait aux équations (1), (2), (3), et qui est la seule 


qui puisse y satisfaire, est donc 4 


TE Sn ) cosamt cos m (x — a) PS à 


) 
ut amt ni” 
“4 NOR se cosm(z—a)dmda. M4 
2r a "4 


L 


Cherchons maintenant si ces intégrales doubles sont ré- 
ductibles, et considérons d’abord la première. 
On peut remplacer cosamt cosm (x — «) par # k 


cos m(x + at — x) +cosm(x— at— a) 
ST PR PO OR EEE 
2 


et la partie que nous considérons du second membre de à 
l'équation (5) deviendra { 


Er EL fr (a) [cos m(x+at—a)+cosm(x—at—a)\dm da, 
T 


% 


ou 
F(x+at)+F(x— at) 
2 
Passons à la seconde partie, et remplacons-y | 
sinamt cosm(x — a) 
par 


sinmn(x+at—a)—sinm(x —at— a) 


2 3 


elle deviendra alors 


[ 
Fire 
At LU — 


ARR ape) PURES 2 dm de 
m mn 


* 
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 Oron sait que, quelque valeur qu'ait p, l’intégrale 


oc. fe 0 
| & f Rd SA dm , 
“est égale à 7 lorsque p est positif, à — 7 lorsque p est né- 
gatif. 
Donc l'expression (6) sera nulle toutes les fois que 
| % + al — à et x — at — « seront de même signe; et par 
conséquent, il suffit de considérer les valeurs de « qui 
donnent à ces deux quantités des signes différents. Ces 
valeurs seront déterminées par les inégalités 


Li 


THat—é>0, x—at— ao, 


si {est positif; et par 
ÿ . ZH+at—a<0, x—at—x >0, 


si £ est négatif. Les premières donnent 
aDx—at, a x+at; 
les dernières donnent 
a>Drx+at, a x — at. 


Il suffira donc que l'intégration par rapport à & soit faite 
entre les limites + — at, x + at. 
 S1>0,x<+at— a sera positif, et l’on aura 


(ve) . 
sinm(x+at— a) 
I 
7-00 


m 
l'e: . » » e « 
l'expression (6) se réduira alors à 


” x+-at 


ETES f{ejda. 


2 4 


Pr, 
Lea | 


Lt 


210 LIVRE IV. 


Si t<T 0, X + at — à sera négatif ; on aura se 0x 


doi 1.3 
f sinm(x—+at— a) 
a ———— dm = —7, r 
He m 
et l'expression (6) deviendra EL! 
. SE X—at S 
Si fa) da, & 
X+-at : de $ 


ce qui coïncide avec (7), qu'il suffit alors de considérer. 


Désignons fre dx par (x), Pexpression (9).de- 


viendra 6 
ŸY(x+at)—4%(x — at) e. 

2 a ? | 
et la formule (5) se réduit à la suivante: . 4 


NO et a a ame à V(x+at)—4(x— at) 
2 2 A 


— 


Elle coïncide alors avec celle que nous avions trouvée 
précédemment par un procédé plus simple. Mais nous 
avons cru qu'il pouvait être bon de l'obtenir par ceue 
nouvelle voie, non-seulement pour faire une application 
de la méthode des intégrales définies, maïs parce que la 
réduction que nous avons faite des intégrales doubles 
offre des particularités qu’on rencontre dans d’autres cir= 
constances moins simples, où elles pourraient arrêter 
ceux qui ne seraient pas encore habitués à ce genre d’a= 
nalyse. j: 


155. Soit encore l’équation 


By d'y 
(1) pr ÈUE dx‘ ON 
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| qui exprime le mouvement vibratoire d’une lame élas- 
tique. 

*  Ajoutons-y les deux conditions 

(2) x =F (x) 

, dy ) pour {= O0, 
3 = f(x 

(3) DE f(x) 


1 question sera entierement déterminée, et ne pourra 
| avoir qu'une seule solution. | 

On essayera d’abord de satisfaire à l’équation (1) par 
une valeur simple de la forme 


* Y = cos/nt COS n (x — a), 

4. 

et l'on trouvera qu’il suffi pour cela que l'on ait 
MES 

. on aura ainsi la valeur particulière 

Y = Acosn'tcosn(x — a), 


À; n, « étant des constantes arbitraires. 
| Supposant encore, À —o{(x) da dn, et intégrant par 
rapport à 72 et «, entre — © et + ©, on aura une solu- 
tion plus générale de l'équation (1), exprimée par la for- 
mule 
{ (ee) 20 
T = [ p(æ)cosn’tcosn(x — x) dn da. 
e — L © — 
Si l’on y fait : — 0, elle se réduit à 2 xo (x); et, par con- 
séquent , on satisferail à la condition (2) en prenant 


Ainsi l'expression 


Lee) ee) 
ï 
(4) = — [ F(a)cosn’tcosn (x — a)dn de, 
2/9 — « 


| € 
k 


Ed 
DR 
{ 
! | 


"7 # 
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Fee : : dy r 
satisfait aux équations (1), (2), et donne _ — © pour 


— 0. Ïl suffit donc de trouver une nouvelle valeur de (y 
qui satisfasse aux équations (1), (3), et se réduise à zéro 
pour &t—0, en l’ajoutant à celle que donne l'équation (4 
on aura la solution cherchée. Or, si l’on intègre par rai 
port à t, entre les limites o et t, une valeur de y sati 


! : dy 
faisant à l’équat et telle que = — 0 pour t — 
équation (1), et telle que 7 P 


le résultat y satisfera encore. Si donc on intègre l’ex- 
pression (4) par rapport à t, en remplaçant F par f, on 
aura une solution de l'équation (1), qui, diflérentiée par 
rapport à £ deviendra f(& :) pour t = 0, et satisfera, par 
conséquent, à la condition (3). De nus cette ed dey 
deviendra nulle pour { — o , puisque lintégralé est prise 
à partir de t — 0; donc, en l’ajoutant à celle que donne 
l'équation (4), on aura à solution de la question propo- | 
sée; on obtient ainsi 


co D’ : 
=£ f Ÿ F{a) cosn't cosn (x — «)dn da 
D RSS Lo : 
nn fe JS (a) — cos ñ(x — #) nds. 
Fa A © — 


La première partie de cette solution peut être mise sous 
une forme plus simple en effectuant l'intégration PA 
rapport à 7. 

En effet, nous avons fait connaître la formule 


> LE 
T . 
f cosz?cos 26zdz— 4 / —(cos6? +sin6?); 
2 
00 


posant z = n ÿt,6= “on conclura de l'équation 


2 Vt 
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précédente 
| (e 2] 
| [ cos n°# cos 2 (x— a) dn 
| “pl 


rl 


un partie de la valeur de y, qui donne la solu- 


ion complète de la question, toutes les fois que l’on doit 
P q ; q 


aWOir—- — 0 pour { — 0, prend ainsi la forme suivante : 
4 


= = [À (| cos LÉ ae ENS otrs à da: 
”s Hs Er 2 Ve 


— 6, d'où da — 2 dé, 


ou, en posant “ 


ST 
(ee) 


I _ 
(cos 6? + sin 6)F (x + 26 Vt) d6. 
Ce) 


Var 


156. Nous allons encore faire connaitre l'intégrale 
d'une équation qui se présente souvent dans les problèmes 
dephysique mathématique. Mais il est nécessaire, aupa- 
ravant, de résoudre une question auxiliaire qui consiste 
à ramener à une intégrale simple l'expression 


(a) if L. F{/cos0 + msin0Gcosh + »sin@sin4)sin0 40 dy, 


F désignant une fonction entièrement arbitraire, /, m, n 
des quantités quelconques indépendantes de 0etd; ces” 
limites o, x se rapportant à l'angle 8 ; et o, 2 7 à l'angle. 
De sorte que ces deux angles, considérés comme coordon- 
nées polaires relatives à des axes rectangulaires, déter- 
Miucraient successivement toutes les directions autour de 
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l’origine. Cela posé, soient 
= kcos®, m—ksin®’cosÿ#’, 7 —/#sin 0 sin, 
d’où 
k=VE + m4; 


l'intégrale deviendra 


TT 27 | À 
(b) 1 À F(#cosp})sin0 dô dy, 4: 
o Yo 4 


p désignant l’angle formé par les deux directions déter:! 
minées par les angles 0, 4 et 0, d'. Or sin0d0d est l'élé. 
ment de la surface sphérique décrite de l’origine comme 
centre avec l’unité pour rayon; et, d’après les limites des 
intégrales, on doit considérer successivement tous les’ 
éléments qui composent cette surface et les multiplier par 
la fonction F (k cos p) qui dépend de l’angle que forment 
les rayons vecteurs relatifs à ces divers éléments, avec la 
direction fixe correspondante aux angles 6/, d/ déterminés: 
par les équations 
l 


COS 0 = — 7; 
VE + me n° .* 200 


spl e Ports PS MES 
sin 0’ cos un ES RE 
Ve +-m + nr 


77 


sin 0" sin Ÿ’ ee PE Se SE Eee 
Ve + nm + 7 


Il est donc bien évident que l'intégrale proposée ne dé: 
pend pas de la direction particulière des axes; et, pour 
simplifier le calcul, nous choisirons pour axe des x la di 
réction fixe dont il vient d’être question. Nous aurons 
alors p — 8, et l'expression (b) devient 


T 2T 
\£ + F(#cos0)sin 0 40 d+. 
O O0 


# 
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En intégrant par rapport à Ÿ, on obtient 


T 
2 [ F(Æcos0)sin0 d0, 
(e) 


expression qui devient, en faisant cos 0 —y, 


+1 T4 SE" AP LASE Sep 
25 [ F(Au)du, ou 2x [ F(uVE+m+nr)dp, 


— — 


| , . 
| de sorte que l’on a, quelle que soit la fonction F, 


T 2T 
L [ : F (cos 9 + msin 9cosŸ + 2sin0sin+)sin 040 di 
( ) [e) [e) 
c 


à "ds SPORT TE 
rs F(uVEÆEm+n)d. 


— ] 
elle est la transformation que nous nous proposions de 
faire subir à l’expression (a). 


457. Proposons-nous maintenant d'intégrer l'équation 


& d'u (£ u d'u =) 
SET a? À 


() 4 de — dx? je dy? TE dz:° 


Nous aurons une intégrale particulière en posant 


2 at+ 6x + yY + dz 
° , 


uU = 
4, 6, y, 9 étant liés par l'équation 
A tpn VE + y +0, 


Si l’on retranche les deux valeurs de u, correspondantes 

au double signe de &, et qu’on multiplie par un coeffi- 
cient arbitraire, on aura encore une solution, qui pourra 
se mettre sous la forme suivante : 


, Lt — OL +1 


FE NE 6 Y + alu 
u—Mte® My 02 EN AS D meérterte [| e dus 
l a ne 


A. 
Si maintenant nous transformons l'intégrale [ e*# du 
k re À 


Ne. 
Fe" 
\ 

a | 


re 
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au moyen de la formule (c) du numéro précédent, cetté 
valeur de & prendra la forme suivante, M étant une con 
stante arbitraire : 


T “AIT ï. Cas ù & 
u —= Mret*+72 +02 [ + eTêt cos 0+ayt sin 0 cos ÿ+adt sin 8 sinŸ cinQ dn 
ou 


T 27 à 
Hé [ J Mre+atcosé) (yat sin 8 cos Ÿ) eat sin 9 sin d) sin PL 
b 


Si l’on fait la somme d’une infinité d'expressions sem- 
blables dans lesquelles les constantes 6, y, d, M pourront 
prendre toutes les valeurs que l’on voudra, on aura en 
core une solution de l'équation (1). Maïs la somme 


sMe®(*+atcosb) SLT ts Esp (zarsin@sio pis D did 


peut, en choisissant convenablement les indéterminées 

M, 6, y, d, coïncider avec telle fonction qu’on voudra de! 
x+atcos0, y+at sin0cos d, z+atsinüsint. Onaura! 
donc une solution de l'équation (1) en prenant 


Æ PAR. tCOS0, tsin0cos! 
2) ARE tsin0d0dÿF ES FR dise DRE A | ; 
Ame " \z+atsim0sinty 


F désignant une fonction arbitraire de trois variables; 


. I , 0 . 
et le coefficient re étant introduit afin que, pour {= 0; 
T a 
on trouve 
du 


dr: = F (x, Jr z). 


L'expression (2) donne donc une solution de l’équation 
proposée, telle que pour { — o elle se réduit à o ,'tandis 
que sa dérivée de rapport à £ devient une fonction arbi= 

traire de x, y, 
Si donc nous pouvions trouver une autre solution 4 
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léquation (1) télle, que pour t— 0 elle devint égale à une 
fonction arbitraire de x, y, z, tandis que sa dérivée par 
rapport à £ se réduiraît à zéro, la somme de ces deux 
solutions formerait l’intégrale générale de l’équation pro- 
posée. Or, toute expression satisfasant à l’équation (r} 
est telle, que sa dérivée par rapport à £ ÿ satisfait de 

- même ; prenant donc une expression semblable au second 
membre de l'équation {2}, et substituant à la fonction F 
une autre fonction arbitraire f, puis diflérentiant le ré- 


- sultat par rapport à {, nous aurons cette nouvelle inté- 
grale de res (: 57 


ni 7 'rsinedeau FRE CONTE AIRE cos, 
el 2 at sin 0 sin 


Or il est facile de pe que cette expression devient 


PE, 7: z) quand on fait £ — 0; tandis que sa dérivée par 
“rapport à { devient nulle. 


L'intégrale générale de l'équation (1) est donc 
LE are DD x + at cos 0 atsin 4co 
= -— tsnm0dOd&F à pute cos 
PA RNESS À z+-at sin 0 sin 4 


D RATE : + at cos 0 in0cos{ 
"PATES RC LL NO nine à 
dr LS | z+ at sin 0 sin + 


eb,; pour { — 0, on trouve 


Lu =f(x, J> z), 

du 

74 HN NCIN ER TT 4 
Lintégrale est donc mise sous la forme la plus commode, 
puisque les fonctions arbitraires qu elle renferme sont 
précisément celles que l’on donne dans toutes les appli- 
cations aux questions de mouvement. Ce sont celles qui 
déterminent l'état initial du système, c'est-à-dire celui 
qui correspond au temps { égal à zéro. C'est à Poisson 

II. 15 


a 
QT 
nr 


Li 
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qu’on doit la formule (3), qui est d’une très-grande uti- 
lité dans la physique Re ER 


e 
158. L'intégrale e que nous venons de trouver conduit à 
celle de l'équation plus générale 


+ 

d?u AMUT, ,du Le , du 
= Ad — ol C 

ASS dx? dy? dz? 


(4) 


En effet, si l’on pose 


LATE UE EURE 
on obtient 
d?u d'u d'u d'u 


DT ee | En 


L'intégrale générale de cette équation sera donnée par la 
formule (3); et si lon remplace ensuite x’, y’ z' par. 


CRE D 6 
op? = On trouvera facilement 


Uu—= -— Ed re tsin040d4F (re atcos0, y+bésin a 


z + ct sin 0 sin Ÿ 


27 À 
tsin0d0(bf BPCO J-+btsinécosi, 
ee z+-ct sin 0 sin + 3% 


pour L,="0 , on aura 


u LS V z), 
du. 


de = F (x, 14 2? z). 


La formule (5) donne donc l'intégrale générale de l’équa- 


‘tion (4), et les fonctions So qui y entrent sont 


données, comme dans le cas précédent, par l’état imiual 
du système. 


* 
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLIES. 22% 
4 CHAPITRE XXI. 


ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. 


SR ARE ETES 


199. Si une équation à trois variables x, y, z renferme 
un nombre quelconque m de fonctions arbitraires de x 
seulement, il suffira de la différentier #2 fois par rapport à 
y, en considérant x comme constant; On aura ainsi 7241 
équations dans lesquelles entreront les » fonctions à éli- 
miner, sans qu'il se soit introduit aucune quantité qui en 
dépende : on pourra donc éliminer toutes ces fonctions, 
et l’on aura une équation aux différentielles partielles du 
cm" ordre. | 


160. Mais si les fonctions arbitraires renferment x, y 
etz, il ne suflira plus de différentier par rapport à une 
seule variable; et pour que l'élimination puisse se faire, 
il faut de plus que l’on n’ait que des fonctions-arbitraires 
de fonctions déterminées de x, y, 2: 

Supposons, par exemple, l'équation 


() FEzr, 7, 2: f(g)] —0, 


o étant une fonction connue de x, y, z, et f désignant une 
fonction arbitraire. 
En différentiant l'équation par rapport à x et y succes- 


; , , … dz dz 

sivement, on obluent, en posant De Po 0 
dE dF dE df {do do js 2 
Monet TE do \dr  dz }=, 


dE dF dE dffdo de : 
nr g —  — FRA ICE. ÉAE 
dy dz df. do \d) dz 
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: s . ° , 5 . ÿ h d i 6 v - ‘à | 
On à ainsi trois équations renfermant f et se En les éli- 
? Ÿ 
minant, On aura une équation aux différentielles partielles. : 
du premier ordre. D : ‘4 | 
Si l'équation (1 À avait été résolué par FAPpoëe jé on 


du 


Far PRE A 


4 
q 


dérivées. 4 
161. Si l'équation donnée pe Fe fonctions : 
n. 


arbitraires f (6), f1 (91) de fonctions données ®, v,, les deux «. 


. * . . e df d # 

dfférentiations du premier ordre introduiraient ni F 400 54 
| dy du. 

et les trois équations ne sufliraient pas pour l élimination { 

de ces deux fonctions , jointes à. f et fi. £ 

On différentiera tes les équations du premier ordi 

par rapport à x et y successivement, et l’on aura trois 


nouvelles équations, et deux CRE nouvelles à à élimi-” 


: 


CA 
sé Er ns 


= 
ds 
e 


dép" 1e A 
ner, 8avOir Ce SR On a doncsix équations etsix qu 
do? dy +2 


tités à éliminer; ce qui ne peut encore se'faire. 
En différentiant les équations du second ordre, on in=. 
7. dif 
do? dei 
r Le LA LE. ? ,. ,» # + 
équations. Entre trois de ces dernières et les six précé=! 


D sk cl 


iroduira —— » et l’on obtiendra quatre nou IE : 


dentes on éliminera les deux foncüons f, fi et leurs déri=. 
vées jusqu’au troisième ordre; on aura ainsi une équation 
aux différ ‘entielles partielles dé troisième ordre, dans la : à 


ee | 
& 
ch 4 


quellé il ne restera aucune trace des fonctions f'et fi, et j E 
qui exprimerà un caractère commun à toutes les équa- % 
ons qui ne différeraient de la proposée que par la nature ÿ | 
de ces fonctions. | 


162. En général, si une équation à trois variables rene. 
ferme 71 foncuons D RES de fonctions déterminées de 


,Ÿ, z, en la différentiant successivement par rappo t 
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à x et y jusqu'à l’ordre minclusivement, on obtiendra un 
(m+1)(m+2) 
2. 
tions à éliminer. Pour que cela puisse se faire, il faudra, 
en général , que l’on ait 


nombre d'équations, et (m2 +1)" fonc- 


m +2 


DUR; OÙ MODS TE NN ,9 


L'ordre de l'équation aux différentielles partielles sera 
donc DT —T1. 

On agirait d’une manière analogue si le nombre des 
variables était supérieur à trois. 


163. Si les fonctions f, f1, etc., n'avaient pas ren- 
fermé x, y, z, d'une manière déterminée par les fonc- 
tions connues ©, @,, etc., on n'aurait pu les éliminer. 

Si, par exemple, une équation à trois variables renfer- 
mait une fonction f entièrement arbitraire de x et y, on 
introduirait, pour chaque ordre de différentiation, autant 
de PE à éliminer que d'équations : l’élimination 
serait donc impossible. 

Mais si l'équation proposée renfermait uatié var Nisblés 
%, Y, z, u, en la différentiant par rapport à z seulement, 
on n’introduirait aucune nouvelle fonction; et par consé- 


‘quent on pourrait éliminer autant de fonctions arbitraires 


de rety, que l'on voudrait; de même qu’en partant d’une 
équation en x, y, z, nous avons vu qu'on pouvait élimi- 


ner des fonctions arbitraires de x. 
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CHAPITRE XXII. 


INTÉGRATION GÉNÉRALE DE L'ÉQUATION OÙ LES 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES N'ENTRENT QU'AU 
PREMIER DEGRÉ ET AU PREMIER ORDRE. 


164. Proposons-nous de trouver l’intégrale générale 
d'une équation entre des variables indépendantes en nom- 


bre quelconque, une fonction de ces variables et ses dé- 


rivées partielles, qui y entrent linéairement. Considérons, 
par exemple , une fonction uw des trois variables indépen- 
dantes x, y, z. L’équation donnée sera de la forme 


du du du 

(1) P 7. + Q “> Se ut À 
P,Q,R,S étant des fonctions quelconques der} ÿ}2, 0 

Si cette équation a une solution, comme nous le sa- 
vons d’ailleurs, elle peut se mettre sous la forme 
p(x, y, 2, u) = c, en exceptant celles qui n'auraient pas 
au moins une constante arbitraire; et l’on peut introduire 
la fonction © au lieu de u, ce qui donnera à l'équation 
une forme symétrique qui nous sera tr ès-avantageuse. On 
aura, en eliet, 


d'y | do do 
du dx du Se dy du. dz 
A PT DA 

du du du 


et l'équation proposée devient 


ja d'y a Le de de 
HAS P - O—+R—+S— = 0. 
pe dx PUR dy Fi dz re du 


ER: - 
1 + “4. 
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Aïnsi 9 = c représentant une solution de la question, la 
fonction 9 des quatre variables x, y, z, u, doit satisfaire 
à cette équation , u désignant la fonction de x, y, z que 
Von tirerait de équation 6 — c. Or, nous avons démon- 
tré (n° 78) que si l'on représente par Ÿ (x, y, z,u) = c! 
une quelconque des trois intégrales des équations simul- 


tanées 
dy di. du 


= À, ——=RB 
dx 7 16072 é 
où À, B, C représentent des fonctions données de x, y, 
z,u, On aura, quels que soient x, y, Zz,u, 
d'y dy Ci AN SR 
+A-<+B —— 0; 

dx dy pris du . 
donc La fonction Y jt une solution de l’équation (2), 
où æ, y, z, u seraien! considérées comme indépendantes, 
si l'on prenait 


c'est-à-dire si Ÿ était une des intégrales, résolues par rap- 
port aux constantes, du système 


dy . Q  dz R du 


— Es 


HP” dr. À ques. 
qu'on peut écrire sous la forme abrégée 


4 de _ dde du 

PO TRE 
Aïnsi dx, y, z, u) — 0 satisfait à l'équation proposée. 
Car si on en tire les dérivées partielles de & qui seront 


d'Ÿ d'Y d'Y 
du dx du dy du dz 
die dY dy due dy did D 


€ 
: du du du 
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et qu'on les porte dans (1), on aura pour résultat 


d'y d'Ÿ ER AS dy 
or D 7 LA TXT du — 


Li 
équation qui est identique en x, y, z, u; et par consé- 
quent aussi quand on mettra pour 4 sa valeur en x, y, z 
tirée de ÿ (x, 7, z, u) = 0. Cette dernière équation donne 
donc une solution de (x). 

On peut même remarquer qu’une fonction arbitraire 
F (Ÿ) de la fonction d satisferait encore à l’équation (2), 
puisque sa substitution ne ferait qu'introduire de plus le 


facteur cu 
d 


Si donc on représente les intégrales des équations (3) 
par 
ir,» zu) 0; hr, 73, u)z=c, hr 7, zu) =6 


on aura des solutions de l’équation (2) en prenant une 
fonction arbitraire, soit de d, soit de d, ou de. Maïs il est 
facile de voir qu’il en serait encore de même si l’on pre- 
nait une fonction arbitraire des trois, F (#, d,,.). : 
Car la substitution d’une pareille fonction au lieu de PA 
dans l'équation (2) donnerait la somme des résultats que" 
fourniraient séparément d, d,, d,, pourvu qu'on multi-" 


4 le sine par LS le second par LAS et le troisième 
d'y [4 lb, 


par - ——. On aura donc une solution de l'équation (2) ou 


€ - 

de la proposée en posant F (4, d,, d.) — 0, ou, cequiest 
la mème chose, | 
4) af (d di), à 4 £ 
F et f représentant des fonctions complétement arbi- 
traires. Il reste à démontrer que c’est là l’intégrale géné 
rale; ou, en d’autres termes, qu'en donnant à x une 
valeur particulière, zéro par exemple, on peut détermi=# 
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ner la fonction f de manière que u soit une fonction arbi- 
traire de y et z. 

Soit y (y, z) une fonction choisie arbitrairement; 
cherchons si l’on peut déterminer f de manière que l’é- 
quation 


(5) (0, 7,2, u) =f{Ÿ(0, 7,3, u), Yi (0, 75 Z; u)], 


soit satisfaite, quels que soient y et z lorsqu'on remplace u 
par x (y, z). Pour cela, posons 


(6) V(0,ÿ, zu) =», Y(0,7,; zu) = w, VACOIIELT 


«et introduisons les variables indépendantes # et w au 
lieu de y, z; l'équation (5) devra avoir lieu quels que 
soient # et w, quand on y aura fait les substitutions four- 
uies par les équations (6), qui donnent pour u, y, z des 
fonctions connues de s, w. Représentant par & (v,w) la 
fonction connue à laquelle se réduit le premier membre 
de léquation (5), on aura alors à satisfaire, quels que 
soient # et w, à l’équation j 


m(v,w)—f(v, w), 
ce qui détermine la forme de la fonction f. 

De quelque manière, au reste, qu'on élimine u, y, z, 
on obtiendra une équation qui renfermera la fonction f 
et la déterminera. L'équation (4) est donc l’intégrale gé- 
nérale de l’équation (1), puisqu'elle y satisfait, et que 

pour x = o elle donñe pour « une fonction arbitraire de 
Jetz. Il cest même à remarquer que l'équation (4) satis- 
fait, quelles que soient les valeurs des quatre variables 
XL, Y,Z,u. 

Cette méthode, due à M. Jacobi, et que nous avons 
exposée sur une équation entre quatre variables, s’ap- 
plique évidemment quel qu’en soit Le nombre, et il serait 
superflu de rien ajouter à cet égard. Il ne nous reste qu'à 

» entfaire quelques applications. 


234 LIVRE IV. 


Intégration des équations aux différentielles partielles. 
du premier ordre, qui représentent des surfaces cy- 
lindriques, des surfaces coniques, des conoïdes et des 
surfaces de révolution. 


165. Nous commencerons par rappeler les équations 
finies et les équations différentielles de ces surfaces. 

Équations finies de ces surfaces. — Une surface cylin- 
drique est celle qu'engendre une droite qui se meut paral- 
lèlement à une direction fixe, en s'appuyant constamment 
sur une ligne donnée, qui est nommée directrice. 

Soient | 

El. rt) =10 2 EUR Me 


les équations de la directrice , et 
x=az+a, y —=bz+6 


celles d’une génératrice quelconque, & et b étant eou- 
stants, et &, 6 variant d’une génératrice à une autre. La 
condition de la rencontre de cette génératrice et de la di- 
rectrice s’obtiendra en éliminant x, y, z entre leurs équa- 
tions ; d’où résultera une équation 


p(a, 6)—=0. 


On aura donc l'équation du lieu des génératrices en élimi- 
nant &, 6 entre cette équation et celles de la génératrice; 
ce qui donne, pour l'équation générale des surfaces cy- 
lindriques, © pouvant désigner une fonction quelconque, 


p(x — az, y — bz) — 0, 
ou, en la résolvant par rapport à x — az, 
x— az = f(y — bz). 


On. peut d’ailleurs vérifier que, quelle que soit la fone- 
tion f, cette équation représente une surface cylindrique. 
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166. Une surface conique est. celle qu’engendre une 
droite qui passe par un point fixe, et s'appuie sur une 
ligne donnée. 
Soient 
PRE #5 » 3) NS FAT PE) 0 
les équations de cette directrice, et «, 6, y les coordon- 
nées du point fixe ; les équations d’une génératrice quel- 
conque seront 


zx—a—a(z— y), 7y—6—=b(z— 7), 


‘a et b variant d’une génératrice.à l’autre. Pour que la 
directrice soit toujours rencontrée par la génératrice, il 


faut que ces quatre équations aient lieu en même temps; 
d'où résulte, en éliminant x, y, z, l'équation de con- 


dition : 


p(a, b) —=o. 


L'équation du lieu des génératrices s’obtiendra en éli- 


minant a et à entre cette équation et les deux précé- 


dentes, ce qui donne, pour l'équation générale des sur- 
faces coniques, 


ou 


et l’on vérifierait encore que, quelle que soit la fonction f, 
celte équation représente une surface conique. 


167. Un conoïde est la surface engendrée par une 
droite qui se meut parallèlement à un plan fixe, et qui 
rencontre constamment une droite et une courbe don- 
nées. Prenons la droite donnée pour axe des z, et le plan 
fixe pour plan dés x et y, et soient 


era o;s Fr Ta) = 6, 
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les équations de la courbe donnée; celles de la génératrice 


pe 
#- 


seront de la forme 


Bi 0 UM ET 


Eliminant x, y, z entre ces quatre équations, on aura 


une équation entre a et b, qui exprime la dernière condi» ! 


tion à laquelle la génératrice doit satisfaire. Soit a = o(b) 
cette équation, on aura celle de la surface cherchée, en 
éliminant a et b entre elle et les équations de la généra= 


trice. 
. ie 2 À. 
+ (2) 


La fonction © est arbitraire, puisque F, F, désignent 
des fonctions quelconques. D'ailleurs on vérifie facile- 


On trouve ainsi 


ment que, quelle que soit cette fonction o, l'équation pré 
cédente est celle d’un conoïde. 


168. Une surface de révolution est celle qu'engendre. 
une ligne quelconque qui tourne autour d’un axe fixe, en. 


conservant avec lui la même position relative : de/sorte 
que, dans ce mouvement, chaque point décrit un cercle 
dont le centre est sur l'axe, et dont le plan est perpendi® 
culaire à cet axe. 


EE 


Prenons l’origine en un point &, 6, y de l’axe, et soient « 


F5, 7,2)=0,.. FRS) ne FE 


les équations de la génératrice dans une de ses positions 
celles de l’axe seront de la forme 


LÉ 07, RE 


Un quelconque des cercles de la surface aura pour équa: 
tions 


(æ—a) +(r —6)+(z-y)=R,  2+axzHhr=0 


oasis 2 
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| Pour qu'il y ait un point commun avec la courbe généra- 
_trice, il faudra que R et C satisfassent à l'équation qu’on 

obtiendra en éliminant x, y, z entre les quatre équations 
de ces lignes. Soit cette équation de condition 


p(R?, C)=0o, 


* on aura celle du lieu des cercles ou de la surface de révo- 
lution , en éliminant R et C entre cette équation et celle 
d'un quelconque des cercles; on trouve ainsi 


pr —c)+ (y —6}+(z— y), 2+ ax +by]—0o, 
ou 
Lx = a+ 6PE (a — y} = (a E a2 by), 
équation générale des surfaces de révolution. 


169. Leurs équations aux différentielles partielles. — 
Les surfaces cylindriques jouissent exclusivement de cette 
propriété, qu’en chacun de leurs points le plan tangent 
ést parallèle à une droite fixe, dont la direction est celle 
des génératrices. 
Soient x — az, y — bz les équations qui déterminent 
cette direction, etz = F (x, y) l'équation d'une surface. 
Son plan tangent au point (x, y’, z') aura pour équation 


" 


dz $ dz 
Be g — (x — x — (y — 7°). 
| sir AA, 
— Pour qu'il soit parallèle à la droite donnée, quel que soit 
le point de contact, il faudra qu'on ait 
dz' dz' 
14; —- b Er 
dx dy 
L'équation générale des surfaces cylindriques est donc 
dz dz 


ge + b— = 7. 
RENTE 


170. La propriété caractéristique des surfaces coniques 
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est que leur plan tangent en un point quelconque passe 
par un point fixe. Soient x, 6, y les coordonnées de ce. 
point ; l'équation générale du plan tangent à une surface. 
étant À 

dz' dz’ 


/ + en. 2 à 
A J'); 


ù 
| 
ù 
| 
ee 
| 
8 
tt 


le plan tangent passera constamment par le point fixe, si 
l’on a, pour tous les points de la surface, 


l'équation générale des surfaces coniques est donc 


dz dz :AŸ 

(z—4)S OT NERS 
171. Le plan tangent à un conoïde devant contenir la 
génératrice menée au point de contact, coupera l’axe des z« 
en un point dont le z sera égal à celui du point de con-« 
tact, si l’on suppose les axes choisis comme précédem- 
ment. L’équation du plan tangent | | 


dz’ dz' ‘ 
sr (ed) + 0 0) 


devra donc être satisfaite par x —=0, y=0, 2=z2!; ce 
+ a, hu ; 
qui donne, pour tout point de fa surface, 


td 2! , dx’ 
A NA FRS 


L’équation générale de tous les conoïdes, quelle que soit 
la courbe directrice, est donc 


172. Les surfaces de. révolution ont pour propriété 


| SN à 
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| caractéristique, que la normale menée en un quelconque 
de leurs points rencontre leur axe. 
Soient 

| x—az+a, y —=bz+6 
les équations de l’axe. Une normale à une surface quel- 
conque a pour équations k 


dz! dz' ù 
mets) 0 ÉTÉ 


pour qu'elle rencontre l'axe, il faudra que l’on ait la con- 
dition . 
dz' dz' 


/ FR f Ed Case 6 ! 
faprhred ap ro FE 
dz! dz/ La 
er a ——— 
FRÈRE dy’ 


En réduisant cette équation, et supprimant les accents, 
on aura l'équation générale des surfaces de révolution, 
qui sera 

dz 


Me dz 
4 vi AE HAN Mel SATA, sn Tr fe re a 
(y — dbz 6) (x És a es a«)— a(y —6). 


mi 


On aurait pu déduire ces diverses équations différen- 
tielles des équations en quantités finies, en éliminant la 
fonction arbitraire. 

Nous allons voir réciproquement comment on peut 
repasser des équations différentielles aux équations en 
quantités finies. 


173. Intégration des équations de ces surfaces. Sur- 


faces cylindriques. — L'équation différentielle des sur- 
faces cylindriques est, en posant 2 AR du BCE 
“à q ; En P pr ad dr 
; ap + bg = 1x. 


D'après la théorie des équations aux différentielles par- 
telles du premier ordre, on posera les deux équations 


240 + FAUE LIVRE 1Vh 4 
simultanées 
dx 54 
— = A ren dz, 
a b 
dont les intégrales sont & —'as —C, y — bz = ve i d’où "| 


il résulte que l'intégrale de l'équation proposée est 


x —az=F(y—bz), 
ou 
x — az = f(ay — bx), 


F désignant une fonction arbitraire, qui se déterminera 
par une condition particulière. Supposons d'abord que la. 

surface cylindrique soit assujettie à passer par une courbe | 
donnée, ayant pour équations "55e ; 


È Pia ,2)==:0;, AO PONETT 


L 


pour qu'il soit plus facile de déterminer la forme de 14 \ 
fonction F, nous représenterons par une seule lettre la. 4 
quantité qui s’ y trouve soumise, Soit donc 


2 


Y— bz=u; 


nous remplacerons partout y par bz + u: l'équation de 
la surface deviendra 
x — az=F(u), 


ei celles de la courbe se changeront en 


f(x, bz+u, 3) = 0, f(x, bz + u,z) =, 


et il faudra que ces trois équations soient satisfaites par 
une infinité de valeurs de x:, z, u. Si done on élimine æ 
et z entre elles, l’équation en uw devra être satisfaite, 
quel que soit u, ou, en d’autres termes, elle devra être 
identique. On en déduira donc la forme de la fonction KR," 
en tirant de cette équation la valeur de F{u). L’équation 


Spor Te 
OX PER 

DE 

Ne 
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de la surface 
2 4 


x — a; —=F(y— b2) 
sera donc entièrement déterminée. 

On peut, du reste, se dispenser de résoudre, par rap- 
port à F, l'équation résultante de l'élimination. Car soit 

plu, F(u)] =0o | 
cette équation; en y remplaçant u par y — bzet F{u) 
par x — az, on aura, pour l'équation de la surface pro- 
posée ,. 

Me p(y —-bz, x — az) —0. 

Si la surface cylindrique était assujettie à être circon- 
scrité à une surface donnée, on cornmencerait par déter- 
miner les points de cette surface. pour lesquels le plan 
tangent est parallèle à la direction donnée des généra- 
trices ; etil suflira, pour cela, d'exprimer qu'ils satisfont 
à l'équation différentielle de la surface cylindrique. Cette 
Higne étant déterminée, le problème rentre dans le pré- 
cédent. 


174. Surfaces coniques. — Leur équation différen- 
tielle est 
(G—a)p+(r—6)q =3— 7. 


On iniégrera d’abord les équations 


dt, AA TS 0 Aide 
D — a Nr 6. 8 — 7 
ce qui conduit à 
TX — à — 6 È 
5,6; T <= CL; 
Z — Z — 7 


et l'intégrale de Péquation proposée sera 
TX — à Y — 6 
re À (2 ) D 
z— 2—7, 


f désignant une fonction arbiiraire. 
JE. 16 


OR A0 » . 
Fa PREMEAT TS AS 
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Supposons, pour la déterminer, que la surface : 
assujettie à passer par une courbe dont les équations d 
nées soient 


D 


Fr, y, 3) oi, 1 Fix, 2e 
on posera D 0 


les équations de la ee et de la Jigne donnée devien 
dront 


= fu) fe 6+(a—r)melæ os 


F. [æ, 6 ps (z — 7)43]= = Ok 

Ces trois équations devant avoir une infinité de solu 

üons communes, si l’on élimine x et z ; l'équation finale 

en u devra être ideniique, et la valeur que l’on en tirer: 

pour f (u) déterminera la forme de la fonction Re 4 

Si la surface conique était assujettie à être circonseri 

à une surface donnée, on chercherait d’abord le lieu d 

poinis de cette surface qui satisfont à l équation En de 

tielle de la surface conique : le problème rentre alors « de 
celui que nous venons de résoudre. 


175. Conoïdes.— L'équation générale des conoïdes est 
PT + qY = 0. | 
Les équations simultanées qu'il faut intégrer sont donc 


À + ROGUE: S A dx’ "de 
— = — et ——=—7+ où He D 
x Y "à (a) 


On entre z —a ,7 = 0x, a et b étant Les constantes 8 
bitraires. L” mtégrale générale sera done 


oh Re 
32 — 9 pe a | 


o désignant une fonction arbitraire. 
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Si l’on veut déterminer cette fonction par la condition 
que la surface contienne une courbe ayant pour équa- 


tions 
F(x,7,3)=0, Fi(x, 7, ) Æs Qs 


| T l'on rempl 1 
on posera FA u , et on remp acera Ÿ par uX dans es 


trois équations qui devront admettre une infinité de solu- 
. tions communes. 
On aura ainsi 


RERO MP (a Vaiz) 0, E{æ;ur;z) —'o. 


Si l’on élimine x et z, l'équation identique en w qui 
en résultera fera connaître la forme de la fonction cher- 
chée o{u). 

On agirait comme dans les deux cas précédents, si le 
 conoïde devait être circonserit à une surface donnée. 


176. Surfaces de révolution. — L’équation différen- 
telle de ces surfaces est, en prenant l’origine en un point 
de l'axe, 


(y — dz)p — (x — az)q = bx — ay. 
Il faudra d’abord intégrer les équations simultanées 


dx — dy dz 


————— —= ee , 
y — bz T— az  bx — ay 


ou 
(bx — ay) dx — (y — bz) dz, 


— (bx — ay) dy — (x — az) dz. 


Si l'on multiplie la première par a, la seconde par b, et 
Qu'on les retranche, on trouve, en divisant par bx— ay, 


adx + bdy = — dz, 
d’où 
2 + ax + by = c. 
16. 
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Si maintenant on multiplie la première par æ 5: 
conde par y, et qu’on les ajoute, on trouvera 


$ 


xdx + ydy + zdz = 0, HN 

d’où "4 GX FA PE CNE 
ue à Cour ve =; 

l intégrale de l’ équation proposée est donc 

21 F4 7° ie + ax GE by). : HN ë 


Dé dnode la fonction arbitraire par la condition € cf ue e 
la surface contienne la courbe ayant pour équasong 


F(x, 73.2) AL Fi (x; 7,2) Qu 


pour cela, nous poserons encore 
Z ira ax + by, = ue, 


et nous séhniieronss comme dans Îles questions préc | 
dentes, x, y, z entre cette équation, celle de la surf: ace 
et celles de la coûrbe donnée: ; l'équation finale en u de 
être identique, et PART UA ainsi la fonction f (u (u 

On agirait comme dans les cas précédents, si l’on d 
mandait que la surface de révolution fût circonscrite. À 
une surface donnée. AN 
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CHAPITRE XXIV. 


CALCUL DES VARIATIONS. 


177. Le calcul des variations a été concu par Lagrange 
pour la résolution d’une nouvelle espèce de questions sur 
és maxima et minima. * À 

Dans les questions ordinaires, on donne la forme d’une 
| expression qui renferme une ou plusieurs quantités in. 

connues, et l’on cherche les valeurs maxima de cette ex- 
pression, ainsi que les valeurs particulières des i inconnues 
qui y correspondent. 

Dans ces nouvelles questions, on donne l'expression 
d’une différentielle qui renferme des fonctions inconnues 

- de x, ainsi que leurs dérivées d’un ordre quelconque par 

rapport. à x, et l’on se propose de déterminer ces fonc- 
tions de telle sorte que l'intégrale, prise entre certaines 
limites, ait une valeur maximum ou minimum. | 
Aïns: la différence que l’on aperçoit d’abord entre ces 
questions et les autres questions de maxima ou minima 
consiste en ce que les inconnues ne sont pas des valeurs : 

. déterminées , mais des fonctions de la: variable par rap- 

port à elle l'intégration doit être effectuée. 


178. La marche à suivre pour résoudre ces sortes dé 
questions est la même que pour les autres. On suppose 
que l’on connaisse les fonctions cherchées, on les fait va- 
rier infiniment peu, en satisfaisant à toutes les condi- 
tions ; et l’on exprime que, dans tous les cas, la valeur de 
l'intégrale diminue, si elle doit être maximum , ou qu'elle 
augmente, si elle doit être minimum. 
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Il faut donc commencer par donner les règles générales 
au moyen lesquelles on peut déterminer l'accroissement 
infiniment petit des intégrales, et d’abord des quantités 
qui peuvent entrer sous le signe de l'intégration. Mais, 
avant de nous en occuper, nous allons éclaircir ce qui 
précède par la considération d’une question particulière. 


179. Étant donnés deux points fixes et une droite 
située dans le méme plan, quelle est la courbe passant 
par ces deux points, qui, tournant autour de la droite . 
fixe, engendre une surface minimum ? D 

Si l’on prend cette droite pour axe des x, qu'on partage 
en une infinité de parties la distance des projections des 
deux points, et que par les points de division on mène des 
plans perpendiculaires à l'axe, la surface engendrée sera 
décomposée en une infinité d'éléments, ayant pour ex- 
pression générale 27yds, et correspondants à toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites données x,, xs. 


e , Ta 
Il faudra donc que l'intégrale / Yds augmente en pas- 
T 85% 


L 


sant de la courbe cherchée à toute autre voisine. Et dans 


“ | | | 
l'intégrale L y’ ds', qui se FÉbROSS à une quelconque 
T; : 


d’entre elles, les éléments y’ ds! peuvent se rapporter à 
des points de division de l’axe qui ne soïent pas les mêmes 
que pour la première; il suffit que les limites soïent les 
mêmes. De sorte que, si l’on voulait comparer les deux 
intégrales élément par élément, il suffirait d’en mettre 
le même nombre de partet d'autre, et l’on pourrait éta= 
blir telle loi que l’on voudrait entre les abscisses de deux 
éléments correspondants ; mais il sera avantageux de les 
supposer infiniment peu différentes l’une de l’autre. 

Les limites x,, x, pourraient être inconnues, mais assu- 
jetiies à certaines conditions. On pourrait, par exemple, 


| EN) 3 
} é L" 
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demander quelle est la courbe qui, Ayant ses extrémités 
sur deux courbes données, et tournant autour d’une 
droite située dans le même plan, engendre une surface 
minimum. Dans ce cas, on reconnaïtrait qu'on a trouvé 
la courbe qui résout la question, à ce que l'intégrale 


A 
+ ds augmenterait quand on considérerait toute autre 
Dis 


courbe ayant ses points infiniment voisins de la pre- 
mière, et ses deux extrémités sur les courbes données, à 
ie distance infiniment petite des extrémités de la pre- 


.  mière. : 


Si l’on veut comparer deux à deux les éléments des 
deux intégrales depuis le premier jusqu’au dernier, on ne 
pourrait, dans ce cas, les supposer correspondants à la 
même abscisse, puisque les abscisses des extrémités sont 
nécessairement différentes. Il est donc quelquefois néces- 
saire, et toujours permis, de considérer les deux inté- 
grales que l’on veut comparer, comme décomposées en un 
même nombre d'éléments correspondants à des valeurs 
de x infiniment peu différentes, et liées l’une à l’autre 
par une loi arbitraire. 


Des variations. 


180. Lorsque l’on considère un élément quelconque 
dune intégrale, et que l’on passe à son correspondant, les 
accroissements que subissent les quantités dont il dépend 
sont nommés les variations de ces quantités. On conserve 
le nom de différentielles aux accroissements que subissent 
ces mêmes quantités en restant toujours dans le système 
qui se rapporte à la même intégrale. On distingue les va- 
* riations des différentielles par la caractéristique d que 
Von substitue à la caractéristique 4; et on les suppose tou- 
jours infiniment petites. 
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Ainsi soit y une des fonctions inconnues de x qui en- 
trent dans l’ expression sous le signe f'; dy sera l’accrois= ! 


sement que prend cette fonction quand on passe d’un élé- 


ment de la première intégrale à son correspondant dans 
la seconde. En considérant y comme étant l’ordonnée 
d’une courbe, y + dy sera l’ordonnée de Ia courbe après sa: 
variation, et elle correspondra à la même abscisse que y. 
dans la première, dans le cas où les points correspondants | 
se rapporteront à la même valeur de x; au contraire, «4 
» + dy sera l’ordonnée correspondante à l’abscisse x+Èx Ex 
si dx est la fonction infiniment petite de x, et continue. 
comme dy, qui exprime la différence des abscisses-des" 


points que l’on fait se correspondre dans les deux inté=« Ë 


grales. Dans ce dernier cas, il est peut-être plus commode 
de regarder x et y, ainsi que 0x, dy, comme des fonctions 


d'une même variable arbitraire t qui n’entre même nulle" 


ment dans l’expression donnée, et alors la fonction sous 
le signe f renfermera les diflérentielles dx, d?x,..., aussi 


bien que ay d?y,..., rapportées toutes à une même ya_# 


riable qui n’a pas même besoin. d’être désignée. 


. Lorsque l’on connaît les variations de toutes les « quan LL: 


tités qui entrent dans une fofction, la variation de cette 
| Da6iôn se détermine par les règles. ordinaires du calcul 

différentiel, qui font connaître l’accroissement infiniment 

petit d’une fonction, d’après les accroissements ‘de toutes 

les variables qu’elle renferme. Ainsi l on aura générale- 
‘ment : 


4 dY°37 048 dE 
(1) JE (u,v,w,...) = du + 5 LES +. 


AS. Transposition des caractéristiques d et à. —IM# 
est important de remarquer que dans tous les cas on peut 
intervertir l’ordre des opérations quand on prend la diffé | 
rentielle-et la variation d’une fonctior quelconque »: En 
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ellet, soit » + dv ce que devient la fonction v en passant 
du premier système au second. Si l’on change t en t+ dé, 
la Ai elle ne de la fonction dans le second système 
sera d'v + d'dv. Donc la différentielle d’v de la fonc- 


tion dans le premier système a pour variation: d” dv; on a 
donc 


(ee Sd" v — d" dv, 


| = Par là les variations de toutes les différentielles d’une: 
is sont déterminées par la variation de la fonction 
elle-même , et il en résulte qu’on peut exprimer la varia- 
| tion d’ une rt quelconque de x, y, z,... et de leurs 
différentielles, au moyen des variations de ces quantités 
æ,.y, z, et des différentielles de ces variations. Il suffira 
de faire usage de la formule (1), dans laquelle w, », w,... 
seront remplacés par x, y, Zoe dx, dy, dep. din ÉR 
y) d'z,...…. | 
Aïnsi, en représentant Dar po. As os 
À», B:, C:,..., les dérivées Dastielles par rapport à ces 
quañtités x,.., dx...., d’x,..., d’une fonction : 


MAT 2 20e, ddr: . dm, d'y), 
On aura 


; JF — Adr+Boy-+C02+... + Aidôx + Bd + Cidd2+….. 
:1# 0 + A, d?àx+B:d 07 +... 

182. Mais il arrive souvent que les différentielles sont 
toutes prises par rapport à une variable particulière qui 
entre dans la question; alors les. expressions que l’on a 
‘à considérer ne renferment que les dérivées de toutes les 
autres par rapport à celle-là, et lon a besoin de calculer 
les variations de ces dérivées. On pourrait bien les déduire 
de la variation des différentielles, en exprimant d’abord 
ces dérivées en différentielles prises par rapport à une 
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variable indépendante quelconque ; mais il vaut mieux 

traiter la question directement. 
Soit y une fonction de x, que nous pouvons nous repré- 
senter (/ig. 2) comme l’ordonnée d’une courbe dont x 
serait l’abscisse. Représentons par Y et X ce que devien- 
dY dy 


nent y.et x; la différence = — 


sera la variation 
dx? dx" 


e Eat ou d + et il s’agit de l’ex RARE au moven 
? ? 

dax" dx" S] P Y 

des variations de x et y et des dérivées de ces variations: 


Il y à deux cas à examiner, suivant que X est identique 


avec x, ou qu il en diffère. 

1°. Supposons que X ne diffère pas de x, ou que l’on 
ait 0x — 0, c’est-à-dire que nous regardions comme cor- 
respondants sur deux courbes infiniment voisines les 
points M,N, qui répondent à une même abscisse quel- 
conque AP; MN sera dy, et, en différentiant par rapport 
à æ les deux membres de l'équation Y = y + dy, on ob- 
tiendra 


d'Y 4 fl à d'èy. 


dx dx! . dx" ? 
d'où résulte 
4) ct y: ER 
\ Hire Te 


ne Supposons maintenant que les points correspon- 
danis Met N (fig. 3) aïent des abscisses différentes AP, 
AQ ; on aura 


AP—x, MP—y, AQ—X, NQ—Y, PQ—0:, NK—d, 


et lorsque x croîtra par degrés égaux, X ne croîtra pas de 
la même manière, puisque X = x + dx, et que dx est 
une fonction, soit de x, soit d’une variable indépen 
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dante, arbitrairement choisie. Ainsi, différentier par 
rapport à x ou à X ne sera pas la même opération, et 
l'équation | 


Y=y +7 


ne conduirait pas, comme dans le cas précédent , à 


AUX: dry do y , .: 
aX dr dm 
EX, REAPY 
Ilfaut donc salguler directement la différence — RER 


Désignons par u l’ordonnée M'P de la courbe variée, 
pour la même abscisse x que l’y de la première courbe, 
qui est MP, et par w la différence M’M, qui serait dy si 
Von supposait dx = 0. On aura alors u — w + y; et, en 
observant qu'on peut considérer Nm et M'M comme 


4e dy 
| e emkK=———dx, on aur 
égaux, et qu est À ura 


Différentiant z fois l'équation 
u=od+Y;, 
on obtiendra 


CEA” af OU LE 


— 


Er nan on . 
dx" dx" dx" 


Mais les points M’ et N appartenant à la mème courbe, 
les dérivées n°"* des ordonnées de ces deux points par 
rapport à leurs abscisses respectives x et X ne sont autre 
chose que des valeurs d’une même fonction dans laquelle 
on met successivement pour la variable les deux valeurs 
différentes AP, AQ , ou x et x + dx; d'où résulte, d'a 


(NPA RS 
ar 
vi 


ue LIVRE IV. LH ÉS ANOERR 


et, d’après l'équation précédente, 


d’une quantité infiniment petite, cette M donnera, : 
pour la différence 


vante : J s 


que nous regarderons comme renfermant la première, 


une expression dents et les Hits Ti, Ls Étant à 


pre iéi FR du calcul différentiel , Queer ségoil 
à : UE : u 16] SL 
“d'Y “ PEN ent 


— Lips meer. d + L 3 re 


dXe dx" dx+i 0x, 


ONYET arY .d'o à ar'us 1 ÉEV18 14 
TX qe Cie OO 


n+1 L- dur 


Observant d’ailleurs que es ne diffère de 7 _ que É 


LT uTT Er 
dX" dx” 


ou 34 Cu la vélénié HR ; 
dx" "| 


dy VS d'o d'y 
AE POS TS AE 


(5) 


, dy: 
dy = 0 + ôx. 


Les formules (5) et (4) coïncideront lorsque l’on suppo- . 
sera 0x = 0. | F6 SSS 


AS8. Trämsposition des caractéristiques e] sp —. | | 


Considérons maintenant l'intégrale Ru U désignant 3 


constantes ou variables. On peut la décomposer en une - 
infinité d'éléments, dont le premier correspond à x, et le $ 
dernier à x; FRE de la dernière différentielle de x. 4 
Elle sera donc la limite d’une somme telle que | 


D EU LU EL. CU 
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dans laquelle elle se change par-la variation des quane 


… tités dont elle dépend, et soit U' ce que devient U en gé- 


néral dans ce changement, de sorte que U/— U = AU. 


Les limites de cette nouvelle intégrale seront x; + dx, 


et Xi dx, et elle pourra être regardée comme la li- 
mite de 
Di USE U, RL EU0 


mA 


ces nouveaux éléments correspondant à chacun des pre- 


_miers, 


Ha 
c’est-à-dire à OÙ: 
> , L 


L’accroissement de l'intégrale est donc la limite de 
PT TD) Je (U/L UT 
ou de ns 
AU, + JU: +... +OU,, ps 


1 


vus: soit qu'on suppose les limites x;, x; constantes, 
soit qu'on a les suppose variables, on a 


NSP DRE 


de sorte que, pour connaître la variation d’une intégrale 
définie , il suffit de calculer celle de la différentielle , et de 
li intégrer entre les mêmes ARE, 


AS4. Expression de la variation EUR intégrale HE 
finie. — Considérons une intégrale de la forme 


La 
[ Vdzx, 
RTE 


1 


la valeur de V étant 


V = Ffx, JS EC re : SP E 


désigne une fonction inconnue de x; et y',7",.... 70 


Fe AATOERR 


‘a 
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sont ses dérivées successives par rapport à x. Nous nous, « 


bornons à considérer une seule fonction y, parce que, s’il. 
y en avait plusieurs autres, il sufhraït de reproduire pour 
chacune ce que nous allons faire pour y. Nous examine- 
rons deux cas distincts: celui où x,, æ, ont des valeurs’ 


fixes données, et celui où ces limites peuvent varier d'a] 


près certaines conditions données. 


1°, Supposons d’abord x, et x, constants; nous pour-"* 
PP P 


rons alors faire dx — o et employer la Fa à (4) qui. 
donne pour une dérivée quelconque y!” 


dm dy 


At dam 


Cela posé, si l’on observe que la variation de x, ou dx" 
est nulle, et que, par conséquent, celle de dx, ou dOx ,«« 
l'est aussi, d’où il suit que d (V dx) = dV.dx; la for 


mule (6) donnera 


(7) » [° V dx = f* OV.dx. 


e 


Platon s maintenant Fi A 
Or, comme nous l’avons it: remarqué, l’accroisse- 


ment de V sera douné par les règles ordinaires du calcul! 


différentiel, au. moyen des accroïissements des quantités 


qui ont varié dans V, c'est-à-dire de y, y',..., y). On | 


aura donc 
adN 7 A PA dY 
a — d —— (a), 
SV Mr 0 -dp Re = dY" +. re 


que nous écrirons, pour plus de commodité, de la ma-. 


nière suivañte :. 


IW—=MOY+NÔr + Port Q0ÿ" +... + Udye). 


équation (7) deviendra ainsi, en exprimant dy!,..., 


. 


RP 
NE 


RE 
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| 78 au moyen de la ct bob (4), 


, dë l 3 " 
va [°° QUES PNR REA, LP NRTE el 


dx dx? dx 


Nous avons, sous le signe 4: , la fonction indéterminée dy 


et ses dérivées par rapport à x; ces dernières sont déter- 
minées par dy, et il est nécessaire de les faire disparaître 
_ de l'intégrale en les ramenant à dy seul, qui est entière- 
ment arbitraire. Or, c’est ce que l’on fera facilement au 
moyen de l’intégration par parties. 

En effet , si l’on désigne par u et v deux fonctions de x, 
on établit facilement, par une suite d’intégrations par 
parties, la formule suivante, qui est souvent utile dans 
Panalyse : 


d'v ; dei p du d'—?v ja deu dv 

El ——iX EU —— GER EL DERRS arr TE 

8 dx" da dx dx" dx? dr 
du d'—io dry 


HE JS vd. 


dx dx 


En faisant usage de cette foxraule , on dHtibndéa les équa- 
üons suivantes : 


[_ddy |  daN 
fs Te de=Nèy— far D de, 


d'à y dd y dP d&P 
De Op — Ve di 
i dx? mt x dx dx # ra Î Y dx? 7) 


Por, d'y dQ dÿy d?Q PQ 
PANNES | —— dy — | dr -—d 
Je = Q dx? pra Vs dx! AE Ts AL 
d' | ee S JU d'—5 PE d3ÿ + 
U Pay dan RAS à PRER SE 
dx” (Spa dx NP dx? dx" 
dr TU d" U 
| dr + Date À 
+ = dx n— 1 dy a 9) dan  # , 


| dx. 
/ 
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| | à 1: ER 
sr NES T'EPPRSEN “ 
les dérivées totales de N, P,..., considérées comme fonc- 
lions de x, et dans lesquelles on regarde y comme dépen- 
“dlintde +. On aura donc enfin, en prenant les intégrales ; 
entre Xi et ls), 


et il faut bien remarquer que +=: 


! ù "L4pP d?Q TRS ONENTR 5 
T'de de D der 


+ (LA ER 


k de TT ARE OP 2 | 

sf Nure dR | Fe da À d'y) nl À 

x F AU RER SRE RS 1 A 
Et A 


La > adN dæP d'Q à AU t nr: | 
(M DÉS 
+ e a (x dx ses dx? Si Fa) 1 & 


qui remplaceraient N, P,..., et par le changement dé M 
en z. Il en serait de : même pour un nombre quelqu ë. 


de fonctions. 


LE 


185. Si la fonction V renfermait les valeurs de y, y 125 4 
relatives aux limites, la variation de l'intégrale se com= 
poserait des termes que nous venons de calenies plus les 
suivants : | 


rs /aN dV os CA DT | 

D 0 here VE à PAT. |. 
Or, les quantités dy1, dy", Jouy Yes ÊVa re + ILES pas : Æ 
des fonctions de +, on peut les faire passer hors du 


L Ë 

Ÿ D. à 
LE Pa 
F 
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L1 « LL » L L1 LT 
Signe 1e et les termes à ajouter se réduiraient a 


fs aN : TAN *:dV 
dy NE CE dx+07, EE dr +... +07 EL. dx + ce 
€ dy: Fr ay ;, . $- dy à 


1 


2°. Supposons, en second lieu, que x, et x, soient va- 
riables , et que dx ne soit pas nul. On aura, dans ce cas, 


Le La La 
à f el À (War)= f (OV.dx + Vddx). 
x, Tj x * ; 


L'intégration par parties donnant 


fraie= var forav, 


léquation précédente devient 


+ LT, Le La 
| Var = (Vax) ch (OV.dx — dV.d0x). 
ca LT + ; 


Soit maintenant 


dN = Ldx + Mdy + Ndy'+Pdy"+ Qdy"+.. 


3 
et, par suite, 

SV=LI%+ My + Ndy + Pdr” + Q0y”; 
il en résultera 


| 3 fe | 
BV. de —dV.r—dr| M (ar S3x) EN (ar — de) + | L 


ou , en vertu de la formule (5), 

n d d? d? 
QV.dx — dV,dx — dx (un + re No re ): 
ide dx? 


On a donc, pour l'expression de la variation cher- 
Al: 17 


258 ai LIVRE 1V, Fe PUR 
chée 9 + s | 


Foi TR 
) Vadr= F — + BP —— +Q —- 
À “ ; (ae) vi) (no+ dx on: da? Ta " 


On peut remarquer que cette. expression ne diffère de 
celle du cas précédent que par l'addition du terme | | 


VASE ‘; car 6 Fe ici ce que Ÿ ap de 
he k 


tion par parties, on ferait me ious les indices d "4 


a 
différentiation sur w sous le signe Lu ; Et lon trouverait 


1 


Ty 
of Var; 
x, | 


(10) 


LA 


fer AN ER dQ " -_æU\4 
Ra Ët Re 


M'z + N'z" 2! + P'7 1 $% On PORTAIT 


02 — 2 0% 0, | 


et l’on ajouterait à} Sie précédente des termes où # 

w' entrerait de la même manière que ©. Il en serait de 

même, quel que füt le nombre de ces fonctions. | 
Enfin, si V renfermaitles valeurs dex,y,#;: 72! 


\ 
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relatives aux limites, on y ajouterait les termes suivants : 


| z: AV LE: a VE CHUN 
| RE « mr ... x 2 dx e - 
(1 cd f. * Prengi an f. FALL +èn f se) x + 
5 #3 


1 i 1 


186. Le cas où x, x, sont variables pourrait être im- 
médiatement ramené à celui où ils sont fixes, sans faire 
usage de la formule (5). 

En effet, considérons V comme l’ordonnée d’une courbe 


MN (fig. 4), etsoient AP —x;, AQ = x, ; on aura 


+ ( Ca : 
Î Vdx = PMNQ. 


1 


Soit maintenant M, N, la courbe après la variation; la 
valeur de l'intégrale proposée sera, dans le second sys- 
tème, l'aire P,M,N,Q, ; on peut donc, en négligeant les 
infiniment petits du second ordre, regarder la variation 
de l’intégrale comme égale à 


NQQ,K — MPP, H + M, LNI. 
Les deux premiers termes représentent 


To 


V:0%, — V,0z,, ou var 


/ Æ, 


Le troisième est l'intégrale. | 2V.dx prise entre les 


Mites. di + Ôx, et XL», ou, en négligeant un infiniment 
petit du second ordre, entre x, et x. Donc enfin 


Ÿ Ta T9 fl 
ci : [ Vdx — (vax) + | OV. dx, 


VX, 1 VX, 


- OV étant la variation de V dans l'hypothèse dx — 0, et 
par conséquent ayant la même signification que dans le 
premier cas. Son expression sera donc la même; seule- 
ment il conviendra de représenter la variation de y au- 


17. 
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trement que par dy, qui, dans le cas actuel, aurait une 
autre signification, et nous désignerons par w la variation 
de y dans l'hypothèse dx — o. Il suffira done, pour obtenir. 


né. 
la variation cherchée de l'intégrale [ Vdx, d'ajouter 
e Ç 


pa 


x 


(vx) “au second membre de l'équation (9), dans lequel 


1 


on remplacera dy par w. 

On retombe ainsi sur la formule (10), comme cela de-, 
vait être. On y ajouterait de même l'expression (11), siV 
renfermait explicitement les valeurs des variables aux 
limites. 


187. Il nous reste à examiner le cas où la variable in. 
dépendante ne serait pas désignée, et où la fonction sous 


le signe fre renfermerait pas, par conséquent, des dé- 


rivées par rapport à x, mais des différentielles prises par 
rapport à une variable arbitraire qui n'entre pas dans la 
question, et n’est nullement désignée. Soit donc proposé 


Ta 
de trouver e | U, én supposant 
z. Ê 


U=F (x, de, dr, 13 FO OR 
Les limites x, et x, étant fixes ou variables, on a tou- 
jours, comme nous l'avons démontré, 


Az TU 


: | u=:| SU, 


F9" [A 
& L! T, 


et, pour une variable quelconque w, 


d d'u —: d'du, 


Cela posé, désignons par L, M,N, P,... les dérivées 
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partielles de Ü par rapport aux quantités x, dx, d?x, 
d°x,...,etpar L’, M’, N’, P’,... ses dérivées partielles 
par rapport à y, dy, d°y, d°y,..., on pourra exprimer 
OU de la manière suivante : 

JU =Ldx + Moddrx + Nôd'xr + Pdodx +... 
+ L'd7 + M'd dy + N'dd'y + P'Üdiy +... 
_ Il est inutile de faire remarquer que les diverses quantités . 
L, M,..., L', M',..., ne sont pas du même ordre infinité- 
_simal, et que le second facteur de chaque terme rétablit 
l'homogénéité. Intégrant les deux membres de cette équa- 


® 
tion, et faisant sorür du signe | toutes les variations des 


différentielles au moyen de l'intégration par parties, on 


2 
obtient la valeur suivante de d 1 U: 
3 x 


1 


| M DxzN lddx+Pid'0r+...\zx, 
— dN on LPO, ie 
+ d2P|,.,...: 


X, 
3 pes | R 
3 + M' [dy + N’ ddy+P'Id'0y +... 
AN Eu me D is, 


d'air Se | PE, 


La 

+ f dæ[L — dM + d'N — dP+..,.) 
T, 
Te 

+ dy(L/— dM'+ d'N'— d'P'+...). 
x. 


Si l’on avait dans U d’autres fonctions que x et y, on 
ajouterait des expressions semblables à chacune de celles 
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qui se rapportent à x ou y dans ceite formule. On agirait 
comme dans les cas précédents si Ü renfermait explicite- 
ment les valeurs des variables aux limites. | 


Détermination des fonctions inconnues. 


188. La condition pour qu'une intégrale définie soit 
maximum consiste en ce que, quelque signe et quelque 
grandeur qu’on suppose aux variations infiniment petites 
dx, dy, 0z,..., la variation de cette intégrale soit con- 
stamment négative: la condition du minimum sera, au 
contraire, que cette variation soit toujours positive; et, 
dans les deux cas, elle doit être de signe constant. Il faut 
donc que la partie de cette variation où n’entrent que les 
premières puissances des quantités dx, dÿ,..., soit nulle, 
et cette condition sera commune au maximum et au mi- 
nimum. On reconnaîtra l’un de l’autre au signe de l’en- 
semble des termes du second degré, signe qui devra d’ail- 
leurs être constant. Fi 

Nous considérerons le cas général où x,, x, sont va- 
riables, et nous supposerons les dérivées prises par rap- + 
port à x, ce qui est toujours possible. Alors l’expression 


ax 
de la variation de l'intégrale ‘Vax, en se bornant aux 
. * #4 
termes du premier ordre et en supposant que V ne ren- 
ferme qu'une seule fonction y, est donnée par la for- 
mule (10). Il faut donc égaler à zéro le second membre de 
cette équation, pour avoir la condition nécessaire, tant 
pour le maximum que pour le minimum de l'intégrale. 


Mais la somme des termes en dehors du signe [ doit 


être nulle, et l'intégrale doit l'être aussi séparément; car, 
sans cela, si l’on fixait arbitrairement les variations in- 
dépendantes relatives aux limites, il resterait encore sous ” 
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le signe de la fonction arbitraire w, et cette intégrale dé- 


_ finie ne saurait conserver la même valeur, quelle que füt 
cette fonction; le second membre de l'équation (10) ne 
serait donc pas constamment nul. 


dN d'p 1% 


dx dx° 


TL, 
D'ailleurs cetteintégrale ji; wo dx (u— 
TX 


1 


ne peut pas être nulle, quelle que soit la fonction w, à 
moins que la quantité qui la multiplie sous le signe fne 


soit nulle. En effet, w étant indéterminé pour toutes les 
valeurs de x entre x; et x,, peut être toujours pris de 
même signe que le second facteur; tous les éléments de 
l'intégrale seraient donc positifs, et leur somme ne pour- 
rait être nulle. Il serait d’ailleurs indifférent que w fût 
assujeiti à certaines conditions pour les valeurs x, ou x;, 
parce que deux éléments n’ont aucune influence sur une 
intégrale. On doit donc avoir l'équation suivante : 
aN d'P dQ DS: Line 


3 M — — NU — 
(: dx 5 dx? dx? #5 DZ dx" 


Cette équation différentielle est généralement de l’ordre 
2n, puisque V renferme y"), et que, par conséquent, U 
peut le renfermer. Elle est nécessaire, mais non suffisante, 


La 
pour que l'intégrale d Vdx soit maximum ou mini- 
x 


— 


s DE 

FA 

mum. Elle renferme les quantités x, y, 7", y”,..., et fera 
connaître y en fonction de x et de 27 constanies arbi- 


traires. 


Considérons maintenant les termes en dehors du signe di 


dans l'équation (10). Si les variations relatives aux deux 
limites sont indépendantes entre elles, la somme de ces 
termes devra être nulle pour chaque limite. 
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Si la question établit des relations entre les variations 
relatives à une même limite, on s'en sert pour éliminer 
un nombre égal de ces indéterminées, puis on égale à 
zéro les coeficients de celles qui restent indépendantes; 
ces équations, jointes aux équations intégrales, serviront 
à déterminer les constantes, ainsi que les valeurs de x, 
y, z, relatives aux limites. 


189. S'il y avait plusieurs fonctions y, z,..., on sui- 
vrait la même marche. L'intégrale qui entre dans la va- 
riation devrait encore être nulle, indépendamment des 
termes intégrés. Elle renfermerait, comme nous l’avons 
vu, plusieurs fonctions w, w’,..., dont les valeurs sont 


= 0Y—Y OL: Cr —L OP Ne 


Ces fonctions arbitraires seraient indépendantes, puisque 
dans chacune d'elles il s’introduit une nouvelle variation 
arbitraire. Il faudrait donc que les quantités qui multi- 
plient chacune d'elles fussent nulles séparément, ce qui 
donnerait autant d'équations différentielles simultanées 
qu'il y a de fonctions à déterminer. 

Elles seraient de la forme 


{ dN d’p «d& Q 
Me ad nee _ 
dx dx? dx je 
(14) ÿ | Fe dN' d'P' DE Q’ YA 
| Féde eur dx? dx: Re 


M’, N',... représentant, par rapport à z, ce que M, N.,... 
représentent par rapport à y. 

Les constautes se détermineraient encore par les condi- 
ions relatives aux limites. 


190. Si les fonctions y, z étaient assujetties à satisfaire 
à une équation F (x, y, z) — 0, les variations dx, dy, dz 
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satisferaient à la suivante : 


dF dF dr 


On pourrait en tirer dz en fonction de dx, dy, et le 
substituer dans l'expression de la variation de l'intégrale ; 
on aurait ainsi une fonction indéterminée de moins sous, 


le signe f} el, par suite, une équation de moins , qui se- 
rait remplacée par F (x, 7, z) = 0. 


En eflet, la quantité sous le signe Î » qui doit être égalée 


à zéro, est de la forme 
Aw + A'w’, 


et l'équation (a) devient, en remplaçant dy et dz par 
leurs valeurs, 


Did. dŒ, AE 
2,1 PE dr +o)+— (z 0x + w/)— 0. 


dx 


Le coefficient de dx dans cette équation est nul, puis- 
qu'en différentiant l'équation F(x,7,z) — 0 on trouve 


dE dE dF 


2 [TRE 7 / 
dx ce 7 3 

il reste donc seulement 

de dE 

0) — 0); —, =. -O: 

dy dz 
Hirant de la «’ et le substituant dans l'expression 
Aw + Av, qui doit être égalée à zéro, on obtient 


dE 
| dy 
A — A — 
w JF , 


dz 


°É 
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et cette quantité devant être nulle, quelle te soit la fc 
tion w, on doit nécessairement poser 


AS AIS 


| 
©. 


dz 
On aura ainsi entre y et z les deux équations 
(5) Ki" AN 
et , | à 
F(r,),2) =0o, 


d’où l’on pourra tirer y et z en fonction de x. 


191. tte espèce de condition. — Souvent, au lieu 
d’assujettir les valeurs de x,7, z à satisfaire à une équaz 
tion de forme déterminée, on demande qu'une certaine 
intégrale définie conserve une valeur constante: on a alors 
ce que l’on appelle un maximum ou un minimum relat} ty 


Ta 
Soit done [ Ua = a, et pr oposons-nous de trouvei Tr 
LA | 470 


É Xe 

le maximum ou le minimum de Vdx. Les variations 

ZT; F 

de ces deux intégrales devront ètre nulles; et, en supposan at 
d’abord les limites fixes, on arrivera aux deux équations 


= ” LCR 
(a) Î uwdx =0, (6) L vodx = 0; 
Lo A ; 


1 1 * TR 

‘°° 
| # 
et la seconde detts être satisfaite quand on y mettra poil à 
une fonction quelconque satisfaisant à la pr 


3- 


u et v sont déterminés par U et V au moyen d’une for- 
tuile démontrée PR RUE et o De encc re 


é 
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trait remplie si w et ” ne différaient que par un facteur 
Constant, et nous allons démontrer‘que cela ne peut être 


autrement. 
Posons , avec M. Cauchy, 


Ta e 
[ uwdx = (x), 


cette fonction (x) ne sera assujettie, en vertu de l’équa- 


tion (&), qu'à la condition o{x,) — 0; on a d’ailleurs évi- 


demmento(x;) =o,maiso(x) estentièrement arbitraire 


entre x, et X°. On tire immédiatement 


uo —9(x), d'où w— 


À 


Substituant cette valeur dans l'équation (6), on obtient 


LEP ë 
= À à Se . 
à px) dx re) 


Ti 


Pour yintroduire, au lieu de o (x), la fonction p(x) 


dont les conditions sont bien connues, intégrons par 


u 


/ 
* w® #6 [a Lé 
parues ; nous trouverons, en désignant par (2) la dé- 


LJ [4 
rivée de —; 
‘0 = 


| 
pi 


l 


[4 0 ” L/ 
[rte dx — a ?(x) er [rte (£) SE 


/ 


prenant x, et x, pour limites des intégrales, et observant 


que o (x) devient nulle à ces limites, il vient 


Bou jo 0e 
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et, par conséquent, ‘:400 


f'oa(sy ess 


Cette équation devant avoir lieu quel que soit p(x),on 


Ÿ 


/ 
en conclut nécessairement (:) == 0; ét, PAF Suite 
1/4 : 


[4 
ES de, LOU Pier 
72 
a désignant une constante inconnue. 1 1 


Telle est donc l’équation différentielle qui déterminera » 
la fonction y. Quand sa valeur sera trouvée, et que les | 
constantes introduites par l'intégration auront été déter- 
minées par les conditions des extrémités, on la substituera * 


La É 
dans l'équation J Üdx — a, qui fera connaître la va=* 


leur de la constante «. 
. Il est facile de voir que l’on arriverait au même césulel 


2x 


en cherchant le maximum absolu de | FL 0 LH ad À 


Xi 


et déterminant la constante « comme nous l’avons indi- 
qué. On retombe ainsi sur la règle donnée autrefois par « 
Euler. | 

Supposons actuellement que les limites x,, æ, ne soient k 
pas fixes; les équations (x), (6) seront remplacées par. 
les deux suivantes : , 


(y) bte f Awdr 0, (d) tn po dx 0 : 


#1 


Yet y désignant les termes en dehors du signe f qui 
deviennent , et y, à la première limite, et d,, x, à Ja 


seconde. . 


| 
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L'équation (9) devra être satisfaite quand on mettra 


pour w une fonction quelconque telle que l'équation (y) 


ait lieu, de quelque manière que ce soit; ainsi w n’est 


2 
assujelti qu'à la condition que Î ‘uwdx soit égal à 
\ T, 
ÿ, — W:; et il faut que l'équation (d) ait lieu pour toutes 
les valeurs de w qui y satisferont : c'est là ce qui doit dé 
terminer la fonction inconnue y. 


Lo 
Posons encore L uwdx—=9(x),ou aurao(ær,)—0, 
4 T, 


et, en vertu de l'équation (7), 


(7) 
p(as) = ÿi— 2, 


et © (x) ne sera assujetti à aucune autre condition. 


4 É : ! x) 
Reportant dans l'équation (d) pour & sa valeur p( pi 


[44 
il vient 


Pour introduire au lieu de # (x) la fonction o (x x) dont les 


conditions sont connues, intégrons par parties; l’équa- 
tion précédente deviendra , en ayant égard aux valeurs de 


(a) et p(2), 


k # À p. dE el Te Fe -#: 
(e) Xa° X (£). Ÿ) ï. o(x) 6 PURE 


ét comme 9 (x) est tout à fait arbitraire entre x, et x, il 
faut que cette dernière intégrale soit nulle, ainsi que la 


“partie restante du premier membre. On aura donc encore 


-. TAU 


=) Sn OS ou PV au, 
u } 


L 
. p 
a désignant une constante. Remplacant (5) par à dans 
2 
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la première partie de l'équation (:), on aura 
Xe Ke Ps COR | 
TETE 
Les constantes introduites par l'intégration se détchnin Ÿ 
ront par les conditions relatives aux extrémités, et la con 


stante & par l'équation fa Udx = a: | ÿ | 
Fa 
On voit encore qu’ on arriverait aux mêmes résultats | 
en cherchant le maximum ou le minimum absolu de à! 


Te = À l 
Lea (V—aÙ) dx, à étant une:co0 Dale indéterminée. 

- On traiterait d’une manière analogue le cas où l’on 

aurait plusieurs fonctions inconnues, ou plusieurs inté=s\ 


grales définies ayant des valeurs constantes: 


192. D de maintenant le cas où l'intégrale est" 


de la da SU : ne renfermant que des différen= 


1 
üelles Res pe rapport à une variable nt La | 
variation de cette intégrale est donnée alors par la for-, 
mule (12),et, par les mêmes raisons que dans le pre, 
mier cas, il faut égaler séparément à zéro la partie qui 


#. 
En 


est dégagée du signe [ et celle qui se compose de toutes 
4 4 


les intégrales, qui. sont en nombre égal à celui des va. ; 
raples 2, y #42 | 4 

Or les fonctions dx, dy, dz,... sont complétemen 4 
indépendantes les unes des autres; donc chaque intégrale! 
doit être nulle séparément, ce qui conduit aux équations | 


suivantes : “S | 
SA | 
JL —dM + NN — dp +... 2=N, OS) 
L'— dM' + d'N' — d'P+.,,.—=0o, , Ne | 
(16) | 


L'— dM"+ d'N°— d'P'+...=0, 


+ 
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_ On aura ainsi autant d'équations que de variables x, y, 
| 2,...; et comme l’une d’entre elles doit rester indéter- 
“minée, il est évident qu'une de ces équations doit rentrer 
dans les autres. Nous nous bornerons à cette remarque, 
et nous aJouterons qu on irouve ici un avantage que ne 
présentait pas le calcul du premier cas: c’est qu’on pourra 
choisir le système d'équations le plus avantageux, en 
laissant de côté l'équation la moins simple. - Quand on 
aura trouvé y, z,... en fonction de x, les constantes arbi- 
traires introduites par l'intégration se détermineront, 
comme dans le premier cas, au moyen de l'équation qui 
se rapporte aux limites. 


: 193. L'intégration des équations (16) devient plus sim- 
ple lorsque UÜ ne contient pas x, ou l’une des autres fonc- 
ions; car alors, Le premier terme de l’une de ces équations 
étant nul, et tous les autres des différenuelles exactes, 
On aura immédiatement une intégrale première de cette 
“équation. Si plusieurs de ces variables x, y,... manquent 
à la fois dans U, un nombre égal des équations (16) sont 
intégrables. 


194. Les équauons (14) présentent la même simplifi- 
“cation quand y ou z n’entrent pas dans V; mais, quand 
C'est x qui manque, il faut faire quelques iransforma- 

tions pour obtenir la simplification que nous ont offerte 
immédiatement les équations. 

En effet, en supposant, pour plus de simplicité, qu’il 
n'y ait qu'une seule fonction inconnue y, la condition du 
maximum ou du minimum sera 
dN æ (ON LA 6 
dx dx? dx? 


(a) .  M— —0, 


et l'on aura, en observant que V ne renferme pas x, 


A4 / " 7 
= Mr + Ny° + Pr +HQr!" +... 
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Retranchant de cette équation la précédente, multipliée 
par y’, il vient | 


av ES 7 ! aN | 7 , d'P “ 


+ Ca part TS) + 


Or il est facile de voir que le second membre de cette 
équation est une dérivée exacte. 

Pour cela, remarquons généralement qu’en désignant 
par u et v des fonctions quelconques de x, une expression 
de la forme | 

ud'o — pd'u 


est une différentielle exacte quand n est pair, et 
ud' vo + vd u 


en est une lorsque n est impair. Il en résultera que tous 


les binômes qui forment le second membre de la dernière 


équation seront des dérivées exactes, et que, par consé®= * 


uent. on pourra intégrer les deux membres de cette 
q ; P 5 


équation ; ce qui conduira à une équation d'un ordre 


moins élevé. 


Supposons, par exemple, que V ne renferme que y, y 


et y”. La dernière équation devient 


GARE 2 FT TR en Dr Nr RNN 
He No Peattie TT LS 


d’où, en intégrant, 


dP 
b V = Ny’ Py” — y — + C 
(8) ere de) US 
r . . + . C2 mn É FA. 
équation du troisième ordre, tandis que l’équation (a) 
était du quatrième. Si, en mème temps, V était indé= 
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4 pendant de y, on aurait M — 0; l’équation (a) serait in- 
tégrable, et donnerait 
: ps 


N—— — C. 
L ne C 


ae dP : £ 
. En éliminant 7. entre cette équation et la précédente, 
on trouverait 
VE Pre Cy #C; 


C et C désignant deux constantes arbitraires. Cette équa- 
tion n'est plus que du second ordre. Ainsi, lorsque V ne 
renferme que y’, y”, on peut obtenir une intégrale se- 
. conde de l’équation (a), et ramener le calcul à l'intégra- 
tion d’une équation du deuxième ordre. 
Si V renfermait une seconde fonction z et ses dérivées 
'z! et z/, on obtiendrait de même 
MAN Ny + Pr a Te + N'z'+ P'z7 — 7 SN €: 


L 


Cas particulier où l’on ne considère que les différentielles 
du premier ordre. 
…. 195. Appliquons cette théorie au cas simple où la fonc- 
î tion V renfermerait trois variables x, y, z, et les pre- 
nières dérivées seulement de y et z. 
L'intégrale proposée sera 


} RL e 


PÉTIV, 27 Y 2142 


UT, 


ou 

| ne ss dy dz 

v : | AUDE 42%) dx = 0. 
Sa 


19, S'il n'existe aucune équation générale entre x, y, z, 
IT. | 18 


++ 
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on fera usage des équations (14), et l’on aura 


IN aN’ 
(18) M—— = 0, M ER, 
.43 


en supposant toujours 


df Lun el af MO 


ane ie — N Enr mn ee = ci 
dy ? dy’ CPE 2 do N 


Ces deux équations simultanées, étant du second ordre, 
donneront y et z en fonction de x et de quatre constantes 
arbitraires. 

Si les deux limites sont indépendantes, on aura pour 


chacune 


(19) (V— Ny' — N'z') 0x + Ndy + N'02 = 0. 


D 


Si pour l’une d’elles il n'existe aucune condition, 0x, 
dy, dz étant indépendants, leurs coefficients doivent être 
nuls séparément, ee qui donne trois équations entre les 
valeurs de x, y, z, y, z' relatives à cette limite. Si, au 
contraire, à cette même limite, x, y, z devaient satisfaire 
à une équation donnée o (x, y, z) = 0, on aurait 


de 


TT x + À dy + À d= 0. 
Tr 


Éliminant dz entre cette équation et (19) , il ne resterait 
plus que les indéterminées dx, dy dont on égalerait sépa- 
rément les coeflicients à zéro. On aurait donc encore trois 
équations entre les valeurs de x, y, z, é , z' relatives à 
cette limite. On agirait de la même manière si l’on avait 
une seconde équation. R 
Actuellement il est facile de déterminer les constantes 
arbitraires introduites par l'intégration ; car les équa- 


tions obtenues entre x, y, z; et ces quatre constantes de-« 
vani être satisfaites par 1, Vi, Z1, @L Par Lo, Yo, Za) il EN 


p* 
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résultera deux équations pour chaque limite. Ainsi, pour 
chacune d’elles, on aura cinq équations entre les valeurs 
de x, y, z, qui s’y rapportent et les quatre constantes ; on 
pourra donc déterminer ces constantes et les valeurs de 
x, Y, z, relatives aux limites. 

2°, Si les variables x, Y, Z sont tenues de satisfaire à 
une équation F (x, y, z) = 0, il faudra faire usage de la 
formule (15), qui devient, dans ce cas, 


4 ( 2 dE (s “5 dE 
: dé} di EF dy 
Éliminant z au moyen de l'équation F{x,7, z) = 0, on 
aura une équation du second ordre entre x et y. En l’in- 
tégrant, on connaîtra y, et, par suite, z, en fonction de x 
et de deux constantes arbitraires. | 
Les valeurs de x, ÿ1,°Z1, Xe, Ya, 22, se détermineront 
comme dans. le cas précédent, en observant qu’elles doi- 
vent satisfaire à l'équation F{x,7, z) —o. On aura 
alors quatre équations pour chaque limite. Les deux con- 
stantes arbitraires se déduiront de ces équations, ainsi que 
les valeurs de x, y, z relatives aux limites. 


19. 


entre les af Ti Ÿ3 7 des divers points de ‘chtte À 
ligne, c’est-à-dire où elle n’est pas A à _se trouver à 
sur une surface donnée. MMA À 

L'intégrale qui doit être minimum est 


Ta { 
[ de Vi+ y" + 75; 
Æ, { 
on a done 
V— Vi ++ RS M0; M more où MS re 


F° dy 2, RSR ER 


Ne NN 


V1 + y? + z'? ds 
Les équations (18) deviennent SA UNRE 


dN >; an 


Se Le 


N et N’ sont donc constants, et, par suite, y’ et z'. 
Soient 


on en déduit 


… 


Yy=Cxr+ d, ze Ce LA j 


Aïnsi, quelles que soient les conditions relatives aux ex- 
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trémités, on trouve, comme on devait s’y attendre, les 
équations d’une ligne droite. 

L équation (19), qui doit avoir lieu pour chaque extré- 
mité, devient 


0x +y'd y +zdz—= 0, » 
(a) ‘ ou 
dx dx + dy dy + dzdz= 0. 
Or il ya trois Cas à éxaminer pour chaque extrémité, 
19, Si Pextrémité (x:, ÿ1, z1) est fixe, on a 


TION Or) 0, K dE où; 


ses coordonnées %1, Y1, 3, sont données, et les constantes 
C, C”, d, d' devront satisfaire aux deux conditions 


Nn=Cx+d, za —=Cax + d". 


2°, Si cette extrémité salisfait à une équation 


Exit, 2 = 0, 
on aura 
dF dE dE 


ar nor, + D'OEE , 
RATER fé qaner "A 4 


Eliminant 9 z, entre l'équation (19) et celle-ci, puis éga- 
lant à zéro les coefficients de dx, et dy;, on obtient 


dF; dr RCA dF dE dr 


DIN 79 r 


dz dx dz dy dy 


ou 


dF 48 dE dE 
| —=C-—, ——cC 
| dz dx dy dx 


{ 
équations dans lesquelles x, y, z sont remplacés par x;, 


278 LIVRE IV. 
Ces deux équations seront jointes à F (x, ÿ1, z1) =0;, 
et aux deux suivantes : 


N=Crx+d, = Ca +d. 


On aura ainsi cinq équations entre %1, ÿ1, Z, et les 
quatre constantes. 


3°. Si l’on donnait deux équations entre Xi, Y1, Z1, On 
LA 


arriverait de même à cinq équations entre elles et les M 


constantes. ; 
Ainsi, pour chaque extrémité, soit libre, soit assujettie 
à une ou deux conditions , on trouve toujours deux équa- 


tions entre les constantes, ou directement, ou par l’élimi- « 


nation de x, 1, Z1. Donc les quatre constantes pourront 
toujours être déterminées par les conditions relatives aux 
deux limites. « 


197. L'équation (a) renferme une propriété géomé-, 


wique remarquable de la ligne minimum. En effet, elle 


exprime que la direction qui fait, avec les axes, des angles 
dont les cosinus sont proportionnels à dx, dy, dz, est 
perpendiculaire à celle dont les cosinus sont proportion- 
-+nels à dx, dy, dz. D'où il résulte que la tangente à la 
ligne cherchée, menée par l’une quelconque de ses extré= 


mités, est perpendiculaire à toutes les directions suivant 


lesquelles cette extrémité peut se mouvoir. Elle est done 
normale à la courbe ou à la surface sur laquelle doit res- 
ter cette extrémité, si elle n’est pas fixe de position. 


198. Supposons maintenant que la ligne cherchée soit 
assujettie à se trouver sur une surface donnée, ayant pour 
équation | 


FLO Re) 0 


il faudra, dans ce cas, satisfaire à l’équation (20), qui se” 


LU te UE 


ET ee ne dE S PREES MEET 


| ce. "1 
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réduit à 
dE dN  dF aN’ dE; ar ai dE à 22 
—————— —, où —d.——= —d.—. 
dz dx dy dx def V4 dr :4 ds 


Cette équation du second ordre, jointe à la précédente, 
donnera y et z en fonction de x et de deux constantes 
| arbitraires. 

L'équation (19) aura lieu pour chaque limite, et dé- 
montre encore que, si elles ne sont pas fixes, la courbe 
cherchée est perpendiculaire aux courbes suivant les- 
quelles elles peuvent se mouvoir sur la surface donnée. 
: Dans l’un et l’autre cas, les constantes se déterminent par 

les moyens déjà indiqués. 
199. L’équatior & “Aie Pare 
z ds? dy ds’ 
propriété remarquable de la ligne minimum. En effet, fa 


fait connaître une 


droite qui Joint un quelconque de ses points au centre de 
courbure fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 


d'x d'y d'’z 


roportionnels à =; —=;, -——: et les cosinus relatifs à la 
PSE ds? à ds? k ds? ? 


* s £ . dF dF d4F 
normale à la surface sont proportionnels À 7) qe 
. : dx dy: dz 


Or l'équation précédente donne 


TAF. #e Aa 
ds, ds 
f b Æ — à 
1 dE dE 
dy dz 


et il est facile de voir que ces rapports sont aussi égaux à 
d?x 
ds! 
dr 


; Car la symétrie des données relativement à x, y, 


DT AP à NS PE ET mr US Ce RARE Gu'R PRES RCE SONORE DL all: 
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montre qu’en dirigeant autrement le calcul, on aura 
trouvé ce dernier ra pps égal à à l’un des deux autres. 
C’est, au reste, ce qu’on peut facilement vérifier. 
En effet, les équations (b) donnent PE la . 


dy Pz  \d°y dr "d'etre 
ds ds  d$ ds ds dd ds 

* dE dF. dE dy dE C4 
2 da dy ds du æ Or 


} f 
3 


comine nous l’avions annoncé; la direction d ÿ normale 1% 
à Ja surface se confond donc avec celle de la droîte menée | ‘4 
du même point au centre de courbure de la ligne : mini- b 


mum. En d’autres termes, le plan osculateur de cette 4 
courbe est constamment normal à la surface. RE 


200. ire de révolution minimum. — Proposons-nous M 
de trouver la courbe plane passant par deux points don- nn: 
nés, et qui engendre une aire minimum , en tournant au. b 
tour d’un axe AX situé dans son plan. | 24 


7 


+ 4 : PF FO TTC 2 peu, 4! à 
L'intégrale f y V de + dy? devra être minimum ;. 
| Ti "KE h 


rt" 


et z n’entrant pas sous le signe JE il est convenable d’ap- 


pliquer les équations (16) ou (17). En prenant les pre=" 

; { 
mières, et observant que L, N, P,... sont nuls, ontrou- 
vera, en désignant par c une constante arbitraire, 


y dz 
M — E; ou Le 


Var? + dy? 


d’où l’on üre 


Li dus d : 17140 
r=eu+ déni cm 1 Ft 
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. et, en intégrant, 
Æ — Ci | ces ee) 
ee = |. ne 9 


x—C; 


Y + Vr— cb'ce 


C 


€ C 


d'où 


équation d’une chaïînette dont les branches infinies s’élèe- 

vent au-dessus de l'axe des x, la direction de la pesanteur 
n'étant supposée perpendiculaire à cet axe. 

. Les constantes c, c; se délérmineront en exprimant que 

l'équation est satisfaite par les coordonnées des points 

donnés. Si l’on considère le cas le plus simple, où les 
“ordonnées de ces points sont égales, la courbe sera symé- 
Wurique par rapport à la perpendiculaire à l’axe, menée 
“à égale distance de ces deux points, et que nous pren- 
- drons pour axe des y. Soient & et — a leurs abscisses res- 
pectives, et D leur ordonnée; on aura d’abord c, — o pour 

que l'équation ne change pas quand on remplace x par 


— X; puis 


ce qui détermine c. 


À a bu 3 
Si l’on pose - =, on a M (e“+ e-"*), et l’on con- 
C } 


x à . : bu | 
naitra u par l'intersection de la droite y — e et de la 
; I TR : 
chaînette y —- (e“+ e7") ; la valeur de c s’ensuivra. 
@ 


20. Il n'est pas toujours possible de satisfaire à l’é- 


Ne TEL | LL AP es a © LE tee AE EE Re at un an UC FA re. SO PAR Cie Vel SN 
CAR ANR tic LR EEE TR ET ARE Aou D PR PROS PE ARE PERRET, | ATOERE 
| DA VEN à LT y & p AT REA La Ux, G » ci 


"2 % CE ® 
‘ = à 
3 » : TE Con 
‘ 
Ps di 
* LÉ ve 
A Avi 105 NO PME 
quation | ERA TERRE 
En 
D / “14 LL. à 


En effet, le second membre est infini pour u—o et 
u = © ; dans l’intervalle, il reste fini et positif : il a done 


LE: # à + + : : 2 b.70 
un minimum, et le problème serait impossible si — était 


moindre. Cherchons donc la valeur de ges relative à ce. 
minimum : )l y aura une seule solution si L on donne - 
égal à cette valeur; deux, s’il est à grand: et aucune, 
s’il est plus petit. f: 
La valeur de u relative à ce minimum sat à 


u —U : * Fe C3 « ñ 4 
* e de ir at | M4 
[ZA ‘] 


— 


Si l’on éliminait w entre cette équation! et la précédente 


“on aurait l’équation qui doit déterminer la plus petite 
b € 1 (PES 
valeur que — puisse avoir pour que le problème soil 1°5g 
AE : | c$.50 
Si l’on observe qu'on a identiquement \4 
(eu — Cr der (et + eu? — Â, 
la dernière équation peut se mettre sous la forme 
et + et ET an °°} 
mms, | ET V(e* -+- pe « s «s a 
d’où résulte TS 
2 b fbu , LACS 
He (PRE "4e 
«a a Le 
: A 4 AR \ 
# A Û 
U = I1 + ri Ë 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 283 


7 4 a? æ 
b / a? ET ÉUREe) 
A a + 


b? | one à 2 PA 


Si l’on néglige . dans le second membre, il devient trop 


petit; ainsi on a 


I 


b FT 
Fi nage eos 


La réciproque de cette valeur est donc plus grande que 


; et si on la’ substitue dans le second membre, il de- 


Si à 


- D e # . b 
vient trop grand et donne une limite supérieure de —- 
a 


À : a 
Il en résulte une valeur trop grande pour 7; et, en conti- 
nuant ainsi, l’on aura une série de valeurs alternative- 
°. b LI 
ment plus grandes et plus petites que -; et qui s’en rap- 
a 


procheront indéfiniment. On trouvera ainsi 


Ë 
= 1,199067. 


== 

Dis Li e F à 

Il faut donc que le rapport — soit au moins égal à 
: (44 


1,19967 pour qu'il y ait une courbe qui engendre une 


aire minimum; et l’on concevra la possibilité qu’il n’en 


existe pas, si l’on observe que, lorsque la courbe coupera 
Paxe, les ordonnées deviendront négatives, et l'intégrale 
décroîtra indéfiniment. 
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ne peuvent donner deux minima, car il devrait y avoir. 


un maximum intermédiaire, ce qui exigerait trois solu- 


tions. Elles ne peuvent non plus donner deux maximas" 
elles donnent donc un maximum et un minimum. L'in2h 
tégrale diminuant jusqu’à l'infini négatif , on voit que le 
maximum correspondra à la chaînette qui aura son som-" 
met le plus bas, et le minimum à celle dont le sommets 
sera le plus élevé. Cette dernière correspond à la plus 
grande des deux valeurs de c, puisque l'équation de las 


courbe est 


x 


Chi 
F=-\e +e 
2 


L 
e *}? 


ei qu'en faisant x = Oo, on irouve c pour ordonnée du 


sommet. 


202. Maximum de l'aire de courbes isopérimètres. =" 
Supposons que les extrémités de la courbe soient don-" 


nées, et aient pour coordonnées x, Y1, €t Æs, Vas linté- 


Ts 
grale qu'il faut rendre maximum est *e ÿdx, ei l'on « 
F J 


1 ; 6: 
doit avoir, en désignant par / la longueur donnée de la 
courbe, | 
la SRE RE rt 
dx Vi + y? = 71. 


VX, 


On posera, d’après la règle du maximum relatif, 


LT 


[ra vt or) Aie 


Le T, 


x n'entrant pas sous le signe f: on appliquera l'équa- 


à 


“re 9 b Ù . ; 0 | ” 
Si l’on a - > 1,19965, on a deux solutions; mais elles 
D ro U | 


En ER Ne gen nl re abs A 2e 


‘ 
pas né TE 


| 


| 


: 


_ d'où 
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tion (19), et l’on trouvera 


F2 
y +aVi DT pi an masupes à 
| VE 
ou 
(y—c)Vi+g"+a=o; 
d’où 
dx = Ér-Amar 
TR Va — (y —c)? 
et enfin 


(y —c}'+(x—c) — x, 


et c désignant deux constantes arbitraires. La courbe est 

donc un arc de cercle; et il reste à trouver les constantes 
@, ©, c’. On exprimera d’abord qu’il passe par les deux 
points extrèmes donnés M, N (fig. 5), ce qui donnera 


fm —c} + (y — ec} — w, 
(æ —c) + (3 — CF Eee 


Dis Di —20(a — 2) + Yi — Vs — 20 (Yi) = 0, 


équation qui exprime que le centre se trouve sur la per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui joint 
les extrémités. 

Soit d'la longueur donnée de cette droite, on aura 


d'—928asin —;: 
2. & 
équation qui détermine x; c et c’ s’ensuivront, et l’on 
trouvera deux cercles dont les centres O, O’ seront symé- 
triques par rapport à la corde donnée. L'un se rapportera 
“au maximum, l’autre au minimum : car les deux aires 
Sont respectivement égales au trapèze MPON, augmenté 
où diminué de la mème quantité MRN ; donc, si l’une est 


1 
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maximum, l’autre est minimum. On en conclut encore: 
que cette surface MRN est maximum; et si la question à 4 


pour objet l'aire comprise entre la corde donnée et l’are, 


elle n’est susceptible que d’un maximum, et il est déter= 
miné par l’arc de cercle dont la corde et la longueur sont M 


connues. ; | 
Si la grandeur de l'arc et la direction des axes étaient 


telles que le segment MRN fût coupé par les ordonnées 
extrèmes, cette dernière proposition n’en serait pas moins M 
vraie : car, si l’on suppose la courbe déterminée, on peut M 
y tracer d’une infinité de manières une corde telle que, L 
pour un système d’axes convenable, on rentre dans le cas 6 
précédent. Or, l’aire totale étant maximum, ce segment M 


le sera de même en laïssant son périmètre constant; donc 


il est terminé par un arc de cerele : ce qui ne saurait être L 
pour toutes les cordes qu'on peut ainsi concevoir, si la ! 
courbe entière n’est pas un arc de cercle. Si les deux points # 
M et N se confondent, on a le cas d’une courbe fermée, ét! 


F 


l’on voit qu elle doit former un cercle entier. 


203. Maximum de la surface ec iol par la mr | 
tion de courbes isopérimètres. — Il faut, dans ce cas, que 


CH à 
J ydx V1 +7"? soit maximum, en même temps qué 
re 


L 


D 


fes dx Vi+7y"* = 1l; on devra donc poser 


T, 


La LL: ARS LH 
‘k dr Vi +y + a Vi +y*) dx] = 


1 


ou 


Te F ver 
[ (y +a)Vr +y'dr| = 0. 


LACAN 


Le calcul sera le mème que dans le cas déjà traité, où 


DER TR LOT 


re : Li. 

h AR 
pu Î 

H LH ; £ 

V 

r« ". 
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: Pon ne donne pas la longueur de la courbe. Seulement 
| P ons 
y + « est substitué à y. On trouvera donc 


T—cC, X—0C, 


C 


C C 
y+a—>(le D POUN U à 


= % - 4 


La courbe est encore une chaînette. Les trois constantes, 
æ, ©, C1, se détermineront en exprimant que la courbe 

| passe par les deux points donnés, et que sa longueur 
est /. 


204. On démontre en statique que la chaïînette est, de 
toutes les courbes isopérimètres, celle dont le centre de 
gravité est le plus bas possible. En admettant cette pro- 
…priété, on aurait pu conclure que la courbe qui engendre 
laire minimum est une chaïîneite dont la convexité est 
tournée vers l’axe, et que celle qui engendre l'aire maxi- 
mum est celle qu'on obtiendrait en supposant l’action de 

la pesanteur dirigée en sens contraire. 


205. Solide minünum engendré par la révolution de 
courbes isopérimètres. — Soit / la longueur d’une courbe 
qui passe par deux points donnés, et tourne autour d’un 
axe situé dans son plan; le solide engendré aura pour ex- 


Ta Ta 
pression Fe ry* dx. Ainsi dk y° dx devra être minimum, 
À À æ 


1 1 


Le EEE 
[ dx Vi + y?=1 
fs Pa . 


L 


avec la condition 


On devra donc poser 


f 2[(y + a Vi LE y%)dx|= 0: 


Li 


et la condition du minimum sera, en appliquant la for- 


(y'—c)Vi+y"+azo; 


- 


d'où l'ontire | ML 
Ve REA: we rs 34 


Cette équation est celle de la courbe nommée élasti 
qui représente la figure d’un ressort en équilibre sous] 
tion de certaines forces. On ne peut l'intégrer que par 
série. Les deux constantes & et €, ainsi que celle qu: ’intr ro- - 
duirait l'intégration, se détermineraient en _exprima nt 
que la courbe passe par les deux era donnés, et que sa 


longueur est /. = ET 125 


206. PBrachistochrone. — On nomme ainsi 1 cour 
que Eau suivre un a pesant, Pos descendre d” 


gnant par g la pesanteur, on a A 


PA 
#7 


x (2) is | | :° BR 7 
= SE LD Vi 2 4 se: 
dt | 8 \ :! } }s 1% | 


en désignant par x les ordonnées comptées verticalement, 
en sens inverse de la pesanteur, et par x, celle je: point. 
plus élevé. On tire de là 


Re r ds 


; | +2 y 10 DR Né. É 
eee 53 


et, pour saüsfaire à la condition donnée, il faudra qù 
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L + es + 3 : 
négative ee — soit maximum; ce qui 


donne d’ 15 les EE 


d’où 


Cette équation montre que la courbe est comprise dans 

… un plan vertical. Prenons ce plan pour plan des æet y;il 
est connu, puisqu'il renferme les deux points donnés. On 
a alors z — 0, et il ne reste que l’équation 


I dy 


d D €; d’où dy A —> “< . 


ce qui s’intégrera facilement. 
. Cette, courbe est une cycloïde dont nous alloïs recon- 
naître la position. 
Bet C (fig. 6) étant les deux points donnés, la trans- 
formation que nous avons faite revient à prendre Pori- 
mpine en B, et l'axe des x dans la direction de la pesan- 
teur. abs ce système d’axes , une cycloïde dont la base 
serait BY et l’origine en B, aurait pour équation diffé- 
| rentielle 


AVR 
| | RE Un à 


, 1 4 , 
a étant le rayon @u cercle gencrateur. 
II. 19 


AR 
LL Fu …ÉR SP 


AE, (ETES D ha LE» ON PE 


ne 
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La courbe cherchée est donc une pre dont la bas. cs 


est BY, le diamètre du cercle ne = et dont l'u00 


des extrémités de la base est B. à 
La constante c se déterminera en exprimant ‘que l'é-. 
quation finie de la cycloïde est satisfaite par les coordon- | 


nées du point C. «0 


_ 4 
; 
“À 


207. Supposons maintenant que les deux points ex | 


trèmes , au lieu d’être fixes, soient assujettis à se ‘trouver | 
sur des Fans données, On PACE comme dans le 


se 7 ? 
premier cas, à l'équation y — = z + c/, qui prouve que la 


courbe est encore située dans un plan vertical. Ce D est. 
inconnu, mais |’ SU AUTE de la courbe, rapportée à des 
axes pris dans ce plan, n’en aurait pas moins la forme 
déjà trouvée ; d’où l’on conclut que cette courbe est une 
cycloïde font la base est horizontale-et dont l’origine: est4 
au point de départ. Tout se réduit à trouver les. coordon-. 
nées des deux points extrèmes et le rayon du cercle géné : 
rateur. Les deux limites étant indépendantes l’une de 
l’autre, on devra avoir, pour la pre l'équation 


EU 


LA 


(a) Lattre ) 1 Nr sans 


dx, 


Dans le cas actuel, on a 


' sl 7 : 

Er me REA SU A ‘2 

VW. , "CU 

Ÿ Le 

N= RE — €; 11-58 
Va, — x Va +27 + 2° 

(4 1 

| se Z —— c' . 
N°= KE: x ? # 


avi té CON 
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Le &s 


pres : dx’ 
3 
2 


(x — +) 


L'équation (a) deviendra donc 


Fs Li —Zt ds y 
| 1 FE éd V1 y Ver + cz Lori — 
Ti 
— CcJyi— cd 2, 
| L'intégration par parties donne 
| | ! 
Li— à RE RS FR ne Re Let. 
> Sir Es di Nip 4 (x; x) 2 Vi+ PZ LL 7° 


a "7 
; — x) lpz/z"\d 
1 “JS (L' A = + fé r') ds 
| Vi+y+7" 


nu 


= = V + cy' + c'z/. 


Il faut, dans cette dernière quantité, substituer à x suc- 
cessivement x, et x,, et retrancher le second résultat du 
_ premier. Pour éviter la difficulté relative au facteur 


En 


(x — x) Fi qui devient infini, nous prendrons d’abord 
une limite différente de x,, et nous opérerons les ré- 
ductions; puis nous passerons à la limite x;. Les trois 
termes V — cy'— cz", relatifs à cette limite qui tend: 
M vers x,, seront détruits identiquement, et il restera en- 


fin l'équation 
(b) (—V+cy + czhdx — cdy, — dx — 0. 


En substituant'les valeurs de V, c, c’, on trouve 


- — : 
RE RCE 
Vr,— &VrT+ y+ ts 


1G: 
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et l'équation (b) devient 
, dr; 0x, + ay: dYi+ d2 04= 0. 


Elle exprime que le dernier élément de la courbe chetl À 

chée est pe pendiculaire à la direction de la tangente à 

la première courbe donnée , au point de départ. 
L’équation relative à la seconde limite est 


=NY'—N'z) 2 + N0y: + N'92 = 0 


ou ; ; 
x; d æ +. dÿ2 dY 2 + dz; Ô 22 = LE 


# 
ce qui montre que le dernier élément de la cycloïde est si 
perpendiculaire à la tangente à la seconde courbe don- 
née, au point d'arrivée. _S 

Ces diverses conditions dan la cycloïde dont 
le premier élément est toujours vertical, et la base ho. 
rizontale. TE x M 

Si les deux courbes étaient dans un même plan verti= | 
cal, les propriétés que nous venons de démontrer prouve- | ‘4 
raient que les tangentes aux courbes données, aux poinis 
de départ et d'arrivée, sont parallèles entre elles. : 


#'T 


NT 
RON 


‘44 
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CHAPITRE XXVI. 


CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. 


208. On appelle différence d’une variable, l’accroisse- 
ment fini qu’elle reçoit. Les différences des fonctions sont 
déterminées par celles des variables dont elles dépendent : 
on les désigne toutes indistinctement par la caractéris- 
tique À. 

La différence entre les deux valeurs que prend une 
fonction quand la variable dont elle dépend prend deux 
valeurs successives, se nomme la différence première de 
cette fonction. Cette différence est, en général ,‘une fonc- 
tion de la même variable ; et sa différence première, cor- 
respondante à un nouvel accroissement égal de cette va- 
riable, se nomme la différence seconde de la fonction. La 
différence de la différence seconde est la différence troi- 
sième de la fonction; et ainsi de suite. Si l’on désigne par 
u cette fonction , ses différences successives sont représan- 
tées pay 

DES RD NS CC AUS LS EU, 

209. Supposons généralement que la différence Ax 

soit une fonction déterminée f(x),-et soient 


LC Lis = Lis Lure y “Lm13, Lmy : UC.) 


les valeurs successives qui en résultent pour la variable 23 
de telle sorte que l’on ait 


&; —= x + Ax, LL = XL + AT, LI La Ali s 
Tn= Tri + A Tm1 y 


équations qui pourront encore s’écrire de la manière sui- 


ANRT * M RU ARE PO DD nt ve Ds crie Té. #ù ve 
204 «oh no ne LA EAN Ve HUE “A 
vanie : de 

DA EN TL, de DT, 

MA AE —- A x + 4, F 

T3 4 + AX + Ar + A, 

Li LH AR €ht Ari: SSSR 
La C0 A0: hs ADP SN OMS 


Toutes ces expressions peuvent être considérées comme | 
dépendant uniquement de la première valeur arbitraire Fo SL 
car Ax étant une fonction de x, x, où x + Ax l est de ca 
même. Ax; ou f(x) est donc aussi fonction de x seule- 
ment, et par suite aussi X°, qui estégal à x + Ax + A : 
De même, Ax, ou f( L2) sera fonction de x seulement, et 
par suite aussi %,3 et ainsi des autres indéfiniment. 

Il est encore utile d'observer que chacune de ces va. 
leurs successives peut se former de la précédente, en 
changeant x en x + Ax. En effet, supposons qu'il e 
soit ainsi jusqu'à x,_, inclusivement, et changeons Li 


x + A x dans x,,., : Son premier terme x devient x +Ax; : 


1 


+ 


son second terme Ax devient Ax,; son troisième À x, de- à 
vient Ax,, et enfin son dernier devient AVE ; par con- | 
séquent, x,_, se trouvera changé en x, La propésition $. 
est donc générale, puisqu'elle est vraie pour 31. Si main=« 
tenant on considère une fonction FORTE LES 9 (x) 
et que l’on désigne par” mt. 


ü, is Us Us ; » 3 Uni 5 Umy es 3- é 1480 


les valeurs correspondantes à x,%,,..., 2%, chacune d | 
ces valeurs successives de u pourra être considérée comme» 
fonction de x seulement, et se déduira de la précédent À 
en y changeant x en x + Ax; car, portes l'on à ge | 
ralement | | 


ns = ? (ænES) ] Um ss ? (æa) ; 


| 
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… et que x,, ne dépend que de x, et s'obtient en changeant 
“ x en x + Azx dans x, _:, v,, sera aussi fonction de x seul, 
et se déduira évidemment de w,,., par ce même change- 


ment. 


210. D'après la définition que nous avons donnée des 
différences successives, la seconde différence A°?u sera 
. Paccroïssement que prendra Au quand on y changera x 
en x + Ax; la troisième différence Au sera l’accroisse- 
ment de À? u résultant du même accroissement Ax que 
Von y fera subir à x; et ainsi de suite. 
De même, Au, étant l'accroissement de u, relatif à l’ac- 
(M croissement À x, donné à x, A,u, sera l’accroissement-de 
Au; quand on y fera croître x, de A x, ; et de même pour 
les différences suivantes. On voit donc que les différences 
successives deu, seront les mêmes fonctions de x, que 
celles de w le sont de x; et il en sera de même pour les 
différences de w,, u,,..., u,, etc. [l-résulte de là que 
toutes les différences de uw, s’obüendraient en changeant 
x, en x, dans les différences correspondantes de 4, à ; 
et, comme on a vu que ce changement s'opère en substi- 
tuant x+ Ax à x lorsque l’on considère x,_, comme 
exprimé en fonction de x, il s'ensuit que les différences 
d'un mème ordre quelconque des quantités 


u, LCA , U, #1 2 Um: , Un o 


se déduisent chacune de la précédente, en y changeant x 
eu x + AZ. On observera encore que, pour obtenir À'u,, 


c’est-a-dire l'accroissement de Alu, dans lequel on 


p2 


change x, en x, + Ax,, il suflit de prendre l’accroisse- 


p? 
ment que prend A"! «, considéré comme fonction de x, 
dans lequel on changera x en x + Ax. 

Ces propriétés appartiennent aux différences succes- 

… sives de x, comme à celles de la fonction quelconque w. 


2008, LIVRE IV. ver 
211. Il est facile d'exprimer la différence Au au moyen 

des m+ 1 valeurs u, u,, u:,..., u. 
En effet, on a d’abord 


AU u, — üu. " 


Pour obtenir A°u, il faut, dans l'expression de Au, chan- = 
ger x en x + Ax, et prendre l'accroissement résultant. 
Cette substitution changeant respectivement z, et u en uw; 
et u3, on trouvera 


Au—= U —2U, +. 


De même Au sera l'accroissement de l’expression de 
Au, dans laquelle on changera x en-x+ Ax, et l'on 
aura 


Au u — Su 30 4x. 


On voit jusqu'ici que les indices de u décroissent d'une 
unité, depuis l’ordre de la différence jusqu’à zéro; que les. 
coeflicients sont alternativement positifs et négatifs, et M 
sont égaux à ceux de la puissance de même ordre d’un 
binôme. Or, la manière dont on passe d’une différence à | 
la suivante prouve que cette loi est générale. 

. En effet, si l'ona i 


A? & purs Un F2 À, Un; er A: Un3 a, 


LUE A) Un_p LES Ap+ Un p— Lie ? 
la différence suivante sera 


AMT'u = Unss — À, | uy + A; 


Uni urnes 0 Lt — Àp+ Unp tie 
+4 | 


+ Ag 


Te 


La loi des indices de w est donc la même pour cette 
différence, et les coeflicients se forment de ceux de la pré | 
cédente, en ajoutant, en valeur absolue, chacun d'eux à 
celui qui le précède : donc, si, pour une différence, ces 
coefficients sont ceux de la puissance du même ordre d'un 
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binôme, tel que « — 6, ils seront soumis à la même loi 
pour la différence suivante. Donc cette loi est générale, 
puisqu'elle a été reconnue pour la seconde différence. 

On a donc, quel que soit m, 


m(m—1) 


(1) Au = Un — Müm- + AL RS À Men 7 


1.2 


; … lé dernier terme sera positif si m est pair, et négatif dans 
le cas contraire. 


212. Réciproquement, on peut exprimer z,, au moyen 
de u et des m différences Au, A°u,..., Au. En effet, 
on a 


WM=u+ûu,; :u.=u +2 Au + Au,..……, 
et comme on a, en général, 
Un = Uni + AU, 
on voit que, si l’on a 
Un = u HA, Au + A,Au +... 


+ A, Wu+A,,,APFlu +..., 
on aura " 


Aus. ; + Apyi l'API, 


Du LA, | Au + À; 
+ A; 


+ 1: + A, 


Donc, si les coeflicients des termes de u,_ sont ceux du 
développement de (x + 6)"-1, les coefficients des termes 
de u, seront ceux de (x + 6)": quant aux indices des 
différences , ils croitront de même depuis o jusqu’à ». 
Or ces lois ont lieu pour z,, donc elles sont générales, . 
et l’on a 


m(m —1) 


4 = U + mâu + Au + i,, + Au. 


2 


L'analogie entre les seconds membres des équations (1) 


208 LIVRE IV: LIRE NOR 
et (2), et le développement de la puissance m duri bi. Ÿ 
nôme, permet de les remplacer pe les équahons sym= 
bol ques très-simples is #2 7800 


AMu—(u— 1}, Um—= (1 + Au)", 


dans lesquelles il faut entendre qué les exposants dés 
puissances de u et Au sont remplacés par des indices. 


215. Différentiation des fonctions. ES ‘diféren 
première d’ une fonction u=F(x JestF(x+Ax)—F(x ). 1 
Voyons ce que deviennent cette différence et celle des or- 
dres suivants, quand on prend pour F (x) les fonctions 
simples x,, a*, logx, sinax, cosax, et que l’on sup- 
pose Ax constant, : re 

Soit d abord u — A x"; m étant positif, on aura o 


. m(m—1 
AU A. me AZX + d'a t 


2 


A x? +- de : +a |: 


LE 7] 


Le 
+, ge 


La première différence d’un monôme est donc d'un 
degré moindre d’une unité; et il en est de mème d'un - 
polynôme quelconque, puisque la diflér ‘ence d’une somme l 
est la somme des différences. ‘“t À 

Il résulte de là que la différence m°"* d'un polynôme 
entier du degré m est indépendante qe x. Soil, par 
exemple, 


u = AZ" HA AT + An; ‘Us 


pour la trouver, il suffira, dans chaque Rérenes succese 
sive, de considérer le terme du degré le plus élevé : car. 
les termes fournis par les autres disparaitront, au plus 
tard, à la dernière diflérentiation; donc ils ne change=. è 
ront en rien le résultat. Il n’est dose nécessaire de cal-. 1 
culer que la différence mère dé Aux it TN 

Sa première différence a, pour RE CRSEE terme, 


+ 
A MAI AT, 


v 
2 
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et nous négligerons tous les suivants dont le degré est 
… moindre. La différence de ce premier terme , dans lequel 
nous supposons Ax constant, a, pour premier terme, 


Am(m—1)x"Ax, 


et nous négligerons encore les suivants. 
En continuant ainsi, l’on arrive évidemment à 


A'u—Am(m—1)}(m—2)...2.1Ax". 


La différence m°"° étant constante, quel que soit x, les 
différences d'ordres plus élevés seront nulles. 


} 214. Si l’on considère le produit de n facteurs, crois- 
sant par degrés égaux à Ax, 


u—=x(xz+Ax)(x +2Ax)...[x+(7r—1)Ax], 
on trouvera immédiatement | 


A u—(x Az) {æ+o2Ax)...[x+(r—1)Ax|nAx, 
Au—(x+2Ax)...[x+(n—i)Ax|in(n—1:)Ax, 


Toutes les différences suivantes sont nulles. 
Si l’on avait 


on trouverait 


—— RAÀÂZX 
AT g 
Mr Az... (æ+nAx) 
n(n+1)Ax? 
AU = © ——Û ——]— —————— ———— 5 
æ(x+Axr)...[æ+(r+i)az| 
À Ale — n(n+1)(2+ 2) Aa 


r(x+Ar)...[x+(r+2)Ax]? 


et ainsi de suite indéfiniment. 
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‘945. La formule générale (1) devient, dans le cas de. l 
LE VEN Ÿ 


AM — (Æ —+- m2 Az} — m [x + (m — 1) Az" 


+ m(m— 1) [x+(m—2)ax}. » Œnm(x+Az) ur. 


Sim n, le second membre est égal à 1.2.3....,n Ax', 
quel que soit x. Si, dans ce cas, on fait x—=0, on 
obtient, quel que soit le nombre entier #1, : 


n— n(n a (R— 2) EUE=MRNMeNrTe 


: 


Silonam>n, A"u est nul, etl'ona, en faisant x = 0, 


mr — m(m—1)+ PÂTE EE) 


A (M STE RUSSES 


Ces deux formules remarquables sont utiles Lis: Ja 
théorie des nombres. 


916. Soit maintenant 


ren 5987 4 ME 
On aura 
Au = a? TAT a — a (a Ré 1); 
donc 
Au —d Fam 1} 
Au A5 (ur =: 1) 
Au — a {at 1)" 
217. Soit 
% w —logæ, 
on aura 


- F, V4 A , 
AU — log (x + At) —— log x — log 1 =): 
ÿ FA 


\ 
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218. Soit 
, u — sin{ ax +- b), 
on trouvera 


Au = sin(ax + a Ax + b)—sin(ax + b) 


AA r ë aAÂ x 
== 9 sin cos (ae HE DIT 
2 


#1 A] / 


Siu = cos (ax + b), on aura 


Au — cos(ax + a Ax + b) — cos (ax + b) 


aAÂx AE 


— 5 3: SIN sin (ax + +b). 


 * 4 


: Au moyen de ces deux formules, on obtiendra 
Asin(ax + b) = — 4 sin’ —sin(ax + ax + b), 


et, en général, 


; £ É a A on à 
MA#sin (ax + b) = + 97 (sn) sin (a + ra Ax + b), 
x AGE NTE I 
A+ sin(ax4b)= "+ 27%+# (sin =) COS Lar+ (a+ :)e Az + »|: 


_ les signes supérieurs devant être pris lorsque n est pair, et 
les signes inférieurs quand » est impair. 
On ferait un calcul semblable pour cos ax. 


919. La différence m'°"° A"u peut s'exprimer généra- 
lement au moyen des dérivées de u. On peut aussi la re- 
présenter par une formule symbolique très-simple. 


On a d'abord 


. du ARE d?u Ar’ 
u—=—Ar RFO ARE E 
dx dx'sr.92 


… Si l’on change u en Au, on aura Au, et il est facile de 
voir qu'aucun terme ne renfermera une dérivée d'ordre 
inférieur au second. En continuant ainsi, on reconnaît 


ST UE) PURE 07€ VA PURE ANS CURRENT ONE 
4 + DA en LRADONNS MO CUVE L 
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es #4 
que À"u sera de la forme suivante: 1: 2 
: -d"u di u ‘4 : 1 
rs +1 à 
Au —= A dx" Ar" + À, ——— amet A Aa je) NT 4 


les coefficients À, A;,... étant HE de la forme 
de la fonction u. | 
Pour les déterminer, posons u = €”, l'équation devine | 
dra, en supprimant le facteur e”, 2 


Lee 1)" — A AT" + AA ami, 3 


et, comme À x est indéterminé, les coefficients des mêmes 
puissances devront être égaux dut les deux membres; | 
on connaîtra donc À, A;,.... Fr 

La valeur de A"u abat se représenter par une Hormulil 
oponque, en observant que le second membre de la 
dernière équation se changerait dans la valeur de Au si 


3 y 
RUE à 
Le 


du 
l’on subetituait Se Ax à Ax, et que, dar les puissances 


du : , È r À - 1% FT . ke x 
de Se l’exposant du numérateur füt changé en indice des 


différentiation. On aura donc, dans ce sens, 


du m js QU | 
HèE * 97 C'AOÈRRES 
AL EAE — * + 


4 


On remarquera aussi que si Au doit être nulle, gs # 
que soient x et A, il faut que les coefficients HA toutes 


Myp. ) NR 


les puissances de Az soient nuls; ce + exige de" 0 


3 ai Jun 1 | LR: 
Ti = 0) elc., quel que soit x: donc u est néc cessaire= 


ment une fonction entière du degré m—1. 


À 


220. Lorsqu'on sait trouver la différence de deux fonc ! 


| ja de trouver ce : 
> au Hu des rt ES 
atuw)= eau + mao auav, 


vAu — EN U 


—— 


| SHARE 


n " 


on rar les produits de le de deux Hans ce 
ormule sc se compliquerait rapidement. Dans le Cas où 
seraient égaux, on trouverait immédiatement 


« 


ur Au +... + AU. 
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CHAPITRE XXVIL. 


CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. 


221. L'objet qu'on se propose dans ce calcul est de 
remonter de la différence d’une fonction à cette fonction 
même; ou, plus généralement, de déterminer une fonc- 
tion quand on connaît une relation entre elle, ses diffé- 
rences d'ordre quelconque et la variable indépendante. 

La différence d’une quantité indépendante de la va- 
riable étant zéro, il s’ensuit que, lorsqu'on aura trouvé 
uné fonction d’après une différence donnée, on pourra 


lui ajouter une constante arbitraire, et l’on aura une so- 


lution plus générale de la question. Maïs ce ne serait pas 
la plus générale, comme dans le calcul infinitésimal ; et, 


pour obtenir, il faudrait ajouter à la fonction trouvée la 


fonction la plus générale ayant pour différence zéro. 
Or, si l’on donne à x l'accroissement A x, toute fonction 
périodique de x ayant À x pour période prendra un ac- 
croissement nul, à partir d’une valeur quelconque de x; 
et, réciproquement , il n’y a qu'une pareïlle fonction qui 


soit dans ce cas pour toute valeur de x. On voit donc ques 


lorsqu'on donne l'expression de la différence d’une fonc- 
tion de x, relative à la différence Ax de cette variable, il 
suffira de connaître une fonction particulière qui satisfasse 


à la question; ei l’on obtiendra la solution la plus géné-: 


rale en lui ajoutant une fonction périodique arbitraire, 
ayant pour période la différence donnée Ax. 


On sait que toute fonction périodique peut être repré- 


sentée par une série convergente, dont le terme de rang 


Aa A EE SU ZE 


DR DT du à M a CL 
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n +1 a-la forme . 


Le | 2RTX DNNNTE LC 


À, sin + B, cos ; 


l'étant la grandeur de la période. On voit donc que, dans 

le problème inverse des différences, la constante arbi- 

traire sera remplacée par une série dent le premier terme 
M sera constant, et le terme de rang n +17, 


(7 27 


£ 2K XL 
z A, sin TRE » 


ZT 
+ .B, €osS « 


” 
C’est là ce que nous désignerons, pour abréger, sous la 
dénomination de constante arbitraire. 

Si cette quantité devait être constante quel que fût Ax, 
alors l’étendue de la période étant nulle, on aurait une 
quantité absolument indépendante de x. 

. Nous représenterons par Zu la fonction générale dont 
la différence première est u; par Z°u, celle dont la diffé- 
rence seconde est uw, et ainsi de suite. 


.…. 222. Si l’on considère une valeur quelconque x, dela 
variable et une autre valeur x telle que x, = x + n Ax, 
n étant un nombre entier quelconque, il est facile d’ex- 
primer l'accroissement que prend, la fonction F{x) dont 
la différence est u, lorsque la variable passe de x à x,; 
car il est la somme des accroissements correspondants 
aux valeurs x,x + Ax,...,x +(n—1)Ax, etsa va- 
leur est, par conséquent, 


U + Uk Ut se + Uni 


on a donc 
_ 
F{xs) =F(x)+u+u+...+ Uni. 


La fonction F (x), dont la différence est u, peut être 
considérée comme renfermant une constante arbitraire. 
II. 20 
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ou plutôt comme étant elle-même une constante arbi- 
traire, si l’on particularise la valeur x. 

Si on la désigne par C, et qu’on représente par Zu, la 
fonction la plus générale qui a pour différence u,, on 
aura la formule suivante : 


(r) Sun CHU + + He Unis 


223. Il est nécessaire d'observer que la fonction pé- 
rigique qui entre dans C devra être traitée comme une 
quantité ARENA de x, dans les intégrations. En 
effet, supposons qu’on cherche la fonction la plus géné- 
rale doni la différence soit la fonction p, dont la période 
est Ax. Si l’on considère uhe valeur quelconque de x, et 
ioutes celles qui en diffèrent d’un multiple quelconque 
de A, les valeurs PUS de la fonction cher- 
chée seront les mêmes que ‘si o était remplacée par une 
constante égale à sa valeur relative à la première valeur 
de x. Donc, en traitant 9 comme on traïterait une quan- 
tité RÉTSR Ms de x, on aura la fonction doft la diffé- 
rence est o. | 

On peut d’ ailleurs le. vérifier bien facilement. En 
effet, la fonction dont la différence est une quantité a, 


Ë $ 4H A FA 
indépendante de x, est TS C, C désignant une con- 
stante arbitraire dans le sens déjà défini. 
e , LL 4 À 
Or la différence de = est ©; donc FT + Oise th 
Ax Ax 


fonction la plus générale ayant pour différence 9; et, 
comme elle ne diffère de la précédente que par le change-" 
ment de a en ©, il s’ensuit que ces fonctions périodiques 
doivent être traitées dans les intégrations corffme les 
constantes proprement dites. 


L 


0 
Ç %, 
à 
#4 
xk 
CL) 
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+ k 
ou 


& à + 
Integration des fonctions. 


224. Nous commencerons par faire observer que tout 
facteur constantepeut être placé indifféremment sous le 
signe Z, ou en dehors; et que l'intégrale Z d’une somme 
est la somme des intégrales des parties qui la com- 
posent. | 

Cherchôns d’abord l'intégrale de x”, c’est-à-dire la 
fonction qui croît de.x” quand on y donne à x l’accrois- 
sement Az, et que nous désignons par 2x”; pour cela, 
remarquons que l’on a | 


(m+1)() 


AM A a +. Ati 
ESA 


A(z"+t)= (1m + 1)x"Ax + 


prenons maintenant l'intégrale de chaque membre, et 
considérons la constante arbitraire comme renfermée dans 
les sommes indiquées; nous obtiendrons 


” 


(m+i)m 
de se 


2H = (m + 1)AZLIA" + Az? 2" 


(m+i)m(m—1) 


At 2x2, HAXMTIS T, 
DH:50:3 à 


d’où 


M à m— | 
Hi (m+1)Axr TEST 
2 
(2) m(m—1)Azx? A x" 
—— DE ie —- ET 
19593 MmHI 


Si l’on donne successivement à m les valeurs 0, 1, 2, etc., 
on obtient, en désignant par C une constante arbi- 
20. 


€ LAS à 12 
A. «, as 
% de e 
Ÿ 
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; * . 
traire, 
+ 
| x 
I1=—#C 
D: A x / 
x? I 
= —— — x +C 
»> 2Ax 2 op “ 
x° I 
Lu —— 2 + —— x + CG r 
(3) 2, 3Ax 2 6 É 
x I Ax 
Dir — VTT ASS + —RT D te C, 
does 4 
D À as I FE Te 2 LC 
Li = —— — — SI CR 
5 Ax 2. 3 3 


Connaïissant Zx1",.on pourra déterminer Z?x" en cher- 


chant, d'après les formules précédentes, l'intégrale de 6 


chacune des parties de Zx”, en ajoutant ensuite une con- 
stante arbitraire. On trouvera: ainsi 2x”, Z'æx", etc., 
et à chaque intégration il s’introduira une ruelle con- 
-stante arbitraire.  * 


295. Nous avons obtenu précédemment la formule 
A[x(x+Ax)...(x+nAx)] , 
—(x+Ar)(r+24x)...(x+mAx)(r +1)Az; 


donc 


D E+ Ax}(r+2A4x).. he + nAx) 


= À LT ÉD EE DR VA PAR Le +nAzx)+C. 


Nous avons encore trouvé 


I 


* — (n+1)Ax 


(x+n 5 + x(x+Ax)...[x4-(7+ 1)Ax |’ 
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donc | . 


HÉTEe Rs) ..[x + (7 +1)4zx] 


pa 
+ (n+1)Ax.x(x4#ax)...(x+nrAx) Ben 


296. Déterminons maintenant Za*. Nous avons vu 
que l’on avait 

ne À & . 

Aa = a* (a th) . | 

on aura donc, en intégrant les deux membres , puis divi- 


Az 


sant par a Là 


et, par suite, 


Y'«— SORT APS + 2 C 
NN (ane 1) ï 


27! C se déterminera par le moyen des équations (3), 
en cherchant successivement Z'C, 2 C, etc. 


227. Nous avons trouvé 
‘ . aAX ax : 
A sin(ax + b) = 2 sin —— cos are UE - 
7 ŒAE TE a Ax 
A cos(ax + b) = — 2 Sin —— sin (a+ DR SA A .): 


k : A x 
Intégrant les deux membres, etremplaçant x + —-parx, 


on obtient 
à ï a Â x 
sin (ax + b=— 5 cos (ar + ) + C, 
g'sin ' st 
| 5 3 aAx 
Ÿ cos(ax + = 9 SUN |. 42 + db — RE] DS C. 


2 sin 
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298. Développements de l'intégrale Z en séries: — 
Nous avons trouvé PES EE la formule 
n(r—i) 
1.2 
. 
Si l’on suppose que la valeur corresponde à à x 0, et 


que u, corresponde à x =nAx, et soit désigné par ü , 
on aura 


LE un Lab. AU SIN 


x I : 
— | — — 1 — — 2 
LE ) (Æ ) 
+ + Au +- 
ù 2:02 $ 
Soient | 
Ass e,  SREP RAR ze PRE À 
"SL ; ÿ 
on aura ÿ 


* 


formule qui donne l’intégrale de v au moyen des valeurs 
de » et de ses différences relatives à x = 0, et de la con- 
stante arbitraire C qui est la valeur que doit avoir Zv 
pour x = 0. 

Si les différences deviennent nulles, à partir d’un 
certain ordre, la série est composée d’un nombre fini de 
termes. è 

Si l’on demandait l'intégrale seconde d’une fonction, 
on connaîtrait la différence seconde de l'intégrale. Ainsi, 
dansle développement deu,,on connaîtrait A’u, Au, etc., 
et l’on pourrait prendre arbitrairement u et Au. 

Posant - 


dé gras D ARERE LIEGE ET 


gré, he 2e 


D" ‘A0 
Fs —. 


AL tits 20,1. ADD NS 


+ +4 
#, 
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on aurait 


EE | 

— 1 — ] 

3. *: Z BE\XAT 

Do C++ Le, HAN 
VAAT 


1.2 

C et C' étant deux constantes arbitraires. On détermine- 
rait ainsi une somme d’un ordre quelconque, au moyen de 
la fonction donnée » et de ses différences, dans lesquelles 


on ferait x = 0. Il est facile de voir que l’on pourrait par- 
tir de toute autre valeur particulière de x. 


229. On peut encore exprimer l'intégrale Zu au moyen 
ACTTNe | F du d?u 
de l'intégrale | udx, et des fonctions u, —» ——; etc. 
PR ? dard 


En effet, le théorème de Taylor donne 


WA au | d'u A x? d'u Ar 
ZE —ÀÂX — ' tic 
dx dif 110 7 di T2. 7%: ’ 
d’où 
: À du + ed: A x° = du 
A Leg — —# CC RE QE > 
dx 1.2 dx? ME dx? 


Si l’on prend toutes les sommes nulles pour x = x, et 
qu'on désigne par w, la valeur de w correspondante à x,, 
on aura 


du A x? d'u À x d'u 
rs, À MTS FAR DEEE ES UE 
SH OR reed Prier FERA. 


+, 
d’où l’on tire 


du u—u, Ar d'u N° du 
dx Ax 1.2 éd dx? 1.2.3 <o dr 


k F du 
Si l’on remplace successivement w par [ udx et par M$ 
Te 
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d?u #4 
Tes ? ElC., On obtient 
D I Fe d Ax du AZ? d'u 
u—=" = UAX — — _— © D ——.,, 
EN à 1.2 dix 1,2,3 dx? A 
( / 
d'u 1 du Az mu Az! gsdiu ù $ 
dx? Ar 14 2 CNENS Do dx? 1:23 dis, 2; 


du k. d'u Ax d'u Axe? d'u 


Ce A QE Fa a MR D | 


dx Axdx? 1.2 dx 1.2.3 xd dx° 


L . < L e L . . . . e L . . . . L L . L L e LL + . e L L 


les termes en dehors des signes Z devant être pris entre 
les mêmes limites x, x. 


Reportant dans la valeur de Zu celles de 37 


= d?u : ; à 
T° etc., on obtient une équation de la forme 
du d'u 
Dr = — BA x? — eur: 
= dx "VO 
% S re 
On déterminera les coefficients A, B, etc., en posant 
u—e etxo—=—, ce qui donne l'identité 
9 1 
1 1 
= | — = +Aar+ Bas +. 
BE ET AT 


Le développement du premier membre fera connaître 
immédiatement les coefficients À, B, C.... Or il est facile 
de démontrer que tous ceux qui multiplient les-puissances 
paires de Ax sont nuls. Pour cela, nous ferons passer le 


terme —: dans le premier membre, il suffira alors de 
LE 


faire voir que l’expression résultante jouit de la propriété 
“| J 

de changer de signe sans changer de valeur lorsque l’on 

y change Ax en — Ax;'ou, en d’autres termes, que l’on 
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'a identiquement 


ce qui se vérifie immédiatement. 
On a donc 


Az | d'u du 

720 das \ae |}, its 
Az 
2.3.4" 


AT £ 
> etc., se nomment les z2ombres de Bernoulli. 


2.3.4.5.6 


Leurs valeurs sont 


. Les coefficients numériques qui multiplient DISQUE 
2 


Pos I I 1 5 
re 3 = —— 3 ds _ 


La formule de B,,_, est assez compliquée. 
En faisant usage de ces nombres, la formulé (1) de- 


ji RER CRE Li 
Ax J; 2 1.2 | dx dx } 


0 
A x? "du: LE c] 
Vr32. 44 | dr WAR 


vient 


(2) 


Un 
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Sommation des séries. 


230. Si l'on considère la suite des valeurs que prend 
une fonction u de x, lorsque x croit par degrés égaux, de 
puis une certaine valeur jusqu’à une autre, on aura uné { 
série dont la différence sera la fonction w, dans laquelle ; 
on donnera à x sa dernière valeur augmentée de A x. 


En effet, posons + * + à 


. 


æ—=nAx, et Su =u+u+u ++ uw, 

nt ; bd SUR | | 
le premier terme u correspondant à x = 0. 1] 
Si l’on augmente x de A x, n augmente de x, et la série 
augmente de u,8; elle est donc renfermée dans l’expres-" 


sion générale de Zu,,,, etl’ona 
Sun = En te, ‘OÙ, Su Tu ru re, 


la constante arbitraire devant être déterminée par la con-. 
dition que les deux membres soient égaux pour une cer- 
taine valeur de n. 

Si l’on PIRE les accroissements de la variable é égaux | 
à l’unité, ce qu’ on peut toujours. faire par un chasses 
ment de Veble. on aura 


Su = DüUy+uüz +C—= Ur He, ï 


Appliquons cette formule à la recherche de la somme 
de quelques suites. 


231. Supposons d'abord u,—x", c'est-à-dire cher- 
chons la somme des puissances 5» des nombres entiers, 
depuis o jusqu’à x; on trouvera, en faisant usage ‘de lan 
formule que nous avons donnée pour 2x”, ét observant 
que la constante doit y être supposée nulle, | 


Lt ï ÆiT+I 
SR rot 8 pe M ge Lo EE : 
2 2 AT. a 


TUT., D " 
LS 
ÿ 1e : 


eu 
"in 0 
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Sa 1+4+9+... am pa + a +re - 


sux(r+1)(2x + 1) 


? 
1.2.3 


Â 4 RER 


| I 
Szt=1+10+81+... +zxt= pa+oatt à NT E Pia, 


2 2 
f Sx—1+8 #27 Hautes ra at at (x +1) 
; . 


É £ 
Ÿ Sæi—1+ 30 2434... a — La Lx E — x — so) 
6 2 12 12 


232. Nous avons trouvé précédemment 


DE as) en 1)acl * 


—(x + Ax)(x+24x)...[x+(r—1)Ax|nax. 


Donc, en changeant n en n +1, 


. D(r+aAx)(v+24x)...(r+anAx) 


—— 
ee 


I 
mar er Ax). é (x + nAx) + c. 


Si l’on considère de même la formule déjà trouvée 


0 1 QE — (7 —1)Ax 
æ(x + Ax)...[x+(r7—2)4xl] pen x(xæ+Ax)...[x+(72—1) Ax|’ 


on aura, en intégrant, 


TRE CETTE 


1 I 
D 


D’après cela, il est facile de sommer les suites dont les 
termes généraux sont les expressions que nous venons 
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d'intégrer, et l’on obtient les formules suivantes : = 
S(æ+i){e+a). dc c(a+e+i)+e 


— 


— (x+ 1) (+2). ..(t+2+ 1. 


nm +1 
J De | ï 
à (x+1)(x+2)...(r+n) À Lo (x+3)...(x Ent) "à 4 
I e I L à 
Fe. 2... (r—2){(n—1)  n—1 (x+2)(r +3). (z+2) 
en supposant que le premier terme de chacune de ces deux 
suites corresponde à x = o. k « 1 


233. Passons aux fonctions trans et cher-. 4 
chons d’abord Sa, | 


Nous avons trouvé 


. a? 
AS —— + , 
ar 
et l’on doit avoir , 
Sas 0 2 ARR ES 
donc 
at TA% 3 
SA — + c 
= —— 5 
SE 


Si le premier terme de la suite correspond à x = 0, on. 
devra avoir “à 


01 


* 

934. Déterminons encore Ssin (ax+b), S cos (ax+b). 
On a 4 
S sin (ax + b) — > sin (ax + aAx+b)+c 


+. 
* 


I a AX ‘1. 

= — ———— cos [ax + +b)+c, « 

SLAAR 2 4 3 
2 sin 


Scos(ax + b) — > cos (ax + a Ax + ta 7 c 
—— sin (r+° À RCD +5) 4 cl % À 
2 sin — 1-68 


le \ « \ = LA 
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. Si les séries doivent commencer à x —0, on trouvera, 
pour la première, 
| ® 1 
: aAx 
| | cos C 2 =) : 
2 


: , 
a AZ ” 


2 sin 


et, par suite, 


aAx NEC 
| cos (o — ) — LOS (ar he — + ») 
S sin (ax + b) = - + 


L'ATAT 
2 SIN —— 
ax + a Ax ax 
in (“ à si (E + ») 
ds 2 / 
ra AT à 
sin 
: AA 4 a AT 
sin (ar + +5) — sn (so) 
- Scos(ax + b)— : \ Ê 
i % TR NA ETAT 
2 sin — 
ax a AX a 
sin ox ) cos (Æ -+- o) 
Las 2 a 
‘# sr'a8x 
sin 


318 LIVRE IV. 


CHAPITRE XXVIIT. 


FORMULES D'INTERPOLATION. 


235. Lorsque l’on connait un certain nombre de valeurs | 
d’une fonction, correspondanies à des valeurs données de. À 
la variable x, et que l’on veut déterminer celles qui sem 
rapportent à Æ valeurs intermédiaires de x » l'opération 4 
qui y conduit se nomme: interpolation. [” objet qu on se. 4 
propose, en général, dans cette recherche, n’est pas d’avoir 
* des valeurs exactes, mais d’ obtenir le 5 blé act 
possible des valeurs qui aientun degré suffisant d'approxi"4 
mation. ; 

Dans le n° 228 nous avons trouvé T formule 


LA 
— {| — —1 
EE | 


‘1 
. M \ 


u désigne la valeur de la fonction, pour x = o; et les va= 1 
leurs de x croissent pes intervalles constants égaux à Ax.. 3 
Cette série se termine à À"u si la différence de l’ordre » 
est constante. 8 | 

Or, si l’on donne les valeurs u, u,, 4,..., u,, et, par 
suite, u, Au, A°u,..., A"u, on pourra se proposer de 
trouver la fonction u, par la condition de reproduire les 
valeurs particulières uw, u,,..., u,, lorsqu'on donnera à x 


Ps. 
\ Ÿ db 
CR 4 
T4 ; 


. 
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- les valeurs o,@x,.…; n Ax, et, de plus, d’avoir sa diffé- 
rence n°" constante , ce qui simplifiera la formule. 

Ainsi la formule (1), arrêtée à Au, donnera pour u, 
une fonction du degré m en x, qui satisfera aux conditions 
demandées. Et, si on la considère comme exacte, elle fera 
connaître les valeurs de u, correspondantes à une valeur 

_ arbitraire de x. Mais il est convenable de ne l’employer 
que pour des valeurs comprises entre o et 7 Ax, à moins 
que l’on ne sache que les différences des ordres supérieurs 
à n peuvent être négligées sans erreur sensible. 

Si la première valeur w de la fonction correspondait à 
x = x, et non à x —0, la fôrmule (1) ne subsisterait 
plus, et l’on devrait y remplacer x par x — x. 

. | 

236. Lorsque l’on connaît u, Au,..., A'u, et que A"u 
est constante, on formera chacune des diverses valeurs de 
A"! u en ajoutant A"u à la précédente. On obtiendra de 
même chacune des valeurs de A"? u en ajoutant à la pré- 
cédente sa différence, et ainsi de suite, jusqu'aux diverses 
valeurs de u, depuis la première jusqu’à l'infini. 

Ce procédé est employé pour la formation des Tables, 
soit d’aprês un certain nombre de termes connus entre 
lesquels on veut en placer d’autres, soit d’après une équa- 
tion exacte, mais d’une application peu commode. . 


237. Quelque rapprochés que soient les termes consé- 
cuüfs d’une Table, on a souvent besoin d’en considérer 
d'intermédiaires, et l’on peut, la plupart du temps, con- 
sidérer les différences secondes comme nulles. Dans ce 
cas, en supposant la valeur de x comprise entre x, et 
Lo + Ax, la formule (1) donnera, en y remplaçant x 
Par ZX — T5, 


TZ — To 


Uz = U + Au. 


AW 
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Si u, était donné et que x fût lPinconaué el ürerait delà 


” Uy— U 
. PSE RTS EN kRs 


Si l'on ne peut négliget que les différences troisièmes, on. 
_ prendra un terme de plus dans la formule (1). Dans ce 
cas, la formule ne donneraït pas aussi. facilement x d’'a- 
près ,, parce que l'équation est du second degré en x : 
la difficulié serait encore bien plus grande si l’on prenait 
un plus grand nombre de termes. On emploierait alors 
les procédés d’approximations que fournit la théorie des 
équations numériques. # | 4 


238. L4 formule (1) suppose que les valeurs de x crois- | 
sent par degrés égâux, ce qui n’arrive pas toujours. Nous M 
allons faire connaître une formule qui donne la valeur 1 
de la fonction, lorsque l’on connaît les valeurs &, 4 ; 
U,..., ü, qu'elle prend quand x a les valeurs arbitraires | 


T; Ti Las (ga A | Lne 


Nous prendrons encore une fonction entière et ration- 
nelle de x, de degré n; elle renfermera 7 + 1 coefficients M 
MdétÉtSnés, et ï on pourra , par conséquent, l'assujeutir k 
aux n + 1 conditions données. air 
Soit donc - 
us —=a+60rx+yrx +...+uz, 
on aura is . 
U—=a+6x, + 1% +. + px 
NN pre 
D'après la théorie des équations du premier degré, les à 
valeurs de x, 6,..., a contiendront w;, u1,..., u, en fac" 
teurs à leurs différents termes, de sorte que u, pourra se 
mettre sous la forme 


= X Us + XyU + Ko Es XI. 


74 
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Or u, se réduit à u, pour x =; on y satisfera donc 
si X devientalors égal à r'et si X,, X,,..., X, deviennent 
nuls, c’est-à-dire s'ils sont divisibles par x —x4. Il en 
serait de même pour chacune des autres valeurs de x; on 
prendra donc pour X le produit d’une constante par tous 
les facteurs x — 2x0, X—21,..., x—x,, excepté x —x; 
pour X, le produit d’une autre constante par les mêmes 
facteurs, excepté x — x, ; et ainsi de suite. Par 1à on voit 
qu'en substituant chacune des valeurs de x, il ne restera 
que le terme où entrera la valeur correspondante de u, ; 
et il ne reste plus qu’à rendre égal à l’unité son coefficient. 
Soit x, une quelconque des valeurs données de x, et u, la 
valeur correspondante de w.. 

X, renfermant les facteurs x — x5,..., x — x, ex- 
cepté x — %,, il est évident que, si on le prend égal à ce 
produit divisé par la valeur que prend ce même produit 
quand on y fait x—x,, X, se réduira à 1 pour x = x,.. 

Les quantités X, X,,..., X, seront donc ainsi détermi- 
nées de manière que l’équation du degré n en x qui donne 
la valeur de u, soit satisfaite par les 7 1 couples de 
valeurs données, et aucune autre expression du même 
degré ne pourrait devenir égale aux mêmes valeurs 
Us...) U, pour les mêmes valeurs de x, sans coïncider 
avec elle, 

La formule cherchée sera donc 


P  (e—a)(e—r)..(e— 2) 
F $ (Xo— Ti) (xo— T2) (Xo— Æn) 
(æ—m)(x— 2)...(x —2,) 
u nie, à 
(2) a (ti —2)(xi— x) . (x æn) 
(æ De” Lo) . (x PET TL) 
+ Un (za x} ( a. Tu) 


Lagrange à donné une autre formule d’interpolation, 
+ A 21 


M te TE ET" ART CAE % 7 La ÿ 
Fee ARS MA age à FE PP Le FA à RAS 


te : x 2 


| A 
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Li 


de n° 125. #4 | £ #4$] ” 
eo .. des quadratures, des cubatures ro des 
rectifications. 


dut ÿ » 
Z Sa 


239. Toutes ces questions se ramènent, . CRE nous ; 
l’avons vu, à une ou plusieurs intégrations par rapport à 4 
une seule variable, entre des limites déterminées. ll suflit 


done de considérer l'intég rale LA FTP x) de. | 


On pente pou en déterminer la ral, prendre la 1 
et saprant TRES Fi (x), St be AS 
3 Re TA 9° ! + 4 | \ , #. 

[x fa dx = d- (su crou 4 (HYERES 
de 7 [F7 (2) pr Hess 


Si V on suppose 0 assez petit pour qu’ on puisse négliger ë, 
on aura simplement 


p LA u be 
1h Frida (24 +++) 
ve 2 2 


Si l’on regarde $ œ) comme l'ordonnée d’une pue 


870 
4 


240, On peut encore employer la formule 00 
lation n 1) du n pi PER FER EN l’ordonnée de 2 
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n'offrira aucune difficulié, puisque cette expression est 
entière et rationnelle. 


L'emploi de cette formule revient à remplacer la courbe 
dontil s’agit par la parabole de degré 7 —1,qui a 2 points 
communs avec elle. | 

Quelquefois, au lieu de prendre cette dernière courbe, 
on considère une suite de paraboles du second degré pas- 
sant chacune par trois des points donnés, et l’on rem- 
place les parties correspondantes de l’aire cherchée par 
les aires de ces diverses paraboles, comprises entre les 
deux ordonnées extrèmes qui s'y rapportent. Il faut, pour 
cela, que l’intervalle b — à soit partagé en un nombre 
pair de parties ; et chaque parabole donnera l’aire ayant 
pour base deux de ces parties consécutives. 


L’équation de la parabole du second degré, passant par 
les points dont les abscisses sont 0, Ax, 2 Ax, et les or- 
données Yo; Y1 Ya St 1 A 


T 1: és : 
EN Cet CL Te — — L'OAVo 3 
son aire entre les ordonnées y, y: est 


I 
x (27% + 2 AY5 + 3 A?) » 


ou 


Ax 

3. (Yo + AY: + V2): 

On aura de mème l'aire comprise entre y, etYy;,, entre y, 

ea; et enfin entre Yan» €t Yan et il faudra faire la 

somme des expressions suivantes, dans lesquelles y, 

Vase.) Yon désignent les valeurs de f(x) relatives aux 
»).18 | AR 


“ 5.3 ÿ " ÿ } 
x, 
LR A 
D: Ù SRE 
ES NT = 
Dre Ep € d 
1 W. 


+ 


sf ue, ni 

trn cap j, lues dr. M LU 
ds PAP EE +) dr A 
, MURT OU AC 


© LT 1e Vere © 076 VU Tete") TOUR 


ox 
Lu 4 (ES +) 


LE F 7 
æ + s' E el. En hi Fa k # 
4 re 


1° aire arche où l'intégrale FD j (e) dr, saura ain 
Ù - ire tré 0 


pour valeur spprochée, 


PAT ANA | de. 
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CHAPITRE XXIX. 


COURBURE DES SURFACES. 


241. Une surface ne pouvant avoir, en général, un 
contact du second ordre avec une sphère, on ne peut rap- 
porter la courbure des surfaces à celle de la sphère, comme 
on a rapporté la courbure des lignes à celle du cercle. 
Pour se faire une idée de la courbure d’une surface en 
un de ses points, l’un des moyens qu'on emploie con- 
siste à faire des sections dans cette surface par des plans 
passant par le point que l’on considère, et à déterminer 
la courbure des lignes ainsi obtenues. Les sections qu’il 
paraît le plus naturel d'examiner sont celles qui sont faites 
par des plans normaux à la surface : c’est par elles que 
nous commencerons; nous verrons ensuite comment leur 
courbure détermine immédiatement celle des autres. 

Soit z = F (x, y) l'équation de la surface ; nous suppo- 
serons, pour plus de simplicité, que l’on ait choisi le 
plan tangent au point que l’on considère, pour plan des x 
et y, et la normale pour axe des z; les propriétés indé- 
pendantes des axes, que nous découvrirons ainsi , auront 
le même degré de généralité que si le système d’axes avait 
été tout autre. 

Un cercle situé dans un plan passant par l'axe des z, et 
tangent, à l’origine des coordonnées, à la section faite par 
ce plan dans la surface, aura pour équations 


ÿ—mx, + +r2—-2kRz—=0; 
d'où 
x? (1 + m°) + 3 —2Rz—=o. 


LR ‘CRE » 
# RATE mnt joe 4 ca 
y EE ANT ee LES QE Hat: « ; 
» à ” v ver 4 LE v= ; A 
" (Le Le VAT 
À CA L': \ 
c'e Lt 6 
È RER LS 
mc Ke, 4 
; ” | PP 
K LOU TUX 
HET 
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Pour qu'il y ait un contact du second ordre avec la séce £ 


d?z 
tion, il faut que pr ait la même valeur dans Pine et D autre 


courbe. Or la dernière équation différentiée deux fois 
donne | 


1 + m'+ (2 — 


A l’origine, on a 


dz 
3 = O, es 0: 
le fr 
d’où résulte #! PR D 

| 1 | À I Le m* a CT SCT 

F MPa T NS —— — CR EN où 

1e m Re 0, RZ d'z hi | x 

dx? à 


d? z , | pue 2 OR . 5 , Lie 
7 n'étant pas une dérivée partielle. Pour en obtenir la. 
CR + 


valeur, il faut remplacer y par mx dans l'équation de la 
surface, puis différentier deux fois par rapport à x,'e 


faire x, y, z nuls : on trouve ainsi, pour valeur de la dé 
= f: d?z ss, E<. 
rivée totale —; à 
ax? N ’ ne 
r + 2sm+tm, | Em 16 4 
Fe À . 7 . FX Ge Pa | . y #4 | 
r, s, t désignant respectivement les dérivées partielles 44 


le Pi d?z 
dx?? dxdy dy°. 


Le rayon de courbure R de la section normale aura à done 12 


pour expression ; h 

RER TE AR vol D 

I SR EUR FES “ NALTÉ Â #0 
à r + 25m + tn° DR 


+ L NÉE ‘TS 
Ilrestera toujours fini etde même signe si l’on a s°—rt<o: 
la courbure sera donc toujours dans le même sens. Il de 4% 


viendra infini et changera de signe sis? —71>>0; la cour- 


"1 
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bure changera alors de sens. Si s°— rt— 0, il devient in- 
fini sans changer de signe. 


249. Si l’on cherche le maximum et le minimum de 


. cette expression relativement à la variable 1, on con- 


naîtra le plus grand et le plus petit rayon de courbure des 
sections normales. L’équation qui détermine ces valeurs 
particulière est 


(2) sm? + (r—t)m— s—o. 


Les deux racines de cette équation sont réelles et de 
signes contraires ; substituées dans la secondedérivée deR, 
elles donnent des résultats de signes différents, et, par 
Nues, correspondent, lune à un maximum, l’autre 
à un minimum algébrique. 

Le produit de ces deux racines étant —1, les deux plans 
qui renferment les sections de plus petite et de plus grande 
courbure, et que nous nommerons sections principales , 
sont rectangulaires entre eux. 


245. Si l’on prend ces deux plans pour plans des x, z et 
des y, z, l'expression générale de R se trouve simplifiée. 


Car les deux racines de l'équation (2) devant être alors o 


et © , on devra avoir $ — 0, et, par suite, . 


” 1—+- 7n° 
R = -——. 
r+im 


Dans le cas actuel, deux valeurs de R sufliraient pour 
déterminer r et {; ainsi, quand on connaît la direction 
des sections principales, les courbures de deux sections 
normales quelconques de position connue déterminent 
toutes les autres. 

Si l’on désigne par p, p' les-rayons maximum et mini- 
mum, On aura 


he 
328 Léuss GA AN EE CET VERUTVS à | | 
On peut donc scpninés R en fonction de P ts m, et on ; À 
obtient ainsi | | sta 4 0 | 


1 I Ve n° VHS : 

ie tres Le SSSR , 

R:.1+ 72° \p PET sh 
ou, en posant m—tang&, 


L< D FR. 
= + COS? à + — SIN 
“ R 7 p ! 
Si l’on désigne par la courbure d’une section quel- 
conque, et par v’, v/ celles des sections principales, elles 


R 
vons vu dans le calcul différentiel, et l'équation Per 
dente devient 


; ; QE LEE CL: al 
seront respectivement égales à —> —; -» comme nous l’a- 
pr :ftà 


(DA dv = v' cos a +2” sin?x; 


d’où l’on voit que les deux courbures principales détermi- 4 
nent celles de toutes les sections normales. 108 
On déduit de cette équation plusieurs conséquencesim- 
portantes : “a 
1°, Si l'on mène par la normale deux plans également ‘72 
inclinés sur le plan d’une des secüons principales, la cour 
bure des deux sections sera la même; 
2°, Si l’on mène deux plans également inclinés sur les 
plans respectifs des deux sections principales, de quelque 
côté que ce soit. la somme des courbures de ces sections 
sera constante el égale à la somme des courbures des sec 
tions principales. 
Car en les désignant par v et ?;, ON aura 


v=v cos" +v"sin? x, v, —=v sin? a +v”cos? x, 


d'où 
D+V =D + D”. 


Si les deux anglés 2 sont pris dans le même sens, les 
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plans sont rectangulaires : d’où l’on voit que la somme 
des courbures de deux sections normales rectangulaires 
entre elles est constante. 

v' + v” 


. ‘ t14 
52e Si l’on fart « — poMmav— . Donc la cour- 


bure de chacune des sections dont les plans partagent en 
deux parties égales les angles des plans des sections prin- 
cipales, est égale à la moyenne entre les deux courbures 
principales, et la sphère qui passe par les cercles oscula- 
teurs de ces sections donne la même somme que la sur- 
face, pour les courbures de deux sections normales rec- 
tangulaires. On voit encore que deux plans également 
inclinés sur un de ces plans moyens donnent des sections 
dont la somme des courbures est + v", puisque ces 
plans font des angles égaux avec ceux des sections prin- 
cipales. 
. 

244. Indicatrice.—Si, à partir d'un point quelconque 
d’une surface, on prend sur la normale une longueur 
infiniment petite, et que par son extrémité on mène un 
plan perpendiculaire à la normale, il coupe la surface 
suivant une courbe infiniment petite, que M. Ch. Dupin 
a considérée le premier, et qu’il a nommée rndicatrice. 
Toutes les propriétés que nous venons de démontrer s’en 
déduisent très-simplement, ainsi que beaucoup d’autres, 
qu’il convient d'étudier dans les ouvrages de l’auteur. ïl 
est facile de reconnaître d’abord que cette courbe est du 
second degré, si l’on néglige les quantités infiniment pe- 
tites par rapport à ses dimensions; ce qui signifie que, 
lorsque cette courbe tend à se réduire à un point, à nre- 
sure que son plan se rapproche du plan tangent, une 
courbe finie qui lui serait semblable aurait pour limite 
une section conique. 

En effet, si l’on prend la normale pour axe des z, l'é- 


NS PR SE Re ee RENE dr et LU Pet 4h a 
e ï PTS A Ce Er RS 0 2) Ÿ 
## d A 3 PERS in A Re ? ? Me 4 È # 2 
$ ù PA PTT ei D - UT 


330 rit BIVRE IV. 


quation de LS RTE rapportée à des axes rectangulaire 
sera généralement ; Luis RE 


2 Ta SCT ED) ENS 


et l’on sait qu’on peui trouver dans le plan des x, y deux F 
axes rectangulaires particuliers tels, que le rectangle xy 
ne se trouve pas dans le second membre. En les choisis | 
sant, l'équation de la surface sera de la forme 


ia Jobs 1 7 
Z— SIT cour à + à + ... 


On sait encore que si les coefhicients r', € sont inégaux, 1 i à 
n'y a qu’un seul système d’axes rectangulaires qui jouissen 
de la propriété de faire disparaitre le rectangle æy ; et que, 
s'ils sont égaux, il y en a une infinité. : ci 

Si maintenant on fait z—«,c étant infiniment petit 
et qu'on se borne aux termes 1e second degré en x et y ; 


on aura pour équation de la section, qui est l indiçatricQR 
000 
(r) rx Hty} = 2, 4 


G en 
équation qui représente une ellipse ou une hyperbole, | 
dont le centre est sur la normale. Pr 

Soient À (fig. 7) le point de la surface, AN Là sa 
male, AO=— «, et BC l'intersection du plan de Pindicass 
trice par un plan normal quelconque. Le centre de cour 
bure de cette section est la limite de la rencontre de AN 
avec la perpendiculaire élevée sur le milieu de la cor 


AC; ei si l’on mel R le rayon du cercle osculateur, 


0€ 
aura R=—-—— ox QU en désignant par 2 À le diamètre BC. 
2 [ss 
: | SOS 
l'indicatrice que nous supposcrons ellipüique, R — en 


On conclut de là que Les sections dont les plans passe 
ront par les axes de l° indicatrice, auront la courbure maxi 
mum où minimum. Toutes les autres conséquences s'en 


| 


en 
à 
# 


+ 
pi 


PART TN ES 4 j f: s ; 
ri RE | 
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déduiront facilement, et l'expression de R en fonction 
de r, 5,1 s’obtiendra comme précédemment pour un plan 
quelconque ayant pour équation y —mx : car on aura 

« 


I + 7° 


mn 2x(1+m*) 
HET, T + (m° 


; ë 
svet, par suite aR = 
r + im? x P ‘ 


Si l’indicatrice était une hyperbole, le rayon de courbure 
deviendrait infini lorsque le plan de la section passerait 
par une de ses asymptotes, puis aurait une expression né- 
gative si l’on ne changeait pas de signe &. Il faudra donc, 
pour l'avoir positif, mener le plan de l’indicatrice de 
l'autre côté du plan tangent; ce qui montre que la cour- 
bure des sections a changé de sens. Les deux indicatrices 
que l’on obtient ainsi sont deux hyperboles conjuguées, et 


. leurs axes réels correspondent aux sections de plus grande 


courbure, parmi toutes celles qui sont situées du même 
côté du plan tangent. 

Si l'on avait conservé le signe de l’expression de la 
courbure, on aurait, comme nous l’avions dit en général, 
un maximum et un minimum pour les courbures prin- 
cipales. 

L’indicatrice pourra encore être du genre de la para- 
bole, qui comprend le cas de deux droites parallèles : 
cest ce dernier cas qui arrivera si lon a 


TE Ou ONE. Er 0. 


Cela ne signifiera pas que la section de la surface par le 
plan parallèle au plan tangent n’est pas une parabole ; car 
une parabole dont le parämètre est infiniment petit, étant 
considérée à une distance finie de son sommet, se confond 
sensiblement avec deux droites parallèles. Ainsi, lors 
même que la section serait une parabole, l’indicatrice se 
présenterait comme l’ensemble de deux droites parallèles, 
excepté dans le cas où le sommet de cette parabole serait 
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à une distance infiniment petite du point que l on consi- 
dère sur la surface : ce cas ne peut être qu’exceptionnel} à 
puisqu'il n'a pas lieu dans l'hypothèse la plus ordinaire, 
où l'équation de la surface peut être développée comme 4 
nous l'avons supposé. " à 
Lorsque E indicatrice est du genre de la parabole, il n’y 
a qu’une seule direction pour laquelle la courbure soit | 
nulle, ou le rayon de courbure infini; c’est celle de l'axe F3 
de la parabole, | , 6 
Cette direction est celle de la courbure minimum ; EU 
courbure maximum est dans :la direction D erpeti die 
laire. | e: 


A 


"4 


245. La courbure des sections obliques se ramène ET 
celles des sections normales. En effet, soit HK (fig. 8) 
l'intersection du plan de l’indicatrice et d’un plan passant 
par la tangente en À , à la section normale BAC, et faisant 
un angle e avec le plan de cette section. La corde HK étant 
parallèle à la tangente menée en À à la courbe HAK , Ja. # | 
perpendiculaire AP abaiïssée de À sur KH, partage cette 
ligne en deux parties que l’on regardera comme égales, 
parce qu'elles ne diffèrent que d’un infiniment petit du Ù 
second ordre : OP est perpendiculaire à HK., ei du second" | 


x 


— iange. On peut donc 


ë OP 
ordre comme AO, puisque ri 


regarder les longueurs BC, HK comme égales; et le rayon 


: NC : PE 
de courbure de la section HAK , qui a pour valeur me 


e 


; il est donc égal à celui de la secuon« 


sera égal à Fe LÀ 


AU A AO "HR 
normale BAC multiplié par px °U COSE. D'où l’on dé- 
duit ce théorème remarquable, dû à Meunier, queen 
rayon de courbure d’une section oblique s'obtient em 


C1 
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projetant sur le plan de cette section le rayon de cour- 
« bure de la section normale qui a la méme tangente. 


246. La position particulière que nous avons donnée 
aux axes a rendu plus facile la démonstration des pro- 
priétés précédentes; mais il est nécessaire de traiter la 

Q question pour une position quelconque des axes, parce 
qu'on peut avoir à déterminer les sections principales en 
un point quelconque d’une surface, rapportée à des axes 
rectangulaires quelconques. 

_ Soient d, 7’, z' les coordonnées d’un point quelconque : 
d'une surface donnée, et &, 6, y les angles formés avec 

les axes par une tangente à la surface en ce point, on 
aura cosy — p cosa + q cosé, puisque l'équation du plan 

‘tangent est z—z —p{x—x)+q(y— 7), et que 
les différences x — x/, y — y’, z — z! sont proportion- 

- nelles aux cosinus des angles que fait avec les axes une 

droite située dans ce plan. Si l’on substitue à cos sa valeur 


Vi — cos’« — cos’6, on obtient 
(1) (1+p°) cos’« + 2 pq COS & COS6 + (1 + g')cos 6— 1. 


C’est la condition pour que les angles «, 6 appartiennent 
à une tangente quelconque. | 

Si, par le point {x’, y’, z') et par un autre point infini- 
ment voisin pris sur la courbe qui se rapporte à cette 
tangente, on mène deux plans normaux à cette courbe, 
ils se couperont suivant l'axe du cercle osculateur de 
cette courbe, et les équations de cetic droite seront 


(x—x)dx +(y—y')dy + (z— 2) dz = 0, 
(x— x')dx +(y—y')dy +(z-- 2) d'z = ds". 


Ceite ligne étant dans le plan normal à la surface, ren- 
contre la normale, dont les équations sont 


x +plz—7)=0, Y—ÿ +qlz—-z)=o. 
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Les coordonnées x, y, z du point de rencontre seront 
données par les équations AA 550 
1 q 2 
4 
32— 7 = — —V= — — T—L = —- — 
Dre D” D’ 


en posan t 


3 — pd x! — qd y! = D ds”. 


La valeur de D peut être transfermée en différentiant 
l'équation 

| dz' — pdx! + qdy', 
ce qui donne 


dz = pd'x + q& y" + rdx"? + dE: Pre 


et, par suite, | 
! dx! \? dæ*, dy" dy! à 
Dent Dr QE NE Rs 
À (+) RAS De +:($) 


— r c0S a + 2 s cOS4 COS 6 + £ cOS?6. 


On voit par là que D reste le même si & et 6 ne chan=« 
gent pas; il en est donc ainsi du point de rencontre de lam 
ARR à la surface, et de l'axe du cercle osculateur dem 
toutes les sections obliques, dont le plan passe par la 
même tangente. 4 

Il résulte de là que toutes ces sections ont leurs centres » 
de courbure sur une circonférence dont le plan est per- À 
pendiculaire à leur tangente commune, et dont le dia 
mètre est la ligne qui joint le point de contact au point 
fixe, que nous venons de trouver sur la normale. Cen 
point est donc lui-même le centre de courbure de la sec. 
tion normale; et l’on voit que les rayons de courbure de 
toutes les sections qui ont la même tangenté sont sl 


respectif | 
D'après les valeurs que nous avons trouvées pour les À 
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… coordonnées du centre de courbure de la section normale, 
son rayon de courbure aura pour expression 


E+ip? à 
rh Aa a A 6 PA, 
ou 


I + 2 + 2 
(2) Fe TETE 
r COS &œ + 25 cosa cos6 +- t cos? 6 

247. Le maximum ou le minimum de R, relativement 
à la variation de « et 6, correspond au minimum ou au 
maximum du dénominateur, et sera donné par l’équa- 
tion 

(r cos + s cos6) d,cosa — — {s cosa + tcos6) d.cos6, 


on éliminera d.cosx et d.cos6 en diflérentiant l’équa- 
tion (1), ce qui donne | 
[(1 + p') cosa + pq cos6 | d.cosa 
= —{[(1+ 9?) cos6 + pq cosa] d.cos8, 


et , divisant ces deux équations par ordre, il vient 


r COSa + s COS 6 HR tCOS6 + 5 COS & 
(3) (ap?) cosa + pq cos6 {1 + g°)cos8 + pq cosæ 


Les équations (1), (2), (3) déterminent les valeurs 
de &, 6, R, qui se rapportent aux sections principales. 

Pour faire plus commodément ce calcul, on multi- 
pliera par cosa les deux termes de la fraction qui forme 
le premier membre de l'équation (3), et par cos6 les deux 
termes du second membre, puis on ajoutera les numéra- 
teursentre eux et les dénominateurs entre eux ; la fonction 


DIR ; D ; : 
résultante, qui est T? sera égale à chacun des membres 
de lPéquation (3), ce qui donne 


13) bi rcosa + s c056— D[(1 + p’) cosa + pq cos6], 
is | 
1 cos6 +scosa= D[(r+ g)cos6 + pq cosa], 
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[D (1 +p°) — r|cos« — (s — pq D) cos6, 
[D(1+9)—1]1cos6 —(s — pq D) cose. 


(4) 


Ces deux équations, multipliées membre à membre, 


donnent 


[D(i+p)-—r]{D(i +) —#)=(s — pqD}, 


- OÙ 


G+pi+g)D D +r)t+ (rm ere 


Cette équation fera connaître les deux valeurs de D rela- 
tives aux sections principales; et; comme on a 


R = V1 + PRE ds 
D N 
l'équation qui donnera les rayons de courbure de ces sec- 


tions sera 


(rt—s')R DR VE PET LE PEU IE Pal 


(5) si 
+ (1 + +g) 0; 


Enfin les valeurs de & et 6 seront déterminées par l’é équa- 
tion (1) et l'une des équations (4). | 


248. Si l’on vent connaître les points particuliers de la 
surface où les sections principales, et, par suite, toutes les 
sections normales ont la même courbure, il faut exprimer 
que les deux racines de l’équation (5) sont égales. Il semble 
d’abord que l'équation qui en résulte entre p, q, r,5,t, 4 
jointe à celle de la surface, déterminerait une ligne ; mais 


il est facile de voir que l'égalité de ces racines conduit à «£# 


deux équations. 
En effet , l'équation de condition peut se mettre sous la 


- 


forme 


* 
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Loæy)e (+ pre ag (As) | 
or elle ne peut évidemment être satisfaite qu'en posant 


Tps =0 et (1+p')t—(1+qg')r= 0, 


équations qui peuvent s’écrire ainsi : 


(6) ro Era 2 nr 
. 

Ces deux équations, jointes à celle de la surface, déter- 
minent un nombre fini de points, auxquels on a donné le 
nom d’ombilics. On les aurait obtenues en exprimant que 
les valeurs de D, données par les équations (4), sont 
indépendantes de # et 6, comme cela doit être pour que la 
courbure de toutes les sections normales soit la même. 


Si l’on -irace une 


249. Tangentes conjuguces. 
vourbe quelconque sur une surface, et que, par tous ses 
points, on mène les plans tangents à la surface, ces plans, 
par leurs intersections successives, déterminerontune sur- 


. face développable circonscrite à la première. Ses arêtes 


sont inclinées sur la courbe de contact suivant une loi 
remarquable que M. Dupin a reconnue le premier, ei que 
nous allons faire connaître. 

La question que nous nous proposons est donc celle-ci : 

Le point de contact d’un plan tangent à une surface 
quelconque se déplacant suivant une certaine direction, 
trouver à la limite la droite suivant laquelle ce plan tan- 
gent sera coupé par le plan infiniment voisin. Ces deux 

IT. 22 
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directions sont tangentes à la surface, et M. Ch. Dupin | 
leur a donné le nom de tangentes conjuguées. | 
Pour cela, nous prendrons pour origine le point de. 
contact de la surface avec le plan tangent que l’on consi- « 
dère, et dans lequel nous prendrons les axes des x et y: 
nous choisirons, comme dans le n° 244, pour directions w 
de ces deux axes, celles pour lesquelles le rectangle Xy ne. 
se trouvera pas dns le déveioppement de z suivant les | 
puissances ascendantes de ces variables. Nous aurons 
alors, pour x = 0, y — o, les conditions. ROUE 


Pp= 0%" Y—0, 5202 


Soient x’, y’, z' les coordonnées infiniment petites du point 
de contact d’un second plan tangent; la direction suivant « 
: laquelle se sera déplacé le point de contact fera, avec l'axe 


des x, un angle dont la tangente sera la limitede = — -» lorsque 4 


x', y! tendront vers zéro; nous désignerons cette limitée 
par m. L’équation du plan tangent au point x/7/ 2! ser4 


2 LP IREE ) TONNERRE 
et si l’on observe qu'à l’origine on a 
P—0, 90, Ss—=O, 


il s'ensuivra, en observant que t”,.-y/:S00b! infiniment | 


/2 12 
TX [42 ” 
Fra ! Ne ! Fa 
Pr) dE, HE 

2 2 1 
et l'équation du plan deviendra , 1 
- #2 

12 LUE FE 

rx t : 

2 re + pe EE 0 

s 2 214 L F 
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faisant z — o pour avoir l’intersection avec le premier 
plan tangent, qui est celui des x et y, il vient; en rem- 
plaçant y’ par mx’ et divisant par x’, 


/ 


Fr 
rx RP er TE TN) == O0. 


Pour avoir la droite cherchée, il suffit de faire x'= 0 
- dans ceite équation, et il vient | 


(9). rx + my = 0 


pour équation de la tangente conjuguée de celle dont la 
direction est déterminée par #. Si donc on désigne par 
m' la tangente de l’angle que cette droite fait avec l'axe 


des x, on aura 


r 
m = — — 3 
tm 
RO 
d’où 
n à 
MM == — —e 


On voit donc que les directions de deux tangentes con- 
Juguées quelconques sont celles de deux diamètres conju- 
gués de la section conique ayant pour équation 


T° + LC, 


c désignant une constante quelconque. Cette courbe n’est 
_ autre que l’indicatrice au point que l’on considère, et 
dont nous avons donné l'équation dans le n° 244. Car 
on désigne sous cette dénomination générale, non-seu- 
lement la section infiniment petite, faite dans la surface 
par un plan parallèle au plan tangent, à une distance infi- 
niment petite, ‘mais encore à toute section conique sem- 
27 


avec la rtiéc. DRE ie | 

L’angle des tangentes conjuguées est do Rue) ell 

sont dirigées suivant les deux diamètres conjugués re 1 

tangulaires de l’indicatrice, et, par conséquent suivant D 

les directions des courbures maximum et minimum. 

Nous nous bornerons à cette propriété fondamentale | 

des tangentes conjuguées , qui montre un nouvel usage de” 
l'indicatrice dans l’étude générale des surfaces, et nous. 

. renverrons, pour plus de détails, aux Mémoires mêmes | 

de l’auteur. ié | 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 341 


CHAPITRE XXX. 


É ht oi DSC 


LOIS SUIVANT LESQUELLES VARIE LA DIRECTION 
DE LA NORMALE A UNE SURFACE. 


250. Pour avoir une idée nette de la forme d’une sur- 
face, dans le voisinage d’un quelconque de ses points, il 
ne suflit pas de connaître la forme des sections faites par 
des plans passant par la normale en ce point, quoique ces 
courbes déterminent tous les points de cette surface. Il est 
encore nécessaire de connaître la loi suivant laquelle varie 
la direction de la surface elle-même, ou de son plan tangent 
quand on marche suivant une quelconque de ces courbes, 
ou quand on passe de l’une à l’autre. Ainsi, la courbure 
des sections normales, d’où se déduit d'ailleurs celle des 
sections obliques, ne suffit pas pour donner, dans le voi- 
sinage du point, une connaissance approfondie de la forme 
d’une surface. Elle ne fait connaître que la loi d’inflexion 
des courbes tracées sur cette surface, et non la loi d’in- 
flexion de la surface elle-même. 

L'ingénieuse théorie des tangentes conjuguées ne suffit 
pas non plus pour remplir cet objet; car, quoique la 
dépendance des directions de ces deux tangentes soit liée 
d’une manière intime à la forme de la surface, elle ne sau- 
rait en donner une idée nette, parce qu’elle en est une 
conséquence très-éloignée. 

On voit done ce qui manque encore dans l’étude que 
nous avons faite jusqu'ici de la forme des surfaces. Nous 
la compléterons au moyen d’une considération nouvelle, 
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due à M. Bertrand. C’est de son Mémoire que nous avons ” 
extrait les diverses propositions que nous allons exposer. 

251. Soient À { fig. 9) un point quelconque d’une sur- 
face, et AZ la normale. Menons par AZ des plans dans « 
toutes les directions, et sur chaque courbe d’intersection « 
de ces plans et de la surface prenons , à partir de À, une 
longueur infiniment petite, AM — &; cette longueur, di- 4 
visée par l’angle des tangentes extrèmes, donnera le rayon M 
de courbure de cette courbe au point A. 

Soit maintenant MN la normale à la surface en M. Sa 
direction sera déterminée par les angles qu’elle fait avec M 
trois axes rectangulaires, par exemple la normale AZ, « 
et deux droites AX., AY menés à angle droit dans le a 
tangent en A. Pur obtenir des expressions plus simples 
pour les cosinus des angles cherchés, nous choïsirons 
pour les axes AX, AY les deux directions pour lesquelles 

d’2 

dxdy 
néral; on l’obtient en faisant disparaître le rectangle xp 
dans le développement de la valeur de z suivant les puis “ 
sances croissantes de x et y. La discussion est la même 
que celle que l’on fait dans la théorie des courbes du se- 
cond degré ; et si, après la disparition du terme renfer- 
mant xy, les coefficients de x° et y” étaient égaux, tout 
système d’axes rectangulaires jouirait de la propriété de. 
faire disparaître ce même terme. Cela posé, faisons, en 


nul à l'origine. Ce système est unique en gé- « 


ON: a 


à 


4 


je à ke 


Ce 


général, 4 
6 dz d’°z d2z Po | = 
EUR dy 1? Ai Te dxdy — ? di — f, 0 

on aura, à l’origine, 4 

: P—=0;. q = 0, $ — O0. 7 
4 


Si l’on désigne maintenant par X, Y, Z les angles quefait 


| 
à 


4 À . 
& 


2 
1# 


ee 
". 
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avec les axes la normale én un point quelconque de la 
surface, on aura, comme on le sait, 


POUND, COST lg : CO ZE EX, 


Ja valeur de À étant 


! 
1= + 


here 
le double signe correspondant aux deux sens de la nor- 
male. 

Appliquons ces formules au point M, et désignons 
par & l’angle que fait avec ZAX la trace AU du plan de la 
section sur le plan tangent; les trois coordonnées x, y, z 
du point M seront respectivement, en négligeant les infi- 
niment petits du second ordre, s cos &, esin x, 0. Pour con- 
naître les valeurs de Àp, Àg, —2X au point M, il suffit 
d'ajouter à leurs valeurs en A les accroissements qu'elles 
subissent par les changements infiniment petits que re- 
coivent les coordonnées quand on passe de l’origine A au 
point M. Or, au point A, on a 


MON 4 O0, st Op et Ah, 


en choisissant le signe supérieur du radical. On aura 
donc, au point M, 


(1) cosX —ercosa, coSYŸ — ersinc, cosZ = — 1, 
et, par suite, 
sin Z — cos’ X + cos! Y — € Vr° cos’ a + sin’, 
ou, puisque Z est infiniment petit, 
Z = E€ Vr: cos? x + l? sin’«, 


les valeurs de r et { se rapportant à l'origine. lelles sont 
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les formules très-simples qui déterminent la RE 
d’une normale quelconque infiniment voisine de la pres 4 
miére. R ; 


252. Nous avons dit que ce qu il faut connaître, c’est - 
la loi suivant laquelle varie la direction de Ja Htniales aà 
la surface dans le voisinage du point A. Or, c’est à quoi | 
Von parviendra en exprimant, au moyen de & et el 

1° l'angle 0 que fait avec AZ la projection MP dela ei À 
MN sur le plan de la section, ou la normale à la section … 
de la surface par le plan ZAM; 2° l’angle w de MN avec sa É 
projection, c'est-à-dire avec le plan AZM. On peut re- 
marquer que la première de ces deux coordonnées angu= 
laires détermine la courbure de la section nôrmale AZM. 
Considérons d’abord le premier de ces deux angles : il est 
complément de celui, que MP forme avec AU; et, en 4 
négligeant toujours les infiniment petits de second ordre 4 
ce dernier est le même que celui de MN avec AU, parce 
que le plan de l'angle infiniment petit NMP est perpen= 
diculaire au plan ZAU, et ses côtés font des angles finis 
avec AU. Mais, d’après les formules (1), le cosinus dem 


l’angle de MN avec AU, qui est égal à 
cos X cos « + cos Y sinc, 
aura pour valeur 
e (rcos? a + tsin°œ) — sin6 = 0. 


C’est le sinus de l'angle de contingence de la section, où« 
cet angle lui-même. En le divisant par l’arc €, on aura la« 
courbure que nous désignerons par #; ce qui ds la 


"1 
0 


formule 


(2) p= rCcoS « + sin? «+ 


253. Passons maintenant au second angle NMP. Il est 
évidemment le complément de: celui que MN fait avee la” ï 


% 
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perpendiculaire au plan ZAU. Prenons la direction de 
cette dernière dans le sens où elle fait avec AX l’angle 


T . fac » Q 
a+ ,et cherchons le cosinus positifou négatif de l’angle 


qu'elle fait avec MN : ce sera le sinus de NMP, ou cet 
angle lui-même, considéré comme positif quand la nor- 
male MN sera du même côté de ZAU que la droite menée 
sous l’angle « + et négatif quand il sera du côté op- 
posé. 


L'expression de ce cosinus est 


A} 


T° 
cos X cos drtr ï + cos Y cos, 


(tie 
| e sinœ cosæ(t—7r), 
ou encore 
e Sin 2 & 
— (t—r), 
2 


Si donc nous désignons par ow l'angle positif ou négatif 
NMP , nous aurons 


Les formules (2) et (3) donnent l'expression des deux 
quantités que nous nous proposions de déterminer ; nous 
allons en développer les principales conséquences. 


254. Conséquences de la formule (3).— Si nous sup- 
posons € constant, l’angle w variera proportionnellement 
au sinus du double de l’angle «; d’où il résulte immé- 
diatement qu'il est nul pour les quatre valeurs particu- 
lières 

RO 


a OO; Éd al ET; 5 es , 
À 2 
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c'est-à-dire quand le point M se déplace. suivant l’une 
quelconque des deux directions AX, AY. 

On voit de plus que l’angle w ne peut devenir nul pour 
aucune autre direction, à moins que lon n ait = F3 
auquel cas il est nul pour toute direction. 

Nous obtenons ainsi cette propriété remarquable : 

En tout point d’une surface quelconque, il existe 
deux directions rectangulaires telles, que les normales à 
la surface menées par les points infiniment voisins du 
premier dans l’une quelconque de ces deux directions 
sont situées dans le plan normal conduit suivant cette 
direction ; elles sont donc dans un plan contenant la 
première ere et, par conséquent, la rencontrent. 
Lorsqu'ily a plus de deux directions jouissant de cette 
pr opriélé , toutes les autres en jouissent. 

Nous donnerons à ces deux directions remar quablés x: 
dénomination de directions principales. 1] ne faut pas 
oublier que nous avons négligé les infiniment petits du 
second ordre. Ainsi l’on doit entendre que les normales, 
menées par les points situés à une distance infiniment 
petite les unes des autres dans ces directions, peuvent 
bien ne pas réellement se rencontrer, mais que leur plus 
courte distance, si elle n’est pas nulle, ne peut être 
qu'un infiniment petit d’un ordre supérieur au premier. 
Cet ordre est au moins le troisième d’après la remarque 
du n° 270, tome I°". | 

On a A un nom particulier aux courbes tracées 
sur une surface, et qui , en chacun de leurs points, ont 
une direction qui jouisse de la propriété que nous venons 
de reronnaître; on les nomme des ügnes de courbure. 
On peut évidemment en faire passer deux par un point 
quelconque de la surface. dé 


299. La formule (3) conduit à une proposition géné- 


"A0 1E PUR, DPRPR ST ON DAT 
RTE À ñ x D à : 4 W3 
D nude CARE DD DE s & 
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rale, que nous allons faire connaître, et d’où nous aurions 
pu déduire la précédente; mais celle-ci se présentait si 
naturellement, que nous avons cru devoir la faire remar- 
quer immédiatement. Si nous considérons les deux direc- 


” , CRT T 
tions déterminées par les angles « et « + —-; « ayant une 
2 


valeur quelconque, les deux valeurs de w seront égales 
et de signes contraires ; donc, en ayant égard au sens dans 
léquel nous avons fait voir qu’il fallait porter l’angle w, 
suivant qu il était positif ou négatif, nous pouvons établir 
la proposition suivante : 

Si, en un point quelconque d’une surface, nous con- 
sidérons deux directions rectangulaires sur lesquelles 
nous prenions des longueurs infiniment petites égales, 
‘et que, par leurs extrémités, nous menions des normales 
à la surface, ces normales feront respectivement des 
angles égaux avec les plans menés par la normale au 
premier point et chacune des deux directions; et, de 
plus, elles seront toutes les deux comprises dans l'angle 
dièdre droit.que forment les deux plans, ou toutes les 
deux en dehors. 

Cette propriété, comme l’a fait voir M. Bertrand, 
renferme évidemment la précédente. En eflet, puisque le 
sens dans lequel il faut porter l'angle w change en passant 
d’une direction à celle qui lui est perpendiculaire , il y a 
nécessairement une direction intermédiaire pour laquelle 
l’angle w est zéro. Il est donc nul aussi pour la direction 
perpendiculaire à celle-ci, et l’on retombe ainsi sur la 
proposition précédente. 


256. Conséquences de la forinule (2). — Considérons 
deux directions rectangulaires quelconques correspon- 


FT PL 
dantes aux angles à et à + L Désignant par, v’ les cour- 
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bures de ces deux sections normales, nous aurons … 


> 


D = rcos'a + € sine, 4 "AO RS 
| D'= r sin?a + # COS?& ; Léa +: A 

d’où 

à yep: 

On arrive donc à ce théorème remarquable : 

Dans toute surface, la somme des courbures de deux 
sections normales s faites en un méme point par deux : 
plans rectangulaires quelconques est constante. 

Cette somme est donc celle qui se rapporte aux deux. 
sections qui passent les directions principales en ce point, 
puisque ces directions sont rectangulaires. Les valeurs 
de v qui s’y rapportent s’obtiennent en donnant successi- 


{ F 
vement à à les valeurs o et LE elles sont donc r'et t. 


On peut remarquer que l'expression de v, donnée par 
la formule (2), reste la mème quand on change & en. 
2 7 — à. D'où l’on conclut que, pour deux plans normaux 
symétriques par rapport à l’un quelconque-de ceux qui - 
passent par les directions principales, la courbure des 
sections est la même. - | 

On peut encore faire une autre observation du n'est 
pas sans intérêt. Si l’on partage en parties égales infini= v 
ment petites l’espace LA es autour d’un point quel- 
conque d’une surface, et qu'on fasse passer des plans par 
ces lignes de division et la normale, la moyenne des 
courbures de toutes ces sections sera la demi-somme des 
courbures principales , c'est-à-dire des courbures des sec- 
tions principales. Car on peut partager toutes ces sections 
en groupes de deux sections ayant leurs plans perpendi- 
culaires; et, comme dans chaque groupe la somme des 
courbures est la demi-somme des courbures principales, 
la moyenne générale sera aussi cette demi-somme. Enfin Le 
celte courbure moyenne n’est autre chose que celle de la 1 


Li 


Mrs 
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section équidistante des deux sections principales. Car , 


L2 T 
en faisant & — -, on trouve 


4 


plus mi ? 
D — ee 
2 


257. Lorsque les coefficients r et { sont de mème signe, 
auquel cas on peut les supposer positifs, puisque cela ne 
dépend que du sens dans lequel on prend z-positif, il est 
facile de voir qu'il existe un maximum et un minimum 
pour la courbure des sections normales. En effet, la va- 
leur de » peut se mettre sous la forme 


v=r+(t—7r)sin «, 
et l’on reconnait immédiatement que, si l'on à {—7 >0, 
la plus petite valeur de v correspond à «x — 0, et sa plus 
\ T . . 
grande à & —-;: ces valeurs sont 7: et {. L’inverse à lieu 
2 


si l’on a t— ro; d’où l'on conclut ce théorème : 
De toutes les sections normales faites en un méme 
point d'une surface, celles qui passent par les directions 


principales en ce point présentent le maximum et le 


minimum de courbure. 

Nous donnerons à ces deux sections particulières le 
nom de sections principales. | 

Les directions des tangentes à la surface, qui sont dans 
le plan de ces sections, sont déterminées par l’équa- 
tion (3) du n° 247, et, par suite aussi, les directions 
principales et les tangentes aux lignes de courbure. 

On aura donc l’équation différentielle des lignes de 
courbure, en remplaçant dans léquation (3), cosa, 
cos6, cosy par les quantités proportionnelles dx, dy, dz. 
_ Onirouvera ainsi 


rdx + sdy ke tdy + sdx 


+ pt) de + pqdy (1 +) dy + pqde 
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258. Supposons maintenant que r et & soient de sig 
DORE REÉS et que r, par exemple, soît positif. A partir 
de a = 0, qui donne v=—7r, .v va en diminuant jusqu’à ®% 


qui correspond à à tang à — . Il devient ensuite négatif; 


ce qui appr end, comme nous l'avons fait remarquer, que | 
le centre de LA passe de l’autre côté du plan tangent 


T “ 
Pour (e Aa La? 2) prend Sa valeur maximum, qui serait ne 4 


minimum si l’on faisait abstraction du signe, Il passera Ne 
ensuite symétriquement par les mêmes valeurs dans les 
trois autres angles droits. On retrouve ainsi les résultats 1 
déjà obtenus par d’autres considérations. Il en serait de “+ 
même pour le cas où l’un des coeflicients r, t serait nul | ; 
Longueur et position de la commune perpendiculaire 

à deux normales infiniment voisines... = 


959. Prenons l’une des normales pour lixe AZ 
( fig. 9), et pour axes des x ty les tangentes aux sections 
HOTEU IE de courbure maximum et minimum. Fe em- 
ployani les mêmes dénominations que dans les n°° 251, 
253, on aura, pour la seconde normale, ne. à 4 
COSX — 67 COSu, COS Ÿ — etsina, cosZ — — HO f 7 


sin Z — 2 —e6 Vri cos’ + f'sin?« 


Soit mené ; par AZ (fig. 9) un plan ZAV caralléle à à Ré 1 
seconde normale MN, les cosinus des angles. de A 180 
trace AV avec les axes AX, AY seront dans le même 1 
rapport que pour toute droite comprise dans le plan ZAY, | 
et, par conséquent, que pour la parallèle à la normale. 4 
Si done on fait VAX — @, on aura Mar 


COS®  rCOSa tie AU 0 
= #5 "OÙ tangp—-tanga: 
sin tsnmax a run PETER 


Or la longueur de la plus courte distance d des deux, 
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normales est égale à la perpendiculaire MI abaïssée d’un 


point de MN sur le plan ZAV; on aura donc 
de sin(p — «) —e (sin y cosæ — sin a cosy), 


et, comme on a 


, t Sin & r COS & 
D © », COS ne or 2 
Ÿ 7? COS” « +- sin’ « Vr' cos a + F sin 
il vient | 
5 e(é— r) sin cos x € 
EE es 
Vr° cos a + € sin°a Z 


d'après les dénominations déjà emplovées. 
] p10Y 
On voit qu’elle est nulle, quel que soit &, sit— 7, et 
q ; 9 
que , dans le cas contraire, elle ne l’est que pour « — 0 


T « = - “ 
et & — Se c’est-à-dire pour les normales menées suivant 


les directions des sections principales. Pour toutes les 
autres valeurs de «, elle est infiniment petite du premier 
ordre. | 

Si l’on désigne par p, p' les rayons de courbure prin- 
cipaux, On a 


et 
au e(p — p')sinx cosa 


Ve° sin? &« + p/° cos? x 
On peut remarquer que la direction de MT, ou de la 
commune perpendiculaire aux deux normales, est celle 
de la tangente conjuguée. de AM. . 
En effet , la tangente de l’angle de MI avec AX estégale 


r ‘ : 
à — coto ou — —-—-;: le produit de cette tangente par 
? ttang a P k È 
72 UE à .. 
tang a est donc — =» ce qui démontre la proposition. 


260. Cherchons maintenant la hauteur à laquelle se 
trouve située La commune perpendiculaire aux normales 
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AZ, MN. Il faut pour cela mener, par la projection rai ER 
sur ZAY, une parallèle à MN, et chercher sa rencontreN 
avec AZ. Or l’angle de IN’ avec 24 étant celui qui a été é 
désigné par Z, on aura 


a NS Ar; Ve? — 0° SE € ns a VA 
TS SU ANT MOT ANNEES 


Et, comme 8, w, Z ‘sont les trois côtés d'un. triangle k. 
sphérique resiatiile infiniment petit; ona | 4 


re €? Ne w° 3 
et, par conséquent, , | FE 
DA ANES 
ARE At 


Le point N'est donc très-différent du centre de cour- 5 
büre R de la section ZAU, dont la distance à À est 


R——-: 
0 | 


En introduisant R dans LRRPETAE de AN’, , On l'E k 
donne la forme suivante : | 


AN' est donc plus petit que R puisqu'on aZ>6, et 162 T. 
pied N'de la perpendiculaire commune est entre À et le 
centre de courbure de la section. Pour que l'on ait 


AN’= R, il faudra ques — — ir et, par suite, 7 = ON alors 4 
d sera nul : cela n’a lieu que pour les sections principales. 4 ; : 
Si l'on voulait connaître la distance du centre de cour- Fe 
bure de la section ZAU à la normale MN, il sufhrait de 4 4 
considérer le triangle rectangle dont R re hype 4 
et o l’un des nt aigus. La distance cherchée serait ainsi 


R sinw ou Spleen Row. Son rapport à la commune. # 4 
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; 4 Es € & R wû 
* perpendiculaire d dont la valeur est 9 — Hi 7 SR 


Z 
donc =. 
nc = 


Théorème de M. Dupin sur les surfaces orthogonales. 


261. Ce théorème consiste en ce que : $ trois séries 
continues de surfaces se coupent mutuellement, et de telle 
manière qu’elles soient à angle droit en chaque point 
de leur rencontre, ces lignes d’intersection seront pour 
chaque surface ses lignes de courbure. 

M. Bertrand a déduit de son théorème fondamental 
une démonstration très-simple de cette proposition. Con- 
sidérons, en effet, trois séries de surfaces orthogonales, 
et soient en un point À { fig. 10), AX, AV, AZ les tan- 
gentes aux courbes d'intersections des surfaces que don- 
nerit respectivement en ce point les trois séries que l’on 
considère. Prenons sur ces courbes les points M, N, P # 
des distances infiniment petites égales du point A. En 
chacun de ces points les normales aux deux surfaces qui 
y passent sont perpendiculaires. Soient «, 6, y et a, 6, y 
les angles que font respectivement avec les axes AX, AY, 
AZ les deux normales Mm, Mm’, on aura 


COS & cos æ/ + cos 6 cos 6” + cos y cos y — 0. 


Or «x et a! diffèrent infiniment peu d’un angle droit, et 6, 
7 sont infiniment petits : cette équation deviendra donc, 
en négligeant les infiniment petits du second ordre, 


(a) cos 6” + cosy — 0. 


Soient de même 1, 61, 1, et æ,, 6, y, les angles corres- 


pondant respectivement aux normales Nn, Ny/, et enfin 
Any Ou» Vas Lys 65 Y, CeUX qui correspondent aux nor- 
IT. 23 
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males P p, Pp°: on aura semblablement 


(b) cos Y + cos RERO 
(ec) 0m" COS a, + cos 8: —=.0: 


Ces trois équations (a), (b), (c) résultent de ce que les 


trois surfaces sont rectangulaires en tous les points de: 
leurs intersections respectives. Maintenant, d’après le 


théorème de M. Bertrand sur les normales à ner 
surface, on aura les trois suivantes , dont la première se 
rapporte à la surface qui a pour normale AX, la seconde 
à celle qui a pour normale AY, et enfin la troisième à 
celle dont la normale est AZ : F7 PNMT 


(d) cos 6 — cos y’, , 
(e) | cosy = COS æ/i., 
(f) cos &, —= cos 6. 


La combinaison de ces équations avec les trois en 
conduit facilement à la démonstration de la proposition 
*que nous avons en vue. En effet, si nous reportons dans 
les premières les valeurs de trois des cosinus qui entrent 
. dans les dernières, par exemple ceux qui forment les pre- 
miers membres, | vient ne 


cos6/ + cosæ,—0, cosy, +cos6 —0, cosx/, + cosy, —0. 
; 7 


Ajoutant les deux premières et retranchant la troisième, 
on obtient | 
2C056/ —0,, ou cos6 — 0, 


équation qui en entraîne immédiatement Es autres : de 
sorte que l’on a 


POSE — COS y — O0, cos d', = 0, 


O0 
COS 6: — 0) : COS V2 ,0,. COS ae 


4 


La première exprime que la normale Mn est FR 12 
plan ZX, et par conséquent rencontre la normale AZ; 


2 


À 


0 


4 


«4 
c8 


| 
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d’où il suit que AM est dans la direction d’une ligne de 
courbure de la surface à laquelle AZ, est normale, Il'en 
serait-de même des autres; de sorte que ces six équations 
démontrent que les trois intersections des surfaces pro- 
posées sont sur chacune d’elles dans les directions de ses 
lignes de courbure. 

Cette propriété ayant lieu en tous les points d’une 
quelconque de ces courbes, elle ne sera donc autre chose 
qu’une ligne de courbure de chacune des surfaces dont 
elle est l'intersection. On peut donc énoncer le théorème 
suivant, qui est celui de M. Dupin : 

Lorsque trois séries de surfaces se coupent orthogo- 
nalement, leurs intersections ne sont autre chose que 
leurs lignes de courbure respectives. 

Et comme dans les calculs précédents on n’a fait entrer 
que la considération des trois surfaces qui passent au 
point À, on peut énoncer le théorème suivant, qui en- 
traine celui de M. Dupin : 

Si trois surfaces se coupent de manière à étre nor- 
males en tous les points où elles se rencontrent, les 
courbes d’intersection seront, sur chacune des trois sur- 
Jaces, tangentes aux lignes de courbure menées par le 
point commun aux trois surfaces. 


Remarques générales sur les systèmes de droites menées 
par tous les points de l’espace. 


262. Les propriétés que nous avons déduites de la for- 
mule (3), relativement aux normales à une même surface, 
sont caractéristiques ; c’est-à-dire qu'elles n'auraient pas 
lieu relativement à un système de droites dont la posi- 
tion serait déterminée pour chaque point de l’espace par 
des fonctions continues de ces coordonnées, mais qu ne 
seraient pas normales à une série de surfaces. Il n’en est 

23. 


2] 
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pas de même de propriétés déduites de la formule (2); 
elles ne caractérisent pas spécialement les normales à une 
même surface. Nous allons démontrer ces propositions 
remarquables, qui se trouvent encore dans le Mémoire 
de M. Bertrand. 

Soient X, YŸ, Z des fonctions continues des coordon- 
nées rectangulaires x, y, z d’un point quelconque : elles 
déterminent pour ce point une droite unique qui fait avec 
les axes des angles dont les cosinus c, c/, c” sont propor- 
tionnels à ces fonctions. Si l’on pose 


VX+Y+Z=D, 


et que l’on considère toujours le sens correspondant au 
signe + de ce radical, ces cosinus auront pour valeurs 


RTE Z 


(a) ES ES Tee 


Soient maintenant M (fig. 11) un point quelconque de 
l’espace ayant pour coordonnées x, y, z; MN la direction 
déterminée par les équations (1) ; MU, MV deux directions 
faisant des angles droits l’une avec l’autre, et avec MN; 
a, a’, a” et b, L', b" les cosinus des angles qu'elles font 
respectivement avec les axes. Prenons, sur ces directions, 
deux longueurs infiniment petites, MD — MD'— €, et aux 
points D, D’ menons les droites DP, D’P', déterminées 
encore par les équations (1} au moyen des coordonnées de 
ces points respectifs. 

Cela posé, nous allons démontrer d’abord la première 
proposition que nous avons énoncée, et qui consiste en ce 
que les lignes DP, D'P' ne feront des angles égaux avec 
les plans NMD, NMD), et dans le sens indiqué, que lors- 
qu’il sera possible de faire passer par un point arbitraire 
de l’espace une surface qui, en chacun de ses points, soit 
normale à la droite déterminée par les formules (1). Dé= 
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terminons d’abord l'angle © de DP avec le plan NMU, 
ou son complément, qui est l’arigle de DP avec MV. 
Remarquons, pour cela, que les coordonnées du point D 
seront - 

&+as, Y+aes, z+a"e, 


et que les fonctions c, c’, c” de x, y, z deviendront res- 
pectivement, pour ce point, 


, de , d€ 
ee (a ta + =)» 
(2) Hs C A5 a) 
dx dy dz 
ë PMR Co Fac. 
C +e(oT+e A a) 


D’après ces valeurs des cosinus des angles de DP avec les 
axes , le cosinus de l’angle de DP avec MV, ou le sinus de 
l’angle w, ou enfin cet angle lui-mème, puisqu'il est in- 
finiment petit, aura pour expression, en observant que 
l’on a bc + bc + bc" — 0, 


x. de , de y de PS MC 14 des à a 
bla a = +a—|+eb (Le ER 
dx 


dx dy dz d, dy dz 
M a faae del | de 
a — — +06 , 
{ d dy T° 


Il est presque inutile de remarquer que, si l’on prenait le 
point D sur une courbe quelconque tangente à MD, la 
valeur de w ne subirait aucun changement, puisque nous 
négligeons les infiniment petits du second ordre. 

Si maintenant on veut calculer l’angle de D’ P’ avec le 
plan NMV, et dans le même sens par rapport à ce plan, 
il faudra , dans l’expression précédente, changer a, a/, a/, 
en à, b’, b", et b. b!, ben — a, — a, — a/. Si donc on 
prend cet angle en sens contraire, ce qui se fera en ckan- 
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geant les signes, on aura, en le désignant par ©}. 


lc de de\ à dc dc de” : 
— d'a biere D Ye a! tb PR NES 
4 Fe SL Ab SJ # GS + ni | =) 
rie dc" , dc” LAC | 
ca —— ee . 
dx on dy A dz 


Ce que nous cherchons, c’est la condition pour que w=—w), 


quelle que soit la direction MU. Or, en formant la diffé- 


rence & — u), et se rappelant les formules connues 
ab'— ba = 0") a"b=b'a=c, ab=bat=ce 


qui résultent de ce que les trois directions en M sont rec- 


tangulaires comme les axes , on trouvera immédiatement 


de”. de és ‘de! dc” 
dx = dz . dz dy 


d «de’\ 
(3) su «' (x) dc 


La condition nécessaire et suflisante pour que les angles 


w, uw soient égaux, est donc quelle second membrede cette 
équation soit nul; et l’on remarquera que, comme il ne 
dépend que de quantités constantes pour le méme point 


M, s’il est nul pour une certaine direction choisie pour 


. . de HE 
MU, :/ le sera pour toute autre. Mais on peut, dans cette 
équation de condition, substituer aux quantités e, c’, c” 


les quantités respectives X , Y, Z qui leur sont propor- 


tionnelles. Car la forme de cette équation fait reconnaître 
immédiatement que l'introduction d’un facieur commun , 
fonction de x, Y, Z, dans les quantités €, c’, c’ / ane pro- 


duirait que des termes qui se détre e à un facteur 


commun qué P on pourrait SR PONTHRES 


Aüinsi la condition TES nécessaire et « suflisante | 


pour l égalité des angles w, w’est : 


" dY_ dZ) ré dx na ex En an k 
dz dy dx da dy dæ }° 


Or cette condition est précisément celle de Pintégrabilité 


F er: 
T1 
la 
+ 


+ 
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de l'expression 
X dx + Y dy + Zdz = 0; 


ét, quand elle sera remplie, cette dernière équatiun re- 
présentera une série de surfaces, en chaque point des- 
quelles la normale fera, avec les axes, des angles dont 
les cosinus seront proportionnels à X, Y, Z. 

Ainsi, l'égalité des angles w, w en un point quel- 
conque M de lespace, entraine cette conséquence, qué, 
par ur point arbitraire, on peut faire passer une surface 
telle, que ses normales se confondront avec les droites 
du système en question. | 

Cette propriété, que nous avions reconnué pour une 
surface quelconque, est donc caractéristique; elle n’ap- 
partient qu'aux normales à une surface : elle ne subsiste 
plus pour tout autre système de droites. 


963. Le second membre de l'équation (3) ne dépendant 
nullement de la direcuon particulière de MU , il s'ensuit 
que la différence des angles w, w', qui est nulle dans le 
cas des normales à une même surface, est constante 
pour un même point, logsque l’on considère un système 
quelconque de droites, déterminées en chaque point par 
des fonctions continues de x, y, z. Cetie remarque est 
due à M. Sturm. 


264. Passons maintenant aux propriétés résultantes de 
là comparaison des courbures des sections normales faites 
dans une surface par des plans formant entre eux un 
angle droit ; et voyons si elles sont caractéristiques comme 
les précédentes, ou si elles subsistent lorsqu'au lieu des 
normales à une même surface, on considère un sysième 
continu quelconque de lignes droites. Dans une surface, 
les normales à la section ne sont autre chose que les pro- 
jections des normales à la surface sur le plan de cette sec- 
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tion, et la courbure de la section est le rapport de l'angle 
de deux normales infiniment voisines à l’arc compris. 
Nous allons généraliser cette considération pour le sys- 
tème de droïtes déterminées en chaque point de l’espace 
par les fonctions X, Y, Z. Pour cela, nous ferons passer 
par une quelconque MN de ces droites un plan quel- 
conque NMU , et nous projetterons sur ce plan toutes les 
droites du système qui se rapportent-à ses différents 
points. Leurs directions étant déterminées en fonction des 
coordonnées de chaque point rapportées, par exemple, à 
des axes pris dans ce plan, on sait qu’il existe une série 
de courbes normales à ces droites, parce qu’une équation 
différentielle entre deux variables a toujours une inté- 
grale; et nous considérerons celle de ces courbes qui passe 
par le point M. Lorsque le système général des droites 
deviendra celui des normales à une série de surfaces, cette 
courbe ne sera autre chose que la section de la surface 
passant en M par le plan NMU. Cela posé, la courbure w 
de la courbe que nous venons de déterminer s’obtiendra 
comme dans le cas où les droites sont normales à une 
mème surface. On prendra sur MU une longueur infini- 
ment petite MD — e, on mènefà par le point D la droite 
DP du sysième en question, et l’on cherchera le cosinus 
de l’angle qu’elle fait avec MU ; il sera le même que celui 
que la projection de DP sur NMU fait avec MU, et, par 
conséquent, sera le sinus de angle de cette projection 
avec NM, ou cet angle même. En faisant usage des for- 


mules déjà calculées pour la direction DP, et observant 
d’ailleurs que 


ac + ac +a”c = 0, 


on a pour le cosinus de l’angle des deux directions MN,. 
DP, ou pour l'angle de contingence de la courbe dont il 
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s’agit : 
us de ne de Na de . EE de’ , de’ Fe dc’ 
—— RSS Es - A — — [4 — 
dx dy dz de dx dé) dy dz 
MA, dc” na de” E402 dc” 
€ CRE —— e 
dx “à da 


En divisant cette expression par €, on aurait la courbure 
cherchée v. Maïs si, pour simplifier les calculs, on prend 
la direction MN pour axe des z, on aura a/ — 0, et l'ex- 
pression de v sera, en désignant par & l’angle que fera MU 
avec le nouvel axe des x, 


de dc dc! \-, dr" -5 
(4) U—= — COS a + | — + — | sin x COS & + — sin? «. 
dx dy x dy 


Or cette formule va nous démontrer les mêmes pro- 
priétés que nous ont offertes les sections normales d’une 


. Te 
surface. En effet, si nous changeons à en «& + 5? nous 


trouverons, pour la courbure v’ relative au plan per- 


pendiculaire à NMU, 


$ des ! dc dc'\ . de’ : 
V PRES NT dr M FAO po & 
d’où 
rt de dec’ 
Vi VU TL: + Fe 


La somme des courbures relatives à deux plans perpendi- 
culaires entre eux, passant par MN, est donc constante; 
d’où il suit déjà que, si l’une est maximum, l’autre sera 
minimum, et réciproquement. Mais, comme cela n'’in- 
dique ni le nombre, ni la position des plans qui se rap- 
portent à ces maxima ou minima, cherchons, en général, 
les valeurs de & qui peuvent donner de pareïlles valeurs 


7 La à 
* he . FA 
à * \ . 
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à v. La règle ordinaire conduit à l'équation RE 
su (e m) (F É A 250 RES 
SIN 2& | —— — — = COS 2 4 TS % 
r ce » 1 + # ee 
| dæ dy dy | dr ; 


d'où il résulte que les valeurs de & ne construiront que 


deux directions, à angle droit l’une sur l’autre, et corres- 


pondant > peT conséquent, l’une à un maximum et l'antre | 4 
à un minimum de courbure. 


On voit donc que les propriétés rétatites à ie, coutr- É 


bure des sections normales ne sont pas caractéristiques | 
pour les surfaces ; car elles se retrouvent pour tout sys- 
ième de dire re déterminées en chaque point par dés. 
fonctions continues quelconques des coordonnées de ce 


point. Cette distinction entre les propriétés qui con 3 


viennent à tous les systèmes et celles qui ne conviennent 
qu'aux normales à une série de surfaces, mérite une at- 
tention particulière. 


265. Nous terminerons cette discussion par la recherche 
des directions perpendiculaires à à MN (fig. 11),, Suivant 
lesquelles il faudrait marcher pour que les droïtes infini- 
ment voisines se rencontrassent. On sait, par cé qui pré-" 
cède, qu'il ne peut y en avoir deux rectangulaires en 
chaque point; car alors les droites proposées seraient hor- 
males à une mème surface; mais on ignore s’il en existe é 
et comment elles se trouveront situées. 


Soit MU uue direction telle , que la droite NP a SyS—. 1 


ième, menée par le point D situé à une. disianceinfini- 
ment petite e de M, rencontre MN, en négligeant tou= 


jours les infiniment petits du second ordre. 

Il est nécessaire et suffisant, pour cela, que l'angle ©, 
exprimé par la formule (3), soit nul. Cette condition 
sera plus facile à interpréter si l’on prend la droite MN. 


pour axe des z; on aura alors Ex f AS TTEES Es 
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et si l'on désigne par « l’angle de MU avec l'axe des x, 
d’où résultera 


a—CoSa, a'—sinx, b——sinx, b'—= cos, 


l’équation qui exprime la rencontre de MN avec les droites 
infiniment voisines devient 


ne" ; de de der 
PDP since 2 ARRET TOR BTE 


LL 


ou, en divisant par cos’ «, 


7 2 dé » dei es Rene 
(8) MARS dx A FER EN0D A 


… 


Cette équation étant du second degré prouve qu’en chaque 
point il y a deux directions au plus jouissant de la pro- 
priété en question, si l’on excepte les points singuliers 
pour lesquels les trois coefficients seraient nuls, auquel 
cas toute valeur conviendrait pour &. On peut d’ailleurs 
facilement vérifier que ces deux directions, lorsqu'elles 
existent, ne peuvent être à angle droit en chaque point, si 
les droites du système ne sont pas normales à une même 
surface. En effet, la condition d’intégrabilité de l'équation 


X dx + Y dy + Zdz = 0 
s . , T « ] gd . , 
n'ayant pas lieu, on n’a pas, à l’origine des coordonnées, 


dx dY de dc’ 
Et 4 — 0, où — 


Hd 


donc le produit des racines de l'équation (g), qui est 
dc’ 


dx L lé \ , # 4 
— 7 n est pas égal à — 1, et, par conséquent, les di- 
dy 
rections données par les deux racines de cette équation ne 
sont pas rectangulaires. : 
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Lignes de courbure. e 


266. Si, par tous les points d’une ligne tracée sur une 
surface, on mène des normales à cette surface, elles sont, 
en général, dans des plans différents, et la plus courte 
distance de deux d’entre elles, correspondantes à des 
points infiniment voisins sur la surface, est un infiniment 
petit du même ordre que la distance de ces deux points et 
que l’angle de ces mêmes normales. ” 

Nous avons déterminé, dans le n° 257, les équations 
différentielles des lignes qu'il faudrait tracer sur une sur- 
face pour que la plus courte distance des normales succes- 
sives fût, non pas nulle, mais infiniment petite par rap- 
port à la distance des points correspondants de la surface, 
ou, en général, à l'accroissement infiniment petit du pre- 
mier ordre des paramètres qui en déterminent la posi- 
tion; et nous avons vu que cette plus courte distance sera 
au moins du troisième ordre. IL est facile d’en conclure 
que les normales se trouveront alors tangentes à une 
même courbe à double courbure; et que leur ensemble 
formera, par conséquent, une surfacé développable. 

En effet, soient M, M;, M,,... les pieds des perpen- 
diculaires communs à chacune de ces droïtes successives 
et à la suivante. Le polygone MM, M, ,... aura ses côtés 
infiniment petits du premier ordre, si l’on excepte le cas 
particulier où tous ses sommets tendraïent à se réunir en 
un même point. I tendra donc vers une certaine courbe 
généralement à double courbure. F 

Si maintenant on considère le triangle qui a pour. 
côtés MM, et ta commune perpendiculaire passant par 
M, son angle en M, sera infiniment petit, puisque le côté … 
opposé est d’un ordre supérieur à MM, ; d’où il suit que 
l’angle de MM, avec la droite du système qui passe en 
M, tend vers zéro. Donc toutes ces droites ont pour li- 
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mites les tangentes à la courbe limite des points M, M;, 
M;,.... Nous avons nommé lignes de courbure les lignes 
tracées sur une surface, et jouissant de cette propriété 
que la plus courte distance des normales est du troisième 
ordre. Nous allons les retrouver par cette considération 
que leurs équations soient satisfaites par les coordon- 
nées d’un même point, en négligeant les infiniment pe- 
tits d'ordre supérieur au premier. 

Soient x, y, z les coordonnées d’un point quelconque 
d’une surface, les équations de la normale en ce point se- 
ront 

x—x+p(z—z )=0o, x—y + qg(z—=7)=0. 

Le point d’intersection de cette ligne et de la normale 
au point infiniment voisin, dont les coordonnées sont 
æ'+ dx", y'+ dy!, z'+ dz!, sera donné, en négligeant 
les infiniment petits d'ordre supérieur au premier, par la 
combinaison de ces deux équations et de leurs différen- 
tielles par rapport à x’, y’, z', qui sont 

— dx’ — pdz + {rdx! + sdy') (3 z')—=0, 

— dy" — qdz! + (tdy' + sdx')(z — z')=0, 
ou, en remplaçant dz' par pdx'+ qdy", 


(8 


(1 + p°) dx! + pq dy = (rdx! + sdy')(z — z/), 

(1 + q°) dy! + pq dx! — (tdy! + sdzx')(z — z'). 
La condition pour que les deux normales se rencon- 
trent, s’obtiendra en exprimant que les valeurs de z— z' 
sont les mêmes dans ces deux dernières équations ; on re- 
trouve ainsi l’équation du n° 257, 
(+ p?)dx + pqdy _(1+gt)dr + pd 

rdx' + sdy' ex tdy' + sdx' 6 


équation qui est la même que l'équation (3) du même 
dy’ 
dx! 


numéro, et donne, par conséquent, pour les deux 
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valeurs qui se rapportent aux tangentes des sections nor | 
males de courbures maximum et minimum. Seulement il 3 
faut bien observer que cette équation n’exprime ne que 
les deux normales se coupent réellement, puisqu'on at? 
négligé les termes du second ordre; mais que l’on trou 4 
vera pour Æ, y, z des valeurs qui satis Qi aux équa- à 
tions de la première normale, et telles, qu ’augmentées 
de quantités d'ordre supérieur au premier, ellesisatisfe« 
raient à la seconde. Elle exprime done que la plus courte 
distance des deux normales est un infiniment petit du 
troisième ordre. «410 

En chassant les dénominateurs, on lui donnera la forme 
suivante : | e 
fier) + +p)e (+ dr r 


27? 


(9 
+ (1+p')s — pqr #; 


267. Remarque. — Si l'on considère la normale en un 
point M d’une surface, on peut se proposer de déterminer | 
la courbe qu'il ERA tracer sur la surface pour que [és 
normales à cette surface menées par tous les points de 
cette courbe rencontrassent rigoureusement la première. 3 
Cette courbe aurait la même tangente en M que la ligne 
de courbure, mais ne se confondrait pas avec elle. On à: 
pensé qu’en prenant sur cette courbe à partir de M un arc 
infiniment petit MM’, puis construisant une courbe jouis- 
sant de la même propriété relativement à la normale @n 
M/, et continuant ainsi indéfiniment, on aurait tracé Sur 
la surface une courbe telle, que les normales menées par 
ses diflérenis points se rencontreraient rigoureusement, 4 
ce qui n'a pas lieu pour les lignes de courbures. Cette 
supposition est illusoire. On remarquera d’abord que les. A 
normales aux divers points d’un de ces arcs infiniment 
petits coupent toutes la première, mais ne se couperaient | = 
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pas entre elles ; de sorte qu'il ne faudrait considérer que 
les extrèmes, ce qui n'offre rien de bien net à l’esprit. Il 
est facile de voir. ensuite que le lieu limite de ces arcs 
n’est autre chose que la ligne de courbure. Car puisqu’en 


chacun de ses points il est tangent à la ligne de courbure 


è dl à j 
passant en ce point, le _- y a la même valeur, et l’équa- 


tion différenuelle de cette ligne est la même, et conduira 
à la même équation finie. Il reste done à s'expliquer 
comment la surface, lieu des normales qui ne se rencon- 
trent pas rigoureusement, peut être la limite d’une sur- 
face formée par les normales qui se rencontrent réelle- 
ment; c’est-à-dire comment une surface polyédrique peut 
tendre vers une surface où les génératrices. successives 
ne se coupent pas. Or c’est ce dont on rencontre à chaque 
instant des exemples. Par exemple, la surface formée par 
les côtés infiniment petits d’un polygone inscrit dans une 
courbe à double courbure, a pour limite celle qui est 
formée par les tangentes; cependant ces dernières ne se 
rencontrent pas, tandis que les génératrices de la première 
surface, ou les côtés indéfinis du polygone, se rencontrent. 
C’est même à cause de cela qu’on appelle AE dévelop- 
pable le lieu de ces tangentes, parce que c’est la limite 
d’une surface composée de faces planes ayant chacune une 
droite commune avec la suivante, et pouvant par consé- 
quent être rabattues toutes sur un mêine plan, sans solu- 
ton de continité. 


: Peu À à à er 
268. Si l’on élimine _ entre les équations (8), il vient 
6j L 


1æ+p—r(z— 2) : pq —s(z—2) 
Dm ta): 1h —0re#) 


Cette équation, joinge aux équations de la normale 


æ— x +p(z:—z)=0, x— y +q{(i—-z)=0o, 


“ 
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déterminera les coordonnées x, y, z du point de ren- 
contre des deux normales infiniment voisines ; et l'on aura - 
la surface, lieu de tous ces points de rencontre , en élimi- 
nant x’, y’, z' entre ces trois équations et celle de la sur-. 
face donnée. | | --1 

269. Les équations (8) ne diffèrent des équations (3) bis: 1 


que par le changement de 5 en (z n ARE La valeur de 


(z— z')Vi+p?+ 9, ou la partie de la normale com- 
prise entre le point de la surface et le point de rencontre 
avec la normale infiniment voisine, sera donc égale à 


= Vi p°+ g° ou à R. Ainsi, les distances du point de 


la surface aux points où les normales infiniment voisines 
se rencontrent, sont égales aux rayons des courbures prin- 
cipales. Ces deux points de rencontre ne sont donc autre 
chose que les centres des courbures principales. 


270. Cela posé, déterminons la courbe qui, en chacun 
de ses points, jouit de la propriété d’être tangente à la 
section principale, et qui est telle, par conséquent, que 
les normales à la surface, menées par deux points infi- « 
niment voisins, pris sur cette courbe, se rencontrent. Les « 
coordonnées x’, y’, z’ d’un quelconque de ces points sa- 
üsferont à l'équation (9) et à celle de la surface : cette 


dernière donne z' en fonction de x’, y’, et, si l’on substi- 


tue cette valeur dans l'équation (9), on aura une équa- 
tion du premier ordre entre x', y’, et du second degré 
. dy! SUD ’ pa 
par rapport à +; on l’intégrera, et l’on aura deux équa- 
tions finies, renfermant chacune une constante arbitraire, - 
que l’on déterminera en exprimant que chacune de ces 
deux équations entre x’ et y’ est satisfaite par les coor- 
données du point de la surface par lequel on voudra faire 


passer les courbes. 


OX) CURE LM | ARRETE 
é 
x NN SEEN | 


n 
» 
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C’est ainsi qu'on détermine les équations de ces lignes 
remarquables auxquelles on à donné le nom de lignes de 
courbure. È 


971. Cherchons maintenant l'équation de la surface 
développable, lieu des normales à la surface donnée, 
menées par tous les points d’une de ces lignes de cour- 
bure. 

Les équations d’une quelconque de ces normales se- 
ront 


æ—2 +p(z—-2z)=0, y—y'+q(z—z )—=0o, 


etles coordonnées x’, y’, z' devront satisfaire à l'équation 
de la surface donnée et à l'intégrale de l’équation (9). Si 
done on élimine x’, y’, z' entre ces quaire équations, 
léquation finale entre x’, y', z' sera celle de la surface 
cherchée. 

Les deux surfaces obtenues ainsi pour les deux lignes 
de’courbure qui passent par un même point, se coupent 
à angle droit; et, en général, toutes celles qui se rap- 
porient à l’un des systèmes de lignes de courbure coupent 
à angle droit toutes celles qui se rapportent à l’autre 
système. 


272. Enfin, si l’on veut connaitre le lieu des poïnts 
de rencontre des normales consécutives, ou l’arête de re- 
broussement de la surface qui est le lieu de ces normales, 
ilfaudra joindre l'équation (10) à celles qui ont déterminé 
l'équation de cette surface. On en éliminera x’, y, z! au 
moyen des deux équations de la normale, et de celle de la 
surface donnée; on aura ainsi une seconde équation 
entre Æ, y; Z, qui, jointe à celle de la surface dévelop- 
pable, déterminera l’arête de rebroussement qui corres- 
pond à la ligne de courbure que l’on considère. 

Cette seconde équation entre x, y, z, étant indépen- 

IT. Ft « 24 
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dante de la ligne de courbure, est satisfaite par les arêtes 
de rebroussement relatives à toutes les lignes de courbure 
de la surface donnée ; elle représente donc le lieu de ces 
arêtes, ou de tous les points de rencontre des normales 
consécutives de la surface donnée. 


273. Les points de rencontre des normales consécu- 
tives sont, comme nous l'avons dit, les centres des ceréles 
osculateurs des sections principales; mais il faut bien se 
garder de croire-qu'ils soient les centres des cercles oscu- 
lateurs des lignes de courbure; car les normales qui y 
passent sont tangentes à une même courbe, propriété qui 
n'appartient jamais aux normales qui passent par les 
centres de courbure d’une courbe qui n’est pas plane. Or, 
en général , les lignes de courbure ne sont pas planes; et 
même elles pourraient l’être sans que leurs cercles oscu- 
lateurs se confondissent nécessairement avec ceux des 
sections principales : on en voit un exemple très-simple 
dans les parallèles d’une surface de révolution. Il faut, 
pour qué les centres de courbure des sections principales 
soient ceux des lignes de courbure, que les plans oseula- 
teurs de ces lignes soient normaux, et que, par consé- 
quent , les lignes de courbure soient les lignes de plus 
courte distance sur la surface. 


Application au paraboloïde elliptique. 


274. Soient 2 a, 2 b les paramètres des paraboles prin- 
cipales d’un paraboloïde dont l’axe est dans la direction 
des z positifs; l'équation de cette surface sera 


et l’on aura 


Tv I 
= — 9 Z —» FE —) L=.535 NS 0 
P a 1 b b 


De 
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L'équation (9), qui appartient aux deux lignes de cour- 


, TEL a 
bure, devient ainsi, en posant 3 — A,a(a—b)—B, 


APN "2, 7: 
Axy (2) +(é— AY +B)% —ay = 0. 


Si l’on différentie cette équation, on obtient 


d'y 
dx? 


dy \? ’ À 
+[a (2) +1] CT =. 
dx dx 


Si l’on tire de la précédente la valeur de x? — Ay'+B, 
et qu'on la reporte dans la dernière, on trouve 


ii à { l 
D (re y) 2 O: 


dx? dx dx 


d 
(aa + A +8) 


D: d * 
Divisant par XY … elle devient 


GS dy 

dx* dx I 

— + — — — = 0. 
dy Y x 

dx 


Les trois termes étant des dérivées exactes, on aura, en 
intégrant, 


d’où l'on tire, en intégrant de nouveau, 

y= Cx'+ C’. 
Mais cette équation, avec deux constantes arbitraires, est 
l'intégrale de l’équation du second ordre, et doit renfer- 


mer, comme cas particulier, celle de la proposée. En sub- 
stituant cette valeur de y dans léquation du premier 


24. 
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ordre, on trouvera entre C et C” une condition! qui à ré- 
duira ces constantes à une seule. Cette condition est 


B Ld 
| es : ce de sorte que L'ÉUaHOES générale 4 er 
de courbure du paraboloïde est 
BC 
2 —> C 2 
NERO TT. 


ou, en substituant à À et B leurs valeurs, 


ba(a—b)C 


J'= Ca + RAPERPATE 


{ 
Ces courbes se projetteront donc sur le plan des x et F 
suivant des hyperboles ou des ellipses, suivant que C sera 
positif ou négatif. 

La valeur de cetie constante sera déterminée si l’on 
donne les coordonnées x’, y’, du point de la surface par 
lequel on veut faire passer la ligne de courbure : on aura 
ainsi l'équation 
2 ba(a—b)c 


122 (m2 
PEAR b+ac 


, 
ou 


ax'?C+[bx"— ay? + ab(a— b)]C— br? = + 


d'où l’on tire pour C des valeurs DESIRE és l’une 
positive et l’autre négative, que nous désignerons par & 
et — 6. Les équations des deux lignes de courbure qui se 
croisent au point donné ont donc pour équations 


HEC RAT ei 
ARE ES LME TE Prin 
et 
. ab(a— b)6 
EN CRMES NES Fe Fm RT 
4 UT a 60 


Si l'on suppose a > à, la parabole, située dans le plan 
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des x et z, est celle qui a le plus grand paramètre. Les 


hyperboles suivant lesquelles se projettent les lignes de 
courbure ont alors leur axe réel dans la direction de l’axe 
des y, et sa longueur est / NE et 
b+ax 
mum pour & —  , et sa valeur est Vb(a—b), les hyper- 
boles se réduisent alors à l’axe des y. On voit donc qu’en 
portant sur l’axe des y, de part et d'autre de l’origine, 


: elle est maxi- 


des longueurs égales à ÿb (a — b), on aura les limites 
entre lesquelles tombent les sommets des hyperboles, qui 
sont les projections d’un des systèmes de lignes de cour- 
bure. 

L’équation qui représente les projections des lignes de 
l’autre système donne toujours des ellipses réelles, parce 


que l’'onaa6—b=>o,ou6 > 2. En effet, si l’on sub- 


le b « 7 e . ’ . 
stitue — — à C dans équation qui détermine cette con- 
d a 


stante , on trouve un résultat négatif; et, comme elle n'a 
qu'une seule racine négative, cette racine est numéri- 


RTE b 
quement plus grande que =i ainsi l'on a 6 > = quels 


que soient x’, y’, et l'équation ne donne que des ellipses 
réelles. 


; PRG b(a— b) - 
Le demi-axe des x est égal à va tr et le demi- 


\ ab sax PE . . 
axe des y à ska Corail La valeur minimum de ce der- 
A6 D 


nier correspond à 6—, et est ÿb (a— b); elle donne 
les mêmes points déjà trouvés pour la limite supérieure 
des axes réels des hyperboles. Dans ce cas, l’ellipse se 
confond avec une partie de l’axe des y. 

Si l’on a x'— 0, une valeur de C est infinie; l’autre 


est positive si l’on à y'<TVb(a—b}), et négative dans 
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le cas contraire. Dans le premier cas, les die lignes 
de courbure sont une hyperbole et l’axe des y; dans le 
second cas, elles se composent d’une ellipse et de l’axe 
des y. 

Si y'—0o, une des valeurs de C est nulle, et l’autre « 
négative, Les deux lignes de courbure sont alors une 
ellipse et l'axe des x. | 


975. Les équations qui ARE les ombilics de- 
viennent, dans Le ças que nous examinons , 


zy = 0, a(y+b)= b(x +at); 

ce qui donne les deux systèmes 
z—=0, y—"#+Vbla—b),e y=0, r=EVa(b 2) 

On voit qu’un seul donne des coordonnées réelles ; et, 
dans le cas actuel, e’est le premier, puisque nous avons 
supposé a >> b. Il y.a donc deux ombilics dans le para- 
boloïde elliptique; ils sé trouvent sur la parabole prin- 
cipale qui a le plus petit paramètre, et ne sont autre 


chose que les deux points que nous avons déjà reconnus 
comme limite des sommets des lignes de courbure. 


276. Si-le paraboloïde est de révolution, les ombilics 
se confondent avec le sommet. Les deux valeurs de C 


12 
deviennent ne et — 1; et les équations des lignes de cour. 
TX 


bure sont 


= x et -Yi = De 
x 0? 


la première représente tous les plans passant par l’axe 
de révolution, et la seconde, des cylindres ayant pour 
base, sur le plan xy, des cercles de rayon arbitraire, 
ayant leur centre au sommet. Les lignes de courbure sont 
donc les méridiens et les parallèles, comme cela a lieu 
dans toutes les surfaces de révolution. Quant au dieu des 
centres de courbure, il se compose évidemment de l'axe 


A ES 
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de révolution et de la surface engendrée par la révolution 
de la développée de la courbe méridienne autour du 


même axe. : 


Application à l'ellipsoïde. 


977. Considérons maintenant l'ellipsoïde ayant pour 


‘équation 


_— ++ - = I. 
a 


ci x c# c‘ 
ie — Q=——) T=— — b? — y? 
P » FOR b?z abs r) 
a RER TP dus 2 
s —= D  : t=— RE æ}; 


Substituant ces valeurs dans l'équation (9), on obtient 


2 
a? (b° — c?) xy LE 


ax” 
+ [b? (a? 0?) x? + a? (ce? — D?) y? — a? D? (a? — b?)] = 
+ D? (ct — a?) xy — 0. 


Si l’on pose* 


ab — €) a(a?— bd?) 
ee 
elle devient \ 


2 


dy dy 
A ay + PT NE A BE ANT 0; 


équation de même forme que cellé qui vient d’être trouvée 
dans le cas du paraboloïde, et que l’on traitera sembla- 
blement. Les projections des lignes de courbure seront 


des ellipses ou des hyperboles, dont la discussion se fera 


sans difficulté. 


FIN DU TOMF SECOND, 
Le 


dits sb 


de ab sl 


° GAL: 77 
LOUE PE, thin) < È L-< _. AfE KIT 


A 
| 
ge 
É 
“ 
f 
ë 


Len a Te 


4 


109 1 “id 0 ES ae il AS Ro EEE ü 


RE 210 us 2: 


AS OA CARD IR ROC T 1450 SNS ap anal 


f 
119 SALE 
l J 


Lu hrs » uv 


hr À 


LL 


; à ; 
Ko 


D'un 
= * nn 
# hu 
nl =) 
» = 
re 


ge 
3P + 


Le 


Fm 


515D88E Co01 
ELEMENTS DE CALCUL INFINITESIMAL PARIS 


LIEU 


3 0112 017227262 


fc 


